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一种基于STＧRFT算法的数字调制信号识别方法

刘　丹　马秀荣　单云龙

(天津理工大学计算机与通信工程学院　天津３００３８４)
　

摘　要　将短时拉曼努金傅里叶变换(STＧRFT)应用于数字调制信号识别的研究中,以寻求提高低SNR条件下数字

调制信号识别率的新方法.通过归一化STＧRFT谱图计算、特征参量提取以及阈值判别来实现调制信号的识别.针

对５种常见的数字调制信号进行仿真分析,结果表明,在SNR＝０dB的信噪比条件下,基于STＧRFT算法的数字调制

信号识别方法的平均识别率可以达到９０％,比基于谱图时频分析法的识别率提高了１０．４％;特别是相比于基于瞬时

幅度和瞬时频率的特征方法,４FSK调制信号的识别率可提高９％.基于STＧRFT算法的数字调制信号识别方法能够

在低SNR条件下有效识别数字调制信号,具有良好的工作性能.
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DigitalModulationSignalRecognitionMethodBasedonSTＧRFTAlgorithm
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(SchoolofComputerandCommunicationEngineering,TianjinUniversityofTechnology,Tianjin３００３８４,China)

　

Abstract　Inthispaper,theshortＧtimeRamanujanFouriertransform(STＧRFT)algorithmwasappliedintheresearchof

modulationsignalrecognitiontoobtainanew methodwhichcanimprovethecorrectrecognitionrateinlowsignalＧtoＧ

noiseratio(SNR)environment．ThemodulationsignalsrecognitionwasachievedbynormalizedSTＧRFTspectrogram

calculation,characteristicparametersextractionandthresholddecision．ThesimulationresultsshowthatwhenSNRis０

dB,theaveragecorrectrecognitionrateofthemethodbasedonSTＧRFTalgorithmcanreach９０％,whichisincreasedby
１０．４％comparedwiththatbasedonspectrogramtimeＧfrequencyanalysisalgorithm．Especially,thecorrectrecognition

rateoftheproposedmethodfor４FSKsignalcanincreasedby９％comparedwiththatofthemethodbasedoninstantaＧ

neousamplitudeandinstantaneousfrequencyfeatures．Theeffectivenessandreliabilityoftheproposedmethodinlow

SNRareprovedbysimulationresults．
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１　引言

数字调制信号的识别是指在未知接收信号信息的前提

下,确定数字信号的调制方式,从而为信号解调提供必要的信

息.在信号类型日趋复杂多样、信号分布日趋密集的背景下,

调制信号的识别无论是在军事方面还是民用方面,都起着举

足轻重的作用[１Ｇ２].在军事方面,调制信号的识别可被应用于

电子侦查、通信干扰和电子对抗等领域[３Ｇ４];在民用方面,其可

被应用于干扰识别、信号证实和频率管理等领域[５].

目前,国内外对数字调制方式识别方法的研究主要包含

最大似然法和特征提取法[６].基于特征提取的调制识别方法

由于计算简单且易于实现,成为了目前调制识别领域的主流

研究方法[７Ｇ１２].文献[９]基于瞬时幅度和瞬时频率两个特征

对４FSK,QPSK和 QAM 信号进行识别仿真,仿真结果证实,

该方法在SNR≥２dB时能够实现稳定识别.文献[１２]利用

谱图时频分析法对 ASK,FSK和PSK信号进行识别,仿真结

果证实,该技术在SNR≥２dB时,信号的平均正确识别率可

达９０％.

总结相关研究工作发现,目前已有的调制识别方法一般

在接近零的低信噪比条件下识别性能较差,实际应用受限.

因而,在低信噪比条件下仍能实现稳健识别的方法备受国际

学术界的关注.

Sugavaneswaran等[１３]于２０１２年首次把拉曼努金傅里叶

变换(RamamujanFourierTransform,RFT)引入到时频分析

中.研究发现,相比于基于离散傅里叶变换(DiscreteFourier

Transform,DFT)的时频变换,基于 RFT的时频变换具有较



高的抗噪声性能和计算效率.RFT 法在信号分析方面的相

关研究引起了广泛关注[１４Ｇ１６],然而加入窗函数的相关工作尚

待深 入 探 究.短 时 RFT(ShortＧTime Ramanujan Fourier
Transform,STＧRFT)作为一种以 RFT为基函数的时频变换,

在 RFT的基础上考虑了滑动窗函数,可以建立时间和频率的

定位功能,分析频率随时间的变化特性,因此相关研究值得

重视.

本文尝试将STＧRFT引入到数字调制信号识别领域,应
用计算机仿真技术探究基于STＧRFT的数字调制识别的可行

性,为提高低信噪比条件下调制信号的识别率探索有效的

方法.

２　归一化STＧRFT谱图的获取

２．１　RFT与STＧRFT
拉曼努金和(RamanujanSums,RS)被定义为单位圆上q

阶本原根n次幂的和,表达式如下[１７]:

cq(n)＝ ∑
q

p＝１;(p,q)＝１
　exp(２jπ

p
q
n) (１)

其中,(p,q)＝１表示p和q互质.

相比于 DFT,RS不仅反映了单位复根exp(２jπ
p
q

)(其

中p＝１,􀆺,q)上的频谱特征,而且也反映了与其互质的所有

频点上的特征.

将 RS作为变换基,RFT的表达式如下[１８]:

sq＝ １
ϕ(q)　lim

N→∞
　１

N ∑
N

n＝１
　s(n)cq(n) (２)

其中,ϕ(q)为欧拉函数.

STＧRFT为加窗的 RFT,表达式如下:

STＧRFTs(k,q)＝ １
ϕ(q)　lim

N→∞
　１

N ∑
N

n＝１
　s(n)φ∗ (n－k)cq(n)

(３)

其中,φ(k)为窗函数,令φ(０)＝１.

将STＧRFT谱定义为STＧRFT绝对值的平方,其表达式

如下:

Ss(k,q)＝|STＧRFTs(k,q)|２ (４)

２．２　数字调制信号归一化STＧRFT谱图

选取常用的CW,２ASK,BPSK,２FSK 和４FSK 这５种信

号作为数字调制信号.对２ASK,CW 和 BPSK 信号用 max
(Ss(k,q)|q＝T１)进行归一化,而对２FSK 和４FSK 信号用 max

(max(Ss(k,qi)|qi＝Ti
))(其中Ti＝fs

fci

表示周期Tci ＝
１
fci

内的

采样点数,fs 表示采样频率,fci
表示第i个载波频率)进行归

一化,从而得到调制信号的Ss(k,q)幅度归一化 STＧRFT 谱

图Ps(k,q),如图１所示.图１中,横坐标q表示频率,纵坐标

k表示时间.

窗长和窗形状将直接影响调制信号的 STＧRFT 时频分

布,从而影响归一化STＧRFT时频分布图所反映出的信号的

调制信息,进而影响后续提取的特征参量的分布范围,最终影

响识别效果.因此,必须确定窗长和窗形状.通过对比实验

发现,在长度为 N/７(N 表示信号长度)的高斯窗下,调制信

号Ps(k,q)谱图的形状差异较为明显,即显示信号的调制特

征较为突出,有利于信号的有效识别.因此,本文选定长度为

N/７的高斯窗.

　　　　(a)CW 信号 (b)２ASK信号 (c)BPSK信号

(d)２FSK信号 (e)４FSK信号

图１　数字调制信号在无噪声条件下的Ps(k,q)图

Fig．１　Ps(k,q)spectrogramsofdigitalmodulationsignals

withoutnoise

３　基于归一化STＧRFT谱图的特征参量提取

合理提取特征是准确识别信号调制类型的关键.本文拟

提取的是归一化STＧRFT谱中幅值最大谱线自相关函数的平

均过零点数目 MCZ 以及归一化STＧRFT谱脊线直方图相对

幅值的均值CM 这两大特征.最终,利用不同调制信号的这

两个特征分布的差异实现信号的识别.

３．１　归一化STＧRFT谱中幅值最大谱线自相关函数的平均

过零点数目的提取

定义fs(k)表示Ps(k,q)中幅值的最大谱线.对于 CW,

２ASK和BPSK调制信号:

fCW/２ASK/BPSK(k)＝(PCW/２ASK/BPSK(k,T１)) (５)

而对于２FSK和４FSK调制信号:

f２FSK/４FSK(k)＝(P２FSK/４FSK(k,Ti)) (６)

定义Rfs(τ)表示fs(k)的自相关函数,其表达式如下:

Rfs(τ)＝ ∑
∞

k＝－∞
(fs(k)－fs)(fs(k＋τ)－fs) (７)

其中,τ为移位或滞后参数;fs表示fs(k)的均值.

５种数字调制信号在无噪声条件下的Rfs(τ)曲线如图２
所示.

(a)CW 信号 (b)２ASK信号

(c)BPSK信号 (d)２FSK信号

(e)４FSK信号

图２　数字调制信号在无噪声条件下的Rfs(τ)图

Fig．２　Rfs
(τ)graphsofdigitalmodulationsignalswithoutnoise
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图２显示了无噪条件下５种数字调制信号的Rfs (τ)在

τ＝０~０．０５之间的变化特征:RfCW
(τ)呈 现 “NaN”的 形 式;

Rf２ASK
(τ)呈现锯齿波动变化;RfBPSK

(τ),Rf２FSK
(τ)和Rf４FSK

(τ)均单

调下降,其中RfBPSK
(τ)下降梯度最大,而Rf２FSK

(τ)下降梯度次

之,Rf４FSK
(τ)下降梯度最小,且RfFSK

(τ)均大于零.

将过零点定义为Rfs(τ)＝０的点.用CZ 表示过零点的

数目.分析图２的曲线,可得调制信号的CZ,如表１所列.

表１　无噪条件下数字调制信号的CZ 值

Table１　CZvaluesofdigitalmodulationsignalswithoutnoise

Type ２ASK CW BPSK ２FSK ４FSK
CZ ２０ NaN １ ０ ０

由表１可知,τ在０~０．０５范围内,对于 CW 信号,CZ 为

“NaN”;对于２ASK信号,CZ 值为２０;对于BPSK信号,CZ 值

为１;而对于２FSK 信号和４FSK 信号,它们的CZ 值均为０.

由此可知,在无噪声条件下,对应CW,２ASK和BPSK调制信

号的CZ 值与两种FSK调制信号的CZ 值之间有明显的差异.

因此,可将CZ 作为无噪声条件下的信号识别的特征参量.

但是在噪声存在的条件下,Rfs(τ)会受到噪声的影响而呈现

很大的波动,尤其对于２ASK信号来说,由于噪声序列的自相

关性,Rf２ASK
(τ)也将会在０~０．０５之间呈现波动.因此,本文

尝试将－５~５dB噪声条件下的Rfs (τ)的平均过零点数目

MCZ 作为识别特征参量.

通过蒙特卡洛实验得出５种数字调制信号在－５~５dB
噪声条件下的 MCZ 特征量曲线,如图３所示.

图３　数字调制信号的 MCZ 特征随SNR 变化的曲线图

Fig．３　RelationshipcurvesbetweenSNRandMCZof

digitalmodulationsignals

图３为重复１０００次实验得到的调制信号的 MCZ 曲线

图.由该图可以看出,对应２ASK信号的 MCZ 曲线的变化方

向与其他调制信号的曲线相反,即随着信噪比的增加而增大,

并在－５dB处存在最小值１１．８.因此,确定阈值b１(MCZ)＝
１１．８作为区分２ASK与其余调制信号的特征值.

图３明显显示,对应两种 FSK 信号的 MCZ 曲线处于其

他调制信号曲线之下,且在－５dB处存在最大值１．２.因此,

本文确定阈值b２(MCZ)＝１．２作为将 FSK 信号与其余调制

信号区分的特征值.

注意到,对应CW 与 BPSK 调制信号的 MCZ 曲线,不仅

两者之间区分明显,而且它们与其他调制信号的 MCZ 曲线之

间也明显分开.BPSK调制信号曲线在－５dB处存在最小值

９．５.据此,设定阈值b３(MCZ)＝９．５作为识别 CW 与 BPSK
及其他调制信号的特征值.

通过上述分析可知,在噪声存在的条件下,利用基于STＧ

RFT算法的方法提取的各数字调制信号的 MCZ 值之间存在

明显差异.因此,利用特征参量 MCZ 能够实现在低信噪比条

件下的CW,２ASK,BPSK以及FSK信号的识别.

３．２　归一化STＧRFT谱脊线直方图相对幅值的均值的提取

由以上分析可以看出,MCZ 特征无法实现 FSK 信号之

间的识别.鉴于归一化STＧRFT 谱脊线包含 FSK 信号特性

的重要信息,本文作如下分析.

定义rsj
(k)为FSK信号归一化STＧRFT谱脊线,其表达

式如下:

rsj
(k)＝argmax

q
　[Psj

(k,q)],j＝１,２ (８)

其中,s１＝２FSK,s２＝４FSK.

两种FSK信号分别对应的rsj
(k)曲线如图４所示.

(a)２FSK信号 (b)４FSK信号

图４　两种FSK信号对应的rsj
(k)

Fig．４　rsj
(k)ofFSKmodulationsignals

由图４(a)可以看出,２FSK信号的r２FSK(k)含有两个局部

极大值,分别为１和０．２７７６,表示该信号含有两个不同的载

波频率.由图４(b)可以看出,４FSK信号的r４FSK(k)含有４个

不同的局部极大值,分别为１,０．４９１１,０．３６４８和０．１４４５,表示

其含有４个不同的载波频率.由此可知,在无噪的条件下,基

于STＧRFT谱图提取的FSK信号的rsj
(k)所包含的局部极大

值个数存在明显差异,反映出FSK信号不同的频率特性.因

此,rsj
(k)曲线所包含的局部极大值的个数可以作为识别无噪

声条件下的２FSK信号和４FSK信号的特征参量.

值得注意的是,由于噪声的影响,rsj
(k)所包含的局部极

大值的个数会发生变化,从而反映不出正确的FSK信号频率

特性.因此,本文尝试以FSK信号的归一化STＧRFT谱脊线

直方图相对幅值的均值CM 作为识别低信噪比条件(同上采

用－５dB~５dB噪声条件)下FSK信号的特征参量.

获取对应FSK信号的CM 的步骤如下:首先,寻找rsj
(k)

的最大 值 和 最 小 值,确 定 rsj
(k)的 区 间 范 围 [minrsj

,

maxrsj
];在[minrsj

,maxrsj
]内以 Δr＝(maxrsj －minrsj

)/

Mr(本文选取 Mr＝１００)为元素个数绘制rsj
(k)直方图 Drsj

(k);采用公式

normDrsj
(k)＝

Drsj
(k)

max(Drsj
(k)) (９)

对Drsj
(k)进行归一化,得到normDrsj

(k);求normDrsj
(k)的

均值 Mean(normDrsj
(k)),从而得到FSK信号的CM .

通过蒙特卡洛实验得到的对应２FSK 信号和４FSK 信号

的CM 曲线如图５所示.
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图５　FSK信号的CM 随SNR 变化的分布图

Fig．５　RelationshipcurvesbetweenSNRandCM ofFSK

modulationsignals

图５给出的是重复１０００次实验而获得的FSK调制信号

的CM 随SNR 变化的曲线.由该图可以看出,对应两种FSK
信号的CM 曲线均大体随SNR 的增大而下降,且两者明显分

开;同时,对应４FSK调制信号的CM 曲线在－５dB处存在最

大值０．８５.由此,确定阈值b４(CM)＝０．８５为识别４FSK调制

信号与２FSK调制信号的特征值.

通过以上对图５的分析可知,在噪声存在的条件下,利用

STＧRFT算法获得的对应两种FSK调制信号的CM 值存在明

显不同.因此,可以将 CM 作为低信噪比条件下有效区分

２FSK和４FSK信号的特征参量.

综上所述,结合 MCZ 与CM 两个特征,可以实现低信噪

比下５种数字调制信号的有效识别.

４　调制方式的识别

４．１　调制方式识别的流程

基于STＧRFT的数字调制信号识别的流程如图６所示.

图６　调制方式识别的流程

Fig．６　Recognitionprocessofmodulationsystem

首先,对叠加高斯白噪声的接收信号s~(n)进行STＧRFT,

得到接收信号STＧRFT谱,对其进行归一化,得到接收信号的

归一化STＧRFT谱;

然后,从归一化 STＧRFT 谱中提取幅值最大的谱线fs~

(k),并计算自相关函数Rfs
~ (τ),构造特征参数 MCZ,根据阈

值b１(MCZ),b２(MCZ)以及b３(MCZ)对调制方式进行分类

识别;

接着,根据FSK信号的归一化STＧRFT谱脊线rs~j
(k)计

算归一化直方图normDrs~j
(k)并构造特征参数CM ,根据阈值

b４(CM)对调制方式进行分类识别;

最后,输出调制识别的结果,流程结束.

４．２　调制方式识别中仿真参数的设定

为验证基于STＧRFT的数字调制信号识别方法在低信噪

比下的有效性,采用 MATLAB平台进行仿真,５种调制信号

参数如下:脉宽为１μs,载波频率为１００ MHz,采样频率为

４００MHz,信号采样点数为２００.２ASK,BPSK,２FSK,４FSK
信号所采取的编码方式如下:２ASK采用[１１０１０]的编码方

式;BPSK采用５位固定编码方式,即[１０１１０];２FSK 采用

５位固定编码方式,即[１０１０１];４FSK采用５位阶梯式编码

方式,即[０１２３０].仿真选用长度为２００/７的高斯窗.

５　仿真结果及分析

为验证本文识别方法的有效性和准确性,在SNR 取值

为－５~５dB、处理点数为２００的条件下,重复进行１０００次蒙

特卡洛实验.调制识别的结果如图７所示.

(a)５种数字调制信号的正确识别率 (b)数字调制信号的平均正确识别率

图７　正确识别率随SNR变化的曲线图

Fig．７　CurvesofcorrectrecognitionratewithchangingSNR

图７(a)显示了５种数字调制信号的正确识别率随SNR
变化的曲线.可以看出,５种数字调制信号的正确识别率均

随SNR的增加而提高,特别在SNR＝０dB的条件下,５种数

字调制信号的正确识别率分别达到８４％,８０％,９１％,９７％和

９８％.相比于其他信号,FSK 信号的识别效果最优.CW 信

号的正确识别率虽然稍低,但是结果依旧达到８０％.

图７(b)显示了５种数字调制信号的平均正确识别率随

SNR变化的曲线.可以看出,５种数字调制信号的平均正确

识别率曲线均随着SNR 的增大而升高,且在０dB的低信噪

比下,平均正确识别率均达到９０％.根据文献[１２]的分析,

基于谱图时频分析的方法在０dB条件下的正确识别率为

７９．６％.与此相比,基于STＧRFT算法的识别方法的正确识别

率提高了１０．４％,表明了该方法的有效性和准确性.

针对４FSK调制信号,图８给出在处理点数为２００以及

重复１０００次蒙特卡洛实验的条件下,应用基于STＧRFT的方
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法与文献[９]的基于瞬时幅度和瞬时频率特征的方法的实验

结果对比.特别注意到,虽然在使用两种调制方式识别方法

下的识别率均随着SNR的增加而增加,但在SNR＝０dB条

件下,后者仅达到８９％,而本文所提的基于 STＧRFT 算法的

方法的识别提高了率９％,达到了９８％,优势明显.

图８　在使用两种调制方式识别方法时４FSK调制信号的正确识别率

Fig．８　Curvesofcorrectrecognitionrateof４FSKmodulation

signalsfordifferentalgorithms

结束语　本文首先通过对 CW,２ASK,BPSK,２FSK 和

４FSK这５种常用的数字调制信号进行STＧRFT 归一化,得

到归一化STＧRFT谱;接着从中提取幅值最大谱线相关函数

的平均过零点数目(MCZ)和直方图相对幅值的均值(CM )这

两个特征参量;最后利用阈值判决法实现调制信号的识别.

实验发现,在噪声存在的条件下,提取的调制信号的 MCZ 值

之间存在明显不同,可以用来识别 CW,２ASK,BPSK 以及

FSK信号;而CM 值可以用来识别２FSK和４FSK信号.与此

同时,在SNR＝０dB的条件下,相比于基于谱图时频的分析

法,基于STＧRFT算法的方法对调制信号的正确识别率提高

了１０．４％;特别是相比于基于瞬时幅度和瞬时频率的特征方

法,４FSK调制信号的识别率可提高９％.实验结果表明,应

用基于STＧRFT算法的方法能够在低信噪比条件下有效识别

调制信号.

参 考 文 献

[１] LIU M S,LIBB,ZHAO L．FeatureOptimizationforDigital

ModulationSignalsRecognition[J]．ComputerScience,２０１１,

３８(１１):７９Ｇ８２．(inChinese)

刘明骞,李兵兵,赵雷．数字调制信号识别的特征参数优化方法

[J]．计算机科学,２０１１,３８(１１):７９Ｇ８２．
[２] GRIMALDID,RAPUANOS,VITOLD．AnAutomaticDigital

ModulationClassifierfor MeasurementonTelecommunication

Networks[J]．IEEETransactionsonInstrumentationandMeaＧ

surement,２００７,５６(５):１７１１Ｇ１７２０．
[３] LIUX W,JIANGL,XU H,etal．UltraＧwidebandSignalDetecＧ

tionMethodBasedonHilbertＧHuangand WaveletPacket[J]．

ComputerScience,２０１６,４３(６):１０２Ｇ１０５．(inChinese)

刘潇文,蒋磊,许华,等．基于希尔伯特－黄和小波包的 UWB信

号检测方法[J]．计算机科学,２０１６,４３(６):１０２Ｇ１０５．
[４] ZHANG Y S,LI S X．NaturalSciences[J]．NaturalScience

JournalofHarbinNormalUniversity,２０１１,２７(６):５０Ｇ５２．(in

Chinese)

张玉山,李双喜．数字通信信号的调制与识别[J]．哈尔滨师范大

学(自然科学学报),２０１１,２７(６):５０Ｇ５２．

[５] LIN,GAOXJ,TIANRL．ResearchonImprovingtheIdentifiＧ

cationAlgorithmofDigitalCommunicationSignals[J]．Journal

ofJilinUniversity(InformationScienceEdition),２０１０,２８(３):

２５０Ｇ２５５．(inChinese)

李娜,高宪军,田润澜．数字通信信号调制方式识别算法的改进

研究[J]．吉林大学学报(信息科学版),２０１０,２８(３):２５０Ｇ２５５．
[６] DOBREOA,ABDIA,BARＧNESSY,etal．Surveyofautomatic

modulationclassificationtechniques:classicalapproachesand

newtrends[J]．CommunicationsLet,２００７,１(２):１３７Ｇ１５６．
[７] XUZ,HUSA,WUQ,etal．AmodulationClassificationAlgoＧ

rithmBasedonDifferentialConstellationShape[J]．Computer

Simulation,２００９,２６(１１):１８２Ｇ１８５．(inChinese)

徐哲,胡世安,吴钦,等．一种基于差分星座图的调制体制识别算

法[J]．计算机仿真,２００９,２６(１１):１８２Ｇ１８５．
[８] HSUESZ,SOLIMANSS．Automaticmodulationclassification

usingzerocrossing[J]．Radar& SignalProcessingIEEEProＧ

ceedingsF,１９９０,１３７(６):４５９Ｇ４６４．
[９] LIANG W X,FENG YX,QIANB．AnOptimizationRecogniＧ

tionAlgorithmofAmplitudeＧFrequencyModulationSignals[J]．

ComputerSimulation,２０１６,３３(８):４１５Ｇ４２０．(inChinese)

梁伟鑫,冯永新,钱博．幅频调制信号优化识别算法研究[J]．计

算机仿真,２０１６,３３(８):４１５Ｇ４２０．
[１０]SCHREYOGGC,KITTELK,KRESSELU,etal．RobustclasＧ

sificationofmodulationtypesusingspectralfeaturesappliedto

HMM[C]∥MILCOM９７Proceedings．１９９７:１３７７Ｇ１３８１．
[１１]HOKC,PROKOPIW W,CHANYT．Modulationidentification

bythewavelettransform[C]∥MILCOM９５Proceedings．１９９５:

８８６Ｇ８９０．
[１２]LYNNTJ,SHA’AMERRAZ．AutomaticanalysisandclassifiＧ

cationofdigitalmodulationsignalsusingspectrogramtimefreＧ

quencyanalysis[C]∥ProceedingsofInternationalSymposium

onCommunications & Information Technologies．２００７:９１６Ｇ

９２０．
[１３]SUGAVANESWARANL,XIES,UMAPATHYK,etal．TimeＧ

FrequencyAnalysisviaRamanujanSums[J]．IEEESignalProＧ

cessingLetters,２０１２,１９(６):３５２Ｇ３５５．
[１４]MAINARDILT,PATTINIL,CERUTTIS．Applicationofthe

Ramanujan Fouriertransform fortheanalysisofsecondary

structurecontentinaminoacidsequences[J]．MethodsofInforＧ

mationinMedicine,２００７,４６(２):１２６Ｇ１２９．
[１５]CHENG,KRISHNANS,BUITD．Ramanujansumsforimage

patternanalysis[J]．InternationalJournalofWavelets,MultireＧ

solutionandInformationProcessing,２０１４,１２(１):１０９Ｇ１１２．
[１６]SAMADIS,AHMAD M O,SWAMY M NS．Ramanujansums

anddiscreteFouriertransforms[J]．IEEESignalProcessingLetＧ

ters,２００５,１２(４):２９３Ｇ２９６．
[１７]RAMANUJANS．OncertaintrigonometricalsumsandtheirapＧ

plicationsinthetheoryofnumbers [J]．Transactionsofthe

CambridgePhilosophicalSociety,１９１８,２２(１３):２５９Ｇ２７６．
[１８]CARMICHAELRD．ExpansionsofarthmeticalfunctionsininＧ

finiteseries[J]．ProceedingsoftheLondonMathematicalSocieＧ

ty,１９３０,３４(１３):１Ｇ２６．

８６ 计 算 机 科 学 　２０１８年




