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摘 要 整数的带符号数字(BSD)表示广泛应用于计算机算术、密码学、数字信号处理等领域。给定整数有多种最佳 

带符号二进制表示。对整数的最佳带符号二进制表示的性质进行研究，给出了整数的最佳带符号二进制表示随机生 

成算法，所得算法能快速产生给定整数的随机最佳带符号二进制表示。 
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Abstract Binary Signed Digit(BSD)representation of an integer is widely used in computer arithmetic，cryptogr-aphy 

and digital signal processing．A given integer can have several optimal BSD representations．This paper studied the pro- 

perties of the optimal BSD representation of an integer，and presented an generation algorithm，which can rapidly gener— 

ate a random optimal BSD representation of a given integer． 
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对于正整数 k、n，称 是一是 一1 2 +⋯+k12 4-k。2。(其中 

k ∈{一1，0，1}，O≤ <，2)为 k的长度为 的带符号二进制 

(BSD：Binary Signed Digit)表示。整数的 BSD表示在计算机 

算术、密码学、数字信号处理等领域得到广泛应用。一个长度 

为”比特的整数有多种BSD表示。文献[1]对整数的BSD表 

示数进行了研究 ，给出计算整数的给定长度的 BSD表示数的 

递归算法。文献[2]进一步对整数的BSD表示数的性质进行 

了研究，给出了计算整数的给定长度的 BSD表示数的非递归 

算法，提升了计算效率。文献[1]还对整数的所有 BSD表示 

的生成及随机 BSD表示的生成问题进行了研究。在给定整 

数的 BSD表示中，汉明重量最小的表示称为整数的最佳 BSD 

表示。文献[3]讨论了给定整数的最佳 BSD表示的长度及计 

数问题。文献[43首次对给定整数的所有最佳 BSD表示的生 

成进行了研究 。文献[5，6]进一步讨论了给定整数的所有最 

佳 BSD表示的生成问题。本文进一步研究整数的最佳 BSD 

表示 的性质，提出给定整数的随机最佳 BSD表示算法，所得 

算法能快速产生给定整数的随机最佳 BSD表示。 

1 整数的最佳 BSD表示 

到目前为止，已提出多种整数的最佳 BSD表示算法_7 ]， 

其中，非相邻形式(NAF：Non-Adjacent Form)表示_7 是最典 

型的最佳 BSD表示，它是椭圆曲线密码体制 (ECC：Elliptic 

Curve Cryptosystem)无预计算标量乘法运算的首选表示算 

法 ]。整数的 NAF表示算法如算法 1所示。 

算法 1 计算正整数的NAF表示 

输入：正整数 k一(kI—l⋯kll【o)2 

输出：NAF(k) 

1．C0：0，kl+1—0，k】一0； 

2．for i from 0 to l do 

2．1 Ci+l—L(c，+k +k。+1)／Z J； 

2．2 u1一 C +kl一 2ci+l； 

3．return(ulUl—l⋯ Ul u0) 

对于整数的 NAF表示有如下性质： 

定理 1_7] 设 k是正整数，则 

(1)k有唯一的 NAF表示，简记为 NAF(矗)； 

(2)NAF(k)没有两个连续的数字是非零的，且是 k在数 

字集D 一{一1，0，l}上所有 BSD表示中具有最小汉明重量的 

表示； 

(3)NAF( )的长度至多比k的基本二进制表示的长度大 

1： 

(4)数字集 一{一1，0，1}上所有长度为 z的 NAF表示 

中，平均汉明密度约为 1／3。 

定义 1 设给定整数 k的 NAF表示为 NAF(是)一(“一 

⋯U2“lUo)2，U—l≠O，则 

(1)NAF(忌)中最长的连续比特串{O1} 及 {oi} 称为一 
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个块 ； 

(2)NAF(k)中至少两个连续 的块组成的最长比特串称 

为一条链。 

例如，整数 k一3017253757243的 NAF表示为： 

尼一 (01OiOiO000_01OO0OO1O1OIOiOiO1O1O00O101OOOiOI)2 

(1) 

它有 9个块： 

O1 0 lO 1000 0 1 010000 0101 0 10 10 1 0101000 0101 00 

可 可  可  __瓦 — 

0 10 1 (2) 
—  

有 3条链 ： 

Q 000 0000 Q Q Q 0000101000 1 0 
—1■一 下 ———— ——一  

1 (3) 

其中，i代表一1(以下相同)。我们有以下结论 ： 

定理 2 设给定整数 k的 NAF表示为 F(志)=( ·· 

u2Mlu0)2，则 

(1)只有链能引起整数 k的最佳 BSD表示的变化； 

(2)链 0101⋯010tR与链 010iR对于整数k的最佳 BSD 

表示的影响相同； 

(3)链 OiOi⋯0iOlR与链 0i01R对于整数 忌的最佳 BSD表 

示的影响相同。 

其中，R为相应比特串(以下类似)。 

例如，式(1)为整数 k一3017253757243的一种最佳 BSD 

表示，只有式(3)中的链 L 一L3能引起 k的最佳 BSD表示的 

变化，对于 k的任意最佳 BSD表示 ( ⋯“zM )2，除与式 

(3)中L 一 对应 比特位可能不相同外，其余部分完全一 

样。 

定理 3 设 R是链，令 U一(R) ，有 ： 

(1)若R1是 U的最佳 BSD表示 ，则R101是U：(R01)2 

的最佳 BSD表示； 

(2)若Ri是 U 的最佳 BSD表示，则Ri01、R0ii是U一 

(R01)2的最佳 BSD表示； 

(3)若R1是 u 的最佳 BSD表示，则R10i、ROl1是【，一 

(ROD 2的最佳 BSD表示； 

(4)若Ri是 U的最佳 BSD表示 ，~URi0i是U一(RoD2的 

最佳 BSD表示 。 

定理 2、定理 3的结论比较明显，限于篇幅其证明从略。 

定理 4 设 O“oOM2⋯O 2 是链 ，令 [，一(OuoOu2⋯Ou2 )2， 

Ui=(0uo0u2⋯0u2 )2，S S 分别表示 的以 ‘1’、‘一1’结 

尾的最佳 BSD表示所构成的集合(O≤ ≤m)，有： 

(1)若 “2 一1，则 Sf．1一{R01 l R∈S l，1}U{R01 l R∈ 

S }，S ：{R0oiilR0i∈ S 一 }； 

(2)若 ：一1，贝4 Si，l一{R0011 J R0I E Si一1'】)，S 一 

{R0ilR(S ，l}U{R0ilR∈SH，。}； 

(3)Sm， US卅，．构成 U的最佳 BSD表示。 

证明：由链的定义可知，碥E{一1，1}，且【，及 的最佳 

BSD表示的最后一比特一定是 ‘1’或‘一1’(O≤ ≤m)，显然 

有(3)的结论成立。 

(1)若 =1，对于任意R1 E SH ．1、RiE SH 由最佳 

BSD表示的定义及定理 3有： 

R101、Ri01、Roii是 的最佳 BSD表示 ，且只有这些表 

示才是 的最佳 BSD表示，所以，S， 一{R01 J R∈S1I' )U 

{R01lRESr】， )，S 一{R00iilR0iE SH， }。 

(2)若 M2 —一1，对于任意R1ES一_1、Ri∈S一 由最佳 

BSD表示的定义及定理 3有 ： 

R10i、R011、Ri0i是 的最佳 BSD表示，且只有这些表 

示才是 的最佳 BSD表示，所 以，Si， 一{R0011 f R01 E 

S 一1．1}，S 一{R0iiRES ，l}U{R0ilRES 1，。}。 

2 整数的最佳 BSD表示的随机生成 

一 般情况下 ，给定整数的最佳 BSD表示不唯一，用 (忌， 

)表示整数 k∈Eo，2 一1]的长度为 的不同 BSD表示数 ，用 

N(是)表示 k的最佳 BSD表示数。对于 NIST推荐的 ECC基 

域 GF(2” 一 2。 一 1)的 随 机 元 素 k一 (9DA189393507 

1B91AD72F63E38FE488585D 06025A612FF9O)16∈GF(2 。。 

一

2 一1)有 ( ，193)一1069 7O91O74138968957282O341693 

667，N( )一27648。 

由定理 2可知，只有整数 k的链能影响k的最佳 BSD表 

示。由定理 4可知，在链L中，可以通过反复使用：10i与011 

相互替换、i01与 0ii相互替换而得到新的最佳 BDS表示。 

由定理 1可知，NAF(k)是 k的最佳 BSD表示，而且没有 

连续的两比特的值是非‘0’的。根据定理 2、定理 4，可以按以 

下方式获得给定整数 k的随机最佳 BSD表示 ： 

(1)利用算法 1计算 NAF(忌)； 

(2)从左向右扫描 NAF(尼)，当出现 10i或 i01时，随机决 

定是否将其转换为 011或 Off； 

(3)重复(2)的过程，直到扫描完整个 NAF( )为止 ，便得 

到 k的随机最佳 BSD表示。 

具体算法如算法 2所示 。 

算法 2 整数的随机最佳 BSD表示的生成 

输入：整数 k 

输出：k的随机最佳 BSD表示 u⋯(Ul·Uluo)2 

1．利用算法 1计算 NAF(k)一(k}⋯klko)2； 

2．k 1一 O，k一2一O，i=l； 

3．while i> O do 

3．1 while i> O and ki一 0 do 

3．1．1 u，一 ki，i—i一 1； 

3．2 if k *k 一2：≠一 1 then 

3．2．1 u = ki， i一1= ki一1，i= 卜一2； 

3．3 else 

3．3．1 xER{0，1) 

3．3．2 if x一0 then 

3．3．2．1 if k。一1 and k。2一一1 then 

3．3．2．1．1 uj一0，ui—l： 1，k．一2— 1，i— i一 2； 

3．3．2．2 else 

3．3．3．2．1 ui一0，ui～1= 一 1，ki一2一 一 1，i： i一 2； 

3．3．3 else 

3．3．3．1 ui：k ，u。一1一 k．一l，i—i一2； 

4．if i=0 then uo=k0； 

5．return u一 (u1．一u1 o)2 

对于 k=3017253757243，利用算法 2可得其随机最佳 BSD 

表示(OO1OnO0OOiO100OOO1O1Oi0iOOi i01000010 1000iOi)2。 
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结束语 本文对给定整数的最佳 BSD表示的性质进行 

了深入研究，给出了计算给定整数的随机最佳 BSD表示的算 

法，所得算法能快速产生给定整数的随机最佳 BSD表示。后 

续工作中，将利用本文的结论设计抗边信道攻击的 ECC快速 

标量乘法算法。 
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