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摘　要　文中讨论了基于模糊软集的三I推理方法的还原性和连续性.针对左连续t模诱导的模糊蕴涵算子,给出

了FSMP三I推理方法满足还原性的条件,并证明了对于 Lukasiewicz模糊蕴涵算子、Gödel模糊蕴涵算子和R０ 模糊

蕴涵算子,FSMP三I推理方法具有连续性.
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Abstract　ThereversibilityandthecontinuityoffuzzysoftsetbasedtripleIreasoningmethodwereinvestigated．For
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soningmethodforFSMP wasprovided．Besides,forLukasiewiczfuzzyimplicationoperator,Gödelfuzzyimplication

operatorandR０fuzzyimplicationoperator,thecontinuityoftripleIreasoningmethodforFSMPwasproved．

Keywords　Fuzzysoftset,TripleImethod,Reversibility,Continuity
　

１　引言

传统数学方法在解决一些复杂系统问题时存在局限性,

原因在于这些问题大多具有各种形式的不确定性.为此,有

关学者提出了多种处理不确定性问题的数学工具,如模糊集

理论[１]、粗糙集理论[２]等.Molodtsov[３]于１９９９年提出了软

集理论,它是一种新的处理不确定性问题的数学工具,在决

策、数据分析和预测等领域得到了广泛应用.此后,软集理论

发展迅速.Maji[４]和 Ali[５]等提出了软集之间的基本运算,并

讨论了它们的基本性质;Qin等[６]在软空间中提出了软相等

的概念并研究了软集构成的代数结构;Maji等[７]于２００１年

将模糊集理论和软集理论相结合,提出了模糊软集的概念.

此后,许多学者在这个基础上对模糊软集进行了相关研究,提

出了广义模糊软集[８]和直觉模糊软集[９Ｇ１０]等模糊软集的推广

形式.

近似推理是不确定性问题研究的重要内容,而模糊推理

作为近似推理的主要组成部分,日益受到重视.模糊取式

(FMP)和模糊拒取式(FMT)是模糊推理最基本的模型:

FMP:规则:A→B,输入:A∗ ,结论:B∗

FMT:规则:A→B,输入:B∗ ,结论:A∗

其中,A 和A∗ 与B 和B∗ 分别是论域U 和V 上的模糊

集.Zadeh[１１]于１９７３年提出了关于 FMP的合成推理方法

(CRI).该方法运算简洁,便于实际应用,逐渐发展成了模糊

推理的基本方法.但从逻辑语义蕴涵的角度,CRI方法中的

复合运算缺乏逻辑依据.为了给模糊推理理论建立严格的逻

辑基础,王国俊[１２]将模糊逻辑和模糊推理相结合,建立了模

糊推理的三I原则并提出了可以用于解决FMP问题和FMT
问题的三I推理方法.此后,众多学者对三I推理方法进行

了一 系 列 的 相 关 研 究[１３Ｇ１４],讨 论 了 三 I推 理 方 法 的 还 原

性[１５]、近似性[１５Ｇ１６]和连续性[１５Ｇ１７]等相关性质.

目前,基于模 糊 软 集 的 近 似 推 理 研 究 还 比 较 少.Qin
等[１８]借助模糊推理的三I原则,提出了关于 FSMP模型和

FSMT模型的三I原则,并给出了相应的三I推理方法.模

糊软取式(FSMP)和模糊软拒取式(FSMT)模型可以表述为:

FSMP:规则:(F,A)→(G,B),输入:(F∗ ,A),结论(G∗ ,B)

FSMT:规则:(F,A)→(G,B),输入:(G∗ ,B),结论(F∗ ,A)

其中,(F,A),(F∗ ,A)和(G,B),(G∗ ,B)分别是论域U 和V
上的模糊软集.对于模糊推理,Dubois等[１９]指出:在模糊产

生式系统、模糊专家系统和模糊控制系统中要求推理方法满

足近似原则.对于模糊软集,该原则是指:在 FSMP情形下,

当(F∗ ,A)充分逼近(F,A)时,推理方法能够保证(G∗ ,B)充
分逼近(G,B);在 FSMT情形下,当(G∗ ,B)充分逼近(G,B)

时,推理方法也能使(F∗ ,A)充分逼近(F,A).然而对于模糊

软集,三I推理方法是否满足近似原则以及相关的近似误差

要求,尚未得到证实.本文针对此问题展开研究,讨论基于

FSMP的三I推理方法的还原性和连续性.



２　软集和模糊软集

本节介绍软集和模糊软集的一些基本概念[１,３,７].U 是

所讨论的对象构成的集合,称为论域.假设E 是关于U 中对

象的参数(或属性)集,称(U,E)为一个软空间.

定义１[３]　设(U,E)为一个软空间.如果 A⊆E,且F:

A→P(U)为一个映射,则称(F,A)是论域U 上的一个软集.

此定义表明,论域U 上的一个软集就是U 的参数化的子

集簇.对于任意e∈A,F(e)表示软集(F,A)的eＧ近似元素组

成的集合.

令U 是一个非空集合,称映射μ:U→[０,１]为U 的一个

模糊子集[１].对于任意x∈U,μ(x)表示x隶属于模糊子集μ
的程度.U 上的所有模糊子集所构成的集合记为F(U).模

糊集的并、交、补运算的定义为:对于任意μ,ν∈F(U),x∈U,

有:

(μ∩ν)(x)＝μ(x)∧ν(x)

(μ∪ν)(x)＝μ(x)∨ν(x)

μc(x)＝１－μ(x)

如果对于任意x∈U,有μ(x)≤ν(x),那么称μ是ν的模

糊子集,记为μ⊆ν.

Maji等将模糊集理论与软集理论相结合,提出了模糊软

集的概念.

定义２[７]　如果A⊆E,F:A→F(U)为一个映射,那么称

(F,A)是论域U 上模糊软集.

定义３[７]　设(F,A),(G,B)是U 上的模糊软集,如果

A⊆B且对于任意e∈A,有F(e)⊆G(e),则称(F,A)是(G,

B)的模糊软子集,记为(F,A)⊆(G,B).

３　基于模糊软集的三I推理方法

目前,基于模糊软集的不确定性推理研究比较少.Qin
等[１８]借助模糊推理的三I原则提出了关于FSMP模型的三I
原则并给出了相应的三I推理方法.

定义４[２０]　如果⊗:[０,１]２→[０,１]满足结合律、交换律

和a⊗１＝a,并且当a≤b时,有a⊗c≤b⊗c,那么称⊗是一个

t模.

设⊗为t模.如果a⊗∨{bj;j∈J}＝∨{a⊗bj;j∈J}对

于任意a,bj∈[０,１]成立,则称⊗是一个左连续的t模,其中J
是非空指标集.

定义５[２１]　如果→:[０,１]２→[０,１]满足０→a＝１,a→

１＝１和１→０＝０,并且当a≤b时,a→c≥b→c,且c→a≤c→b,

则称→是一个模糊蕴涵算子.

假设⊗是一个左连续t模,对于任意a,b∈[０,１],定义

→⊗ :[０,１]２→[０,１]为:

a→⊗b＝∨{x∈[０,１];a⊗x≤b}

则→⊗ 是模糊蕴涵算子,并且满足[２２]:

(I１)a→⊗b＝１iffa≤b
(I２)a≤b→⊗ciffb≤a→⊗c
(I３)a→⊗ (b→⊗c)＝b→⊗ (a→⊗c)
(I４)１→⊗a＝a
(I５)a→⊗ ∧{bi;i∈I}＝∧{a→⊗bi;i∈I}

(I６)∨{bi;i∈I}→⊗a＝∧{bi→⊗a;i∈I}

(I７)a⊗b≤ciffa≤b→⊗c
本文主要考虑以下几个蕴涵算子[２２]:

a→⊗Lb＝(１－a＋b)∧１,

a→⊗Gb＝
１, ifa≤b
b, ifa＞b{

a→⊗０b＝
１, ifa≤b
(１－a)∨b, ifa＞b{

分别称它们为 Lukasiewicz蕴涵算子、Gödel蕴涵算子和 R０

蕴涵算子.

基于模糊软集的推理模型FSMP[１８]为:

(F,A)→(G,B)
(F∗,A)

(G∗,B)
(１)

其中,(F,A),(F∗,A)和(G,B),(G∗,B)分别是论域U 和V
上的模糊软集.

FSMP三I原则[１８]为:式(１)的结论(G∗,B)是满足下列

条件的论域V 上的最小模糊软集:对于任意α∈A,β∈B,x∈

U,y∈V,有:

(F(α)(x)→G(β)(y))→(F∗ (α)(x)→G∗ (β)(y))＝１
定理１[１８]　设⊗是一个左连续的t模,→⊗ 是相应的模糊

蕴涵算子,那么式(１)的三I推理结论为:对于任意β∈B,y∈
V,有:

G∗ (β)(y)＝sup
α∈A
　sup

x∈U
　F∗ (α)(x)⊗(F(α)(x)→⊗G(β)(y))

推论１[１８]　如果模糊蕴涵算子是→⊗L
,那么关于式(１)

的三I推理结论为:对于任意β∈B,y∈V,有:

G∗ (β)(y)＝sup
α∈A

　 sup
x∈E(α,β,y)

F∗ (α)(x)∧ (F∗ (α)(x)＋

G(β)(y)－F(α)(x))

其中,E(α,β,y)＝{x∈U;F∗ (α)(x)＞０,F∗ (α)(x)＋G(β)(y)－

F(α)(y)＞０}.

推论２[１８]　如果模糊蕴涵算子是→⊗G
,那么关于式(１)

的三I推理结论为:对于任意β∈B,y∈V,有:

G∗ (β)(y)＝sup
α∈A

　sup
x∈U

　F∗(α)(x)∧(F(α)(x)→⊗GG(β)(y))

推论３[１８]　如果模糊蕴涵算子是→⊗０
,那么关于式(１)

的三I推理结论为:对于任意β∈B,y∈V,有:

G∗ (β)(y)＝sup
α∈A

　 sup
x∈E(α,β,y)

F∗ (α)(x)∧(F(α)(x)→⊗０

G(β)(y))

其中,E(α,β,y)＝{x∈U;F∗ (α)(x)＋(F(α)(x)→⊗０G(β)(y))＞

１}.

４　基于FSMP的三I推理方法的性质

本节借助标准 Hamming距离讨论基于 FSMP的三I推

理方法的性质.令(F,A),(F∗ ,A)是论域U＝{x１,x２,􀆺,

xm}上的模糊软集,其中 A＝{α１,α２,􀆺,αn}.模糊软集之间

的距离可以通过标准 Hamming距离进行计算[２３]:

|(F∗ ,A)－(F,A)|＝ １
mn　∑

n

i＝１
　 ∑

m

j＝１
|F∗ (αi)(xj)－F(αi)

(xj)|
可将基于模糊软集的推理方法看作一个映射f:FS(U,
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E)→FS(V,E′),即对于任意(F∗ ,A),都有输出f((F∗,A))＝
(G∗ ,B).其中,FS(U,E),FS(V,E′)分别为论域U 与V 上

所有模糊软集构成的集合.

定义６　对于推理方法f,如果当(F∗ ,A)＝(F,A)时,有

f((F∗ ,A))＝(G,B),那么称f是还原的.

若推理方法f满足还原性,则f 满足经典逻辑中的 MP
推理规则.

定义７　假设f是一个推理方法.如果对于任意ε＞０,

存在δ＞０,当|(F∗
１ ,A)－(F∗

２ ,A)|＜δ时,有|f((F∗
１ ,A))－

f((F∗
２ ,A))|＜ε,那么f在(F,A)连续.

定义８　假设(F,A),(F∗ ,A)是论域U＝{x１,x２,􀆺,

xm}上的模糊软集,其中A＝{α１,α２,􀆺,αn}.称W((F∗ ,A),

(F,A))＝sup
αi∈A

　sup
yj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|为(F,A)与

(F∗ ,A)的逐点误差的最大值.

注:如果W((F∗ ,A),(F,A))＝sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－

F(αi)(xj)|＜ε,那么|(F∗ ,A)－(F,A)|＜ε.

引理１[１６]　|c１∧d－c２∧d|≤|c１－c２|.

引理２　如果(F,A),(F∗ ,A)是论域U＝{x１,x２,􀆺,

xm}上的模糊软集,其中A＝{α１,α２,􀆺,αn},那么

|sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)|

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

证明:事实上,只需要证明:

－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

对于任意ε＞０,存在αi０ ∈A,xj０ ∈U,αi１ ∈A,xj１ ∈U,

使得:

F∗(αi０
)(xj０

)＞sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－ε

F(αi１
)(xj１

)＞sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)－ε

因此有:

sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)

　＜F∗(αi０
)(xj０

)＋ε－F(αi)(xj)

　≤|F∗ (αi０
)(xj０

)－F(αi)(xj)|＋ε

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|＋ε

sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A
　sup

xj∈U
F(αi)(xj)

　＞F∗ (αi)(xj)－F(αi１
)(xj１

)－ε

　≥－|F∗ (αi)(xj)－F(αi１
)(xj１

)|－ε

　≥－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|－ε

由ε的任意性可知:

－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

F(αi)(xj)

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

从而有:

|sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

F(αi)(xj)|

　≤sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

引理３　如果(F,A),(F∗,A)是论域U＝{x１,x２,􀆺,xm}

上的模糊软集,其中 A＝{α１,α２,􀆺,αn},那么对于任意E１,

E２⊆U,有:

|sup
αi∈A

　sup
xj∈E１

F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈E２

F(αi)(xj)|

≤sup
αi∈A

　 sup
xj∈E１∪E２

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

证明:令

F∗ (αi)(xj)＝
F∗ (αi)(xj), xj∈E１

０, xj∈E２\E１
{

F(αi)(xj)＝
F(αi)(xj), xj∈E２

０, xj∈E１\E２
{

由引理２可得:

|sup
αi∈A

　sup
xj∈E１

F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　sup
xj∈E２

F(αi)(xj)|

　＝|sup
αi∈A

　 sup
xj∈E１∪E２

F∗ (αi)(xj)－sup
αi∈A

　 sup
xj∈E１∪E２

F(αi)(xj)|

　≜≤sup
αi∈A

　 sup
xj∈E１∪E２

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

４．１　基于FSMP的三I推理方法的还原性

定理２　设(F,A),(F∗ ,A)和(G,B),(G∗ ,B)分别是论

域U＝{x１,x２,􀆺,xm }和V 上的模糊软集,其中 A＝{α１,

α２,􀆺,αn}.如果存在αi∈A,使得F(αi)是正规模糊集,那么

对于左连续t模⊗诱导的蕴涵算子→⊗ ,FSMP三I推理方法

是还原的.

证明:假设(F∗ ,A)＝(F,A),存在α０∈A,x０∈U 使得

F(α０)(x０)＝１.对于任意的β∈B,y∈V,由定理 １和(I４)

可得:

G∗ (β)(y)≥F∗ (α０)(x０)⊗(F(α０)(x０)→⊗G(β)(y))

＝１⊗(１→⊗G(β)(y))

＝１⊗G(β)(y)

＝G(β)(y)

另一方面,由(I７)可知:

F(α)(x)⊗(F(α)(x)→⊗G(β)(y))≤G(β)(y)

成立.因此,

　　G∗ (β)(y)＝sup
α∈A

　sup
x∈U

F∗ (α)(x)⊗(F(α)(x)→⊗G(β)(y))

≤G(β)(y)

对于任意β∈B,y∈V,有G∗ (β)(y)＝G(β)(y).故有

(G∗ ,B)＝(G,B),即对于蕴涵算子→⊗ ,FSMP三I推理方法

是还原的.

推论４　设(F,A),(F∗ ,A)和(G,B),(G∗ ,B)分别是论

域U＝{x１,x２,􀆺,xm }和V 上的模糊软集,其中 A＝{α１,

α２,􀆺,αn}.如果存在αi∈A,使得F(αi)是正规模糊子集,那么

对于蕴涵算子→⊗L
,→⊗０

和→⊗G
,FSMP三I推理方法是还

原的.

４．２　基于FSMP的三I推理方法的连续性

三I推理方法是否具有连续性与蕴涵算子的选择有密切

关系.本节针对R０ 算子、Lukasiewicz算子以及 Gödel算子,

讨论三I推理方法的连续性并刻画其逐点误差的最大值.

定理３　设(F,A),(F∗ ,A)和(G,B),(G∗ ,B)分别是论

域U＝{x１,x２,􀆺,xm }和V 上的模糊软集,其中 A＝{α１,

α２,􀆺,αn}.对于蕴涵算子→⊗L
和→⊗０

,FSMP三I推理方法

在(F,A)连续.

证明:仅对蕴涵算子→⊗０
进行讨论,关于→⊗L

的证明类
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似.假设:

f(F∗ (α))(y)＝sup
α∈A

　 sup
x∈E(α,β,y)

F∗ (α)(x)∧(F(α)(x)→⊗０

G(β)(y))

其中,E(α,β,y)＝{x∈U;F∗ (α)(x)＋(F(α)(x)→⊗０G(β)(y))＞

１}.

对于任意ε＞０,令δ＝ε
２

,当|(F∗ ,A)－(F,A)|＝ １
mn　∑

n

i＝１

∑
m

j＝１
|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|＜δ时,由引理 １ 和引理 ３

可得:

|f((F∗ ,A))－f((F,A))|

　＝ １
mn　 ∑

n

i＝１
　 ∑

m

j＝１
|sup

αi∈A
　 sup

xj∈EF∗ (αi
)(α,β,y)

F∗ (αi)(xj)∧(F(αi)

(xj)→⊗０G(β)(y))－sup
αi∈A

　 sup
xj∈EF(αi

)(α,β,y)
F(αi)(xj)∧

(F(αi)(xj)→⊗０G(β)(y))|

≤ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１
sup
αi∈A

　 sup
xj∈EF∗ (αi

)(α,β,y)∪EF(αi
)(α,β,y)

|F∗ (αi)(xj)－

F(αi)(xj)|

≤δ＜ε
因此,对于蕴涵算子→⊗０

,FSMP三I推理方法在(F,A)

连续.

定理４　设(F,A),(F∗ ,A)和(G,B),(G∗ ,B)分别是论

域U＝{x１,x２,􀆺,xm }和V 上的模糊软集,其中 A＝{α１,

α２,􀆺,αn}.对于蕴涵算子→⊗G
,FSMP三I推理方法在(F,A)

上连续.

证明:假设

f(F∗ (α))(y)＝sup
α∈A

　sup
x∈U

　F∗ (α)(x)∧(F(α)(x)→⊗G

G(β)(y))

对于ε＞０,令δ＝ε
２

,当|(F∗ ,A)－(F,A)|＝ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|＜δ时,通 过 引 理 １ 和 引 理 ２,

可得:

|f((F∗ ,A))－f((F,A))|

　＝ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１
|sup

αi∈A
　sup

xj∈U
　F∗(αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(β)(y))－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(β)(y))|

≤ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１
sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

≤δ＜ε
因此,对于蕴涵算子→⊗G

,FSMP的三I方法在(F,A)是

连续的.

定理５　假设U＝{x１,x２,􀆺,xm},(F,A)→(G,B)是给

出的规则.对于蕴涵算子→⊗G
,→⊗L

和→⊗０
,如果(F,A)和

(F∗ ,A)的逐点误差的最大值小于ε,那么f((F∗ ,A))和

f((F,A))的逐点误差的最大值小于ε.

证明:仅对蕴涵算子→⊗G
进行讨论,其他蕴涵算子的证

明类似.

当W((F∗ ,A),(F,A))＝sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)

(xj)|＜ε时,f((F∗ ,A))和f((F,A))的误差满足:

|f((F∗ ,A))－f((F,A))|

　＝ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１
|sup

αi∈A
　sup

xj∈U
　F∗ (αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(β)(y))－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(β)(y))|

≤ １
mn　∑

n

i＝１
　∑

m

j＝１
　sup

αi∈A
　sup

xj∈U
　|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

＜ε

f((F∗ ,A))和f((F,A))的逐点误差的最大值满足:

W(f((F∗ ,A)),f((F,A)))

　＝sup
αi∈A

　sup
y∈V

|f(F∗ (αi))(y)－f(F(αi))(y)|

＝sup
αi∈A

　sup
y∈V
　|sup

αi∈A
　sup

xj∈U
　F∗ (αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(βi)(yj))－sup
αi∈A

　sup
xj∈U

　F(αi)(xj)∧(F(αi)(xj)→⊗G

G(βi)(yj))|

≤sup
y∈V

　sup
αi∈A

　sup
xj∈U

|F∗ (αi)(xj)－F(αi)(xj)|

＜ε
结束语　本文研究了FSMP的三I推理方法的还原性和

连续 性.针 对 左 连 续t模 诱 导 的 模 糊 蕴 涵 算 子,给 出 了

FSMP三I推理方法满足还原性的条件,并证明了对于蕴涵

算子→⊗G
,→⊗L

和→⊗０
,FSMP三I推理方法是连续的.针

对FSMT模型的相关讨论将另文详述.
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