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带两个参数的拟 B6zier曲线 

葸海英 张贵仓 

(西北师范大学数学与统计学院 兰州 730070) 

摘 要 文章主要将 Bernstein基函数 中的变量 “用函数 f(“)代替，将 Bernstein基函数进行 了推广，生成 了新的 

B6zier曲线，称为拟 t~zier曲线。讨论了基函数及其生成的曲线的构造和性质。这种拟 B6zier曲线不仅有 l：~zier曲 

线的优 良性质，而且还产生了一些新的特性，如通过调节因子 的值可以改变拟 B6zier曲线的次数l_1]，同时拟 B6zier 

曲线也可以通过类似的 De Casteliau算法来实现拟 De Casteliau算法的几何作 图法。但 不同的是，对相同参数 “， 

t~zier曲线与拟 B6zier曲线所对应的点 的位置不同。最后讨论了曲线间的拼接 问题，其在应用中有一定的研 究价 

值。 
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Similar B6zier Curves with Two Shape Parameters 

XI Hai—ying ZHANG Gui-cang 

(College of M athematics and Statistics ScienceNorthwest Normal University，Lanzhou 730070，China) 

Abstract The paper generalized the Bernstein Bases replacing the variable of“by the function_厂(“)．The structure and 

quality of the new basis were analyzed．This new curve using this bases not only possesses all of the characters of Bfzier 

curve but also produces some advantages．For example，the curve’S degree can easily be changed by adjusting factor，but 

do not changes the shape of the curve。and the position for Bezier curve and the proposed B6zier curve to correspond to 

the points on the curve is different．Finally，the continuity condition of the curve was also discussed．This bases and 

curve have some study value． 
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1 引言 

Bezier曲线由于具有 良好的几何性质，能很好地表达 自 

由曲线曲面，因此在 CAD几何造型中得到了广泛的应用l2 ]。 

但随着曲线和曲面研究的深入和发展，人们又提 出了许多 

B6zier曲线的扩展。如文献[5—7]中研究了不同次数的 B6zier 

曲线的扩展，通过增加基函数的次数，利用给基函数加入控制 

参数构造调配函数的方法，得到了带形状参数的 Bezier曲线 

曲面，分析了它们的几何性质及拼接问题；文献[8—9]通过添 

加参数，对四次 Bfzier做了不同形式的扩展；文献[1o]对类 

B6zier曲线进了研究；文献[11]对 Bernstein多项式进行了推 

广，将 Berntien基函数中的次数由正数推广到负数，且讨论了 

由该基函数所生成的曲线。这些曲线的出现，有利于自由曲 

线和曲面的设计。 

本文主要将 Bernstein基函数中的变量 “用函数 _厂(“)代 

替，将 Bernstein基函数进行 了推广，使其生成 了新的 Bern— 

stein基函数 ，称为拟 Bernstein基函数，由拟 Bernstein基函数 

生成的曲线 称为拟 Bezier曲线 ，这种新 的曲线不 仅具有 

Bezier曲线的所有性质 ，而且能产生一些优良的特性，如通过 

调节因子 的值可以改变拟 Bezier曲线的次数 ，调节参数 “ 

的值不改变曲线 的形状，但对于相 同的 “，Bezier曲线与拟 

13~zier曲线所对应的曲线上的点不同，使得拟 B6zier曲线拼 

接时具有更大的优越性。 

2 拟 Bernstein基函数的构造及性质 

当 uE[O，1]时，P(“)一∑B ( )·V,-为 P~zier曲线，其 

中V 为控制多边形的顶点，B (“)一 (1--u)一 “ 是 Bern— 

stein基函数。 

2．1 拟 Bernstein基函数的构造 

令 厂(“)一 二 ，a>0， ≥2且 ∈N+，则 厂(“)是 

关于 “的连续函数。用 函 数 ，(“)代 替 变 量 “，则Bernstein 

基函数可被推广为 B (-厂(“))一 (1一厂(“))n i，(“) ，由该 

基函数构成的曲线为 P(“)一∑B (，( ))· 。 
z= 0 

称 B (，(“))为拟 Bernstein基函数，以 B (厂(“))为基 

函数的曲线为拟 Bezier曲线，其中当 —l时，拟 Bezier退化 

为 Bezier曲线。 
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2．2 拟 Bernstein基函数的性质 

拟 Bernstein基函数拥有与 Bernstein基函数相类似的性 

质： 

性质 1(非负性) B (，( ))≥O 

由于，( )一 二 在 ∈[0，I~]B,J-，0≤，( )≤1，因 

此可以保证拟 Bernstein基函数的非负性。 

性质 2(权性) ∑B (1厂(“)) 1，uE[O，1]。 

性质 3(对称性) B (，( ))一B⋯， (1一，( ))，i一0， 

1，⋯ ．n 

性质 4(递推性)： 

Bi， (，(“))一(1--f(u))B ， l(-厂(“))+f(u)Bi一1， 1 

(厂(“)) 

性质 5(导函数)： 

B ，(“) 

一  · (“)·[B ～ ， (，(“))一B ， 一 (_厂(“))] 

3 拟 B6zier曲线的性质 

拟 B~zier曲线具有以下的性质： 

性质 6(端点性质) 

由，(“)一 二 ，可以推出 ，(o)一o，厂(1)一1， 

因此在端点处 P(

、

O)=V o

。 

即拟 Bezier曲线 自首端点 开始，到末端点 结束。 

一 阶导数 

fP (o)一 ·厂(o)·( 一、，0) 

lP (1)一 · (1)·( — ) 

由_厂(“)一 二 ￡ 
，

可以计算出 (o)一 1
，厂(1)一 

(t一 】) + 】 

t 

当a≠ 时， (1)为非零的常数 ，所以拟 B6zier曲线和 

特征多边形的首端和末端相切。 

二阶导数 

在端点处 ： 

p-(o)一 ·厂(o)(V1一 )+ 

( 一1)厂(0)(V2—2V1+Vo) 

(1)一 ·厂(1)( — 1)+n( 一1)厂(1)( 一 

2 —1+ 一2) 

对于替换函数 -厂( )一—(t--—1_)u一~q-u
，可得出 厂(o)一0， 

厂(1)一 。 

r阶导函数 

次拟 B~zier曲线的r阶导函数为： 

“)=砉 厂i+1(“)· dlc( u) 

其中，厂一 (“)为 _厂(“)的 r— 阶导数， 为在相同的控制 

点较多时形成的 次 B6zier曲线的 r阶导函数。 

性质 7(对称性) 由于 B (，(“))一B⋯， (1--f(u))，i 

一0，1，⋯， ，即将特征多边形的顺序取反，因此它表示的是同 

一 条曲线，只是曲线的方向相反。 

性质 8(凸包性) 由拟 Berntein多项式的非负性及权 

性，即∑B ， (_厂(“))≥0，∑B (_厂(“)) 1，uE Eo，1]，可以证 

得拟 B~zier曲线具有凸包性。 

性质 9(几何不变性) 曲线仅取决于控制顶点而与坐标 

系的位置无关，即曲线在坐标平移和旋转后它的形状保持不 

变。 

性质 10(拟 B~zier曲线离散生成算法) 对于 B6zier曲 

线，我们可以通过 De Caste~au算法来产生 B~zier曲线上 的 

点。对拟 B6zier曲线 ，给定空间中的 +1个点Vi( —O，1，⋯ 

)及参数 “，有： 

(“)一(1--f(u))、， 一 (“)+_厂(“)、 }(“) 

r一1，2，⋯， ， 一0，1，⋯，r，uff[O，1] 

其中， ( )即为 ， 即是在曲线上具有参数 “的点，这说 

明拟 B~zier曲线也可以通过类似的 De Casteljau算法来实现 

拟 De Casteljau算法的几何作图法。但不同的是对相同参数 

U，B6zier曲线与拟 B~zier曲线所对应的点 不同。如图 1、 

图2所示，当“一÷时，对 B~zier曲线(即此时t一2，a一1)用 

离散生成算法可以得到P(÷)在每条线段的中点处；而对拟 

zier曲线 ，在 ，( )一 二 中取 ￡一3， 一2时，点 P 

(专)在每条线段的号处(此时／(专)一吉)。 

图1 由V，oV1 2V3构成的B~zier曲线 

图 2 相应的拟 B6zier曲线 

性质 1 1(拟 B~zier曲线的特性) 

拟 B~zier曲线不仅包括 B6zier曲线的几乎所有优良的性 

质，它本身还拥有一些特性。 

对拟 B~zier曲线 ，P( )一∑Vi·a(1一，(“))一_厂(“) ， 

厂( )一 ，“e[o，1]，￡≥2且 ￡fiN 。 

其曲线的次数不仅仅由控制顶点决定，还可以由调节因 

子 A来确定。要使得曲线的次数为 z，只要满足 n2=l，调节因 

子取 一 即可 。 
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4 两条拟B6zier曲线的拼接 

曲线拼接时要达到位置连续、一阶连续、二阶连续和曲率 

连续，这与曲线的次数有关，拟 B~zier曲线的次数由于调节因 

子的调节，以及参数 “的改变使得曲线拼接时有了更大的 自 

由度和灵活性。 

设 由m个控制顶点构成的拟 Bfzier曲线 P(“)一∑ · 
I—O 

B (厂( ))，其中，(“)一 l二 ,tl≥2且 tl E N+；由 
l 

个控制顶点所构成的拟 B~zier曲线 Q(“)一∑Wi·B (g 

(“))，其中g(“)一(tz--1
一

)uaz q-u
tz≥2且 tz E N 。 

Z 

4．1 G0光滑拼接 

定理 1 两条拟 B~zier曲线 P(“)与 Q(M)的 光滑拼接 

的充要条件是 Wo。 

证明：两条 B6zier曲线 P(“)与 Q(“)的 光滑拼接的充 

要条件是 P(“)与 Q(“)具有公共连接点，即P(1)一Q(O)。 

由于 g(O)一O，_厂(1)一1且 

P(1)一∑Vi·B (厂(1)) 
iⅢ-0 

Q(O)一∑W ·B (g(0)) 

因此拟 B6zier曲线 P(“)与 Q( )的 GO光滑拼接的充要条件 

是 —Wo。 

4．2 G 的光滑拼接 

定理2 两条拟 B6zier曲线 P( )与Q(“)满足以下条件： 

(1) —W o； 

(2)存在 >O，使得 

Wt～Wz (kl--1)+1]·(V 一V 一1) 

则拟 B6zier曲线 P(“)与 Q( )在公共连接点处 Gl光滑拼接。 

证明：在末端处 P(“)的一阶导数为 

P (1)一m·／(1)·(V 一Vm 1) (1) 

在首端处 Q(“)的一阶导数为 

Q，(O)一 ·g (O)·(w1～ ) (2) 

并且厂(1)一 ，g，(0)一1
。 

由于要使得拼接时达到一阶连续 ，因此 P(“)与 Q(“)在 

连接处的切矢方向必须相同，即：Q，(o)一aP (1)，其中 为一 

正常数。 

将式(1)、式(2)代人上式中，得到 w 一W2 [ (五 

一 1)+1]·( 一 )，则拟 B6zier曲线 P(“)与 Q(“)在公 

共连接点处 G 光滑拼接 ，即 ， ， ，V 一 4点共线。 

当 t=2， 一3时两条拟 B6zier曲线的 Gj光滑拼接如图3 

所示 。 

图3 当 ￡一2，its3时两条拟 B~zier曲线的G 光滑拼接图 

·  1O2 · 

4．3 G2光滑拼接 

定理 3 在满足 G 连续的条件下 ，如果满足式(3)、(4)， 

则拟 B6zier曲线 P(“)与Q(“)在公共连接点处 G2光滑拼接。 

』嘲 1( 1～1)(￡1— 1) m；l1(m～ 1)(￡1— 1) 

tl 。 t】 

1 m(m 

1 

( 一 )一 (f 一1)+1]( 一 z) 

一  E(w 一w )一(w 一w。)] (3) 

一  丝二 二 ．1 ! !． 
al(al一1) nt1(m--1) lW0Wl I 

㈤  l 
一 z × 一 l ” 

证明：两曲线 P(“)与 Q(“)在公共点处实现 光滑拼 

接，即要求曲率矢连续，即除了满足 G 条件外，还需要满足 ： 

(1)副法矢方向相同；(2)曲率相等。 

当要求达到二阶连续时，两者在连接处的副法矢必须相 

同，即必须满足： 

(1)一I9· (O)(口为一个正常数) (5) 

计算得到拟 B6zier曲线 P(“)与 Q( )在拼接处的二阶导 

矢 (1)和 (o)： 

(1)一m厂(1)( 一 1))+m(m一1)厂(1)( 一 

2V 1+ 2) (6) 

(o)一 (o)(wl一 )+，2( ～1)g (o)(w2—2W + 

W o) (7) 

将式(6)、式(7)代入式(5)中得 ： 

L， (1)( 一 一1)+m(m一 1) (1)( 一 2Vm 1+ 

2)一 (o)(V 一 )+ ( 一1)g (o)( 2— 

2W1+Wo)] (8) 

对于 厂( )一 L二 和 g( )一 [ 可以 

得到-， (1)一 ，厂(1)一 ，g (o) 

一 ÷， (o)一0，将其代AN式(8)化简得到两拟B6zier曲线 

P(“)与 Q(“)拼接时二阶连续的条件为： 

， 二 ! !二 
L t

1 

+ + } 

( — 一 )一 EA 一1)+1]( 一 ⋯z) 

一  E(wz—w1)一(w 一wn)] (9) 

当要求曲率连续时，则Q，(O)， (o)，P (1)， (1)4者 

应满足下列关系 ： 

j ! 2 ：! 2 1一l ：! ：! 2 1 
l Q，(O)l。 JP (1)l。 (10) 

对拟 B6zier曲线 P(“)与 Q(“)计算得端点的曲率为： 

kl(1) 

是2(O) 
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