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摘　要　烟雾在大规模战场仿真和复杂环境仿真中扮演着重要角色，因此研究烟雾仿真具有重大意义。提出用广义

极小残差算法（ＧＭＲＥＳ）来求解烟雾仿真中的Ｎ－Ｓ方程。首先给出ＧＭＲＥＳ算法的计算原理；其次用ＧＭＲＥＳ算法对

烟雾仿真Ｎ－Ｓ方程进行求解，并对求解结果进行收敛性分析，分析结果表明ＧＭＲＥＳ算法可以对烟雾仿真 Ｎ－Ｓ方程

进行求解，结果收敛；最后运用ＧＭＲＥＳ算法通过计算机技术对烟雾进行可视化仿真，仿真结果表明，采用ＧＭＲＥＳ求

解算法的烟雾仿真效果比较真实，基本符合现实中的烟雾。
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　　自然现象的仿真一直是虚拟现实领域的重要研究内容之

一，也是计算机图形学的重要研究课题。在流体自然现象的

研究中，对烟雾仿真的研究在大规模战场仿真、火灾安全评

估、影视效果等方面起到至关重要的作用，尤其在大规模战场

仿真中，烟雾仿真的逼真度和实时性尤其重要，因此国内外学

者提出了许多有效的烟雾仿真的理论和方法。

从２０世纪８０年代至今，人们在不断地寻找仿真烟雾的

新方法，２００９年潘远航等在实时降雪和积雪模拟中用Ｎ－Ｓ方

程建模风场控制雪花运动［１］，利用 Ｎ－Ｓ方程来描述烟雾等流

体运动，其运动严格遵循物理规律的约束，能够仿真出逼真的

烟雾效果，但是在整个烟雾仿真过程中对 Ｎ－Ｓ方程的求解占

用了大量时间，不能保证在烟雾仿真中的逼真度和实时性，因

此怎样不失真地快速求解 Ｎ－Ｓ方程一直是学者们研究的难

点和重点。２００５年，Ｓｏｎｇ等通过增强对流本身来减少耗

散［２］，他们采用约束插值剖面法（Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

Ｐｒｏｆｉｌｅ，ＣＩＰ）［３］来提高空间精度，但增加了执行的复杂性和计

算时间。２００６年周永霞等在采用半拉格朗日求解对流项时

引入高阶精度紧致格式弥补了数值耗散［４］。综上所述，基于

Ｎ－Ｓ方程烟雾仿真的研究成果大都是围绕如何解决Ｎ－Ｓ方程

求解的问题，本文把广义极小残差算法（ＧＭＲＥＳ）引入 Ｎ－Ｓ
方程的求解过程中，为烟雾仿真中 Ｎ－Ｓ方程的求解带来新的

方法和思路，实验结果表明ＧＭＲＥＳ算法可以运用到烟雾仿

真Ｎ－Ｓ方程的求解过程中。

１　ＧＭＲＥＳ算法的计算原理

Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法［５－７］是非定常迭代方法，对于线性方

程组：

Ａｘ＝ｂ，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，ｘ，ｂ∈Ｒｎ （１）

给定初值ｘ０，计算初始残差ｒ０＝ｂ－Ａｘ０，Ｋｒｙｌｏｖ子空间

是指Ｒｎ 的子空间：Ｋｍ＝ｓｐａｎ｛ｒ０，Ａｒ０，Ａ２ｒ０，…，Ａｍ－１　ｒ０｝，而
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Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法是指在仿射空间：ｘ０＋Ｋｍ＝ｘ０＋ｓｐａｎ｛ｒ０，

Ａｒ０，Ａ２ｒ０，…，Ａｍ－１　ｒ０｝中寻找方程组（１）的解的近似值ｘｍ。

在迭代过程中，ｘｍ 满足一定的正交条件，如满足Ｐｅｔｒｏ－Ｇａｌｅｒ－
ｋｉｎ条件：ｒｍ＝ｂ－Ａｘｍ⊥Ｌｍ，其中，Ｌｍ 是一个ｍ 维子空间，通

过选择不同的子空间Ｌｍ 便可得到不同的方法。根据这种思

想，Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法在取Ｌｍ＝Ｋｍ 并利用 Ａｒｎｏｌｄｉ过程［８］

中把矩阵Ａ化为上 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵的形式，则得到 Ａｒｎｏｌｄｉ
方法；若取Ｌｍ＝Ａｍ 并结合 Ａｒｎｏｌｄｉ过程和最小二乘算法时，

便可得到本文所用到的ＧＭＲＥＳ算法。

２　ＧＭＲＥＳ算法求解Ｎ－Ｓ方程并作收敛性分析

烟雾仿真Ｎ－Ｓ方程可表示成通用形式：

（ρ）
ｔ ＋

（ρｕ）
ｘ ＋

（ρｖ）
ｙ ＝ｘ

（Γｘ
）＋ｙ

（Γｙ
）＋Ｓ

（２）

其中，通用变量可以代表ｕ（ｘ方向流速），ｖ（ｙ方向流速），

ｋ（紊动能），ε（耗散率），Ｔ（温度）；Γ是广义扩散系数，Ｓ是源

项。

采用有限体积法［９，１０］离散上述方程，其中对流项采用一

阶迎风格式，时间项采用一阶隐格式，扩散项采用二阶中心差

分格式，源项作线性化处理，可以得到以下离散方程组：

ａｐｐ＝ａＷＷ＋ａＥＥ＋ａＳＳ＋ａＮＮ＋ｂ （３）

其中

ａＷ＝ＤＷ＋ｍａｘ（０，Ｆｗ） （４）

ａＥ＝ＤＥ＋ｍａｘ（０，－Ｆｅ） （５）

ａＮ＝ＤＮ＋ｍａｘ（０，－Ｆｎ） （６）

ａＳ＝ＤＳ＋ｍａｘ（０，Ｆｓ） （７）

ｂ＝ＳｃΔＶ＋ａ０Ｐ
０
Ｐ （８）

ａ０Ｐ＝ρ
０
ＰΔＶ
Δｔ

（９）

ａＰ＝ａＷ＋ａＥ＋ａＮ＋ａＳ＋（Ｆｅ－Ｆｗ）＋（Ｆｎ－Ｆｓ）＋ａ０Ｐ－

ＳＰΔＶ （１０）

其中，Ｆ表示通过界面上单位面积的对流质量通量，简称对流

质量流量；Ｄ表示界面扩散传导性，具体算法如下：

Ｆｗ＝（ρｕ）ｗＡｗ，Ｄｗ＝ Γｗ
（δｘ）ｗＡｗ

（１１）

其中，Ａ表示控制面的面积［９，１２，１３］。

以上为烟雾仿真 Ｎ－Ｓ方程运用有限体积法离散后的方

程组，下面将使用ＧＭＲＥＳ算法对其进行迭代求解，具体算法

如下。

首先将方程组（３）进行变形，具体变形方法有：

－ａＳＳ＋ａＰＰ－ａＮＮ＝ａＷＷ＋ａＥＥ＋ｂ （１２）

－ａＷＷ＋ａＰＰ－ａＥＥ＝ａＳＳ＋ａＮＮ＋ｂ （１３）

式（１２）和式（１３）等号右侧是上次迭代的结果，可以认为

是已知的，从而成为３对角方程组［１４－１６］。迭代过程如图１所

示，首先选取一个计算方向（这里选取从西到东的方向，也可

以选取其它方向），相当于一维问题的计算。

采用式（１２）来计算，具体算法如下：

（１）选取的初始值ｘ０；

（２）对于ｉ＝１，２，３，…，ｍ，执行步骤（３）、（４）（ｍ条Ｓ－Ｎ方

向上的线）；

（３）利用ＧＭＲＥＳ算法求解方程（１２），得到每条Ｓ－Ｎ线上

的值（按照从东到西的顺序计算），直到ｉ＝ｍ为止；
（４）设第ｋ次迭代得到的计算解为Ｘｋ；

（５）若‖Ｘｋ－Ｘｋ－１‖≤ε，其中相关残差
ｒｋ
ｒｋ－１≤ε

结束迭

代，输出计算解；否则返回（２）继续迭代。

图１　ＧＭＲＥＳ算法求解烟雾仿真Ｎ－Ｓ方程的计算网格

对ＧＭＲＥＳ算法在求解烟雾仿真Ｎ－Ｓ方程时作如下收敛

性分析。

定理１　在二维对流扩散问题中，若离散出的方程组的

系数矩阵是严格对角占优或不可约对角占优的，则 ＧＭＲＥＳ
算法在迭代上述方程组时是收敛的。

证明：在数值求解二维对流扩散问题（２）所得的线性方程

组（３）中用ＧＭＲＥＳ算法逐列进行迭代求解，可得：

（－Ｗ－Ｓ＋Ｐ－Ｎ）ｘ（ｋ－１）＝Ｅｘ（ｋ－１）＋ｂ，ｋ＝１，２，… （１４）

即

ｘ（ｋ）＝Ｍｘ（ｋ－１）＋ｇ，ｋ＝１，２，… （１５）

其中，Ｍ＝（－Ｗ－Ｓ＋ｐ－Ｎ）－１　Ｅ，ｇ＝（－Ｗ－Ｓ＋Ｐ－Ｎ）－１　ｂ，

Ｍ 为迭代矩阵，当且仅当ρ（Ｍ）＜１时，上述迭代法收敛
［１７］。

现只需证明ρ（Ｍ）＜１。假设式（１５）的迭代矩阵 Ｍ 的某

个特征值｜λ｜≥１，则（－Ｗ－Ｓ＋ｐ－Ｎ）－１λＥ
是严格对角占

优或者不可约对角占优，其为非奇异矩阵。

考察

ｄｅｔ（λＩ－Ｍ）＝ｄｅｔ（λＩ－（－Ｗ－Ｓ＋Ｐ－Ｎ）－１　Ｅ）

＝ｄｅｔ［λ（－Ｗ－Ｓ＋Ｐ－Ｎ）－１（（－Ｗ－Ｓ＋

Ｐ－Ｎ）－１λＥ
）］

＝λｎｄｅｔ（（－Ｗ－Ｓ＋Ｐ－Ｎ）－１）ｄｅｔ［（－Ｗ－Ｓ

＋Ｐ－Ｎ）－１λＥ
］≠０

这与λ是Ｍ 的特征值矛盾，即 Ｍ 的特征值的模均小于１，所
以式（１５）收敛，即ＧＭＲＥＳ算法在逐列迭代求解烟雾仿真 Ｎ－
Ｓ方程的离散方程组时是收敛的。

３　烟雾可视化仿真实验结果

本文在如图２所示的二维空间中进行烟雾仿真。

图２　二维烟雾仿真空间

图２中ｄ为烟雾流体的进口，进口为均匀流速，根据文献
［１８］提到的圆图扩管内流体流动雷诺数的定义Ｒｅ＝ｕｄ／ｖ，导
出相应的进口速度ｕｉｎ＝Ｒｅ＊ｖ／ｄ，二维空间壁面为光滑的无
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滑移动边界，密度保持恒定不变，为ρ＝１．０ｋｇ／ｍ
３，烟雾的进

口宽度ｄ＝１，二维空间内部Ｄ＝２，其上下管道足够长，这里
取Ｌ＝３０。

边界条件：对称线上ｕ＝０，ｕｙ＝０
，入口处ｕ，ｖ为给定值，

固体边界ｕ＝ｖ＝０，雷诺数Ｒｅ＝２００。将求解区域进行剖分，

网格数为 １５０＊１００，方程离散后的系数矩阵呈五对角

状［１９，２０］，非零元素的个数为１５００，求解精度为ε＝１０－６，取ｋ＝
８，ｍ＝２０，运用ＧＭＲＥＳ算法求解二维空间内烟雾流体的速
度分布和压力分布，烟雾仿真算法实现的硬件环境是第二代

英特尔酷睿ｉ３－２３１０ＭＣＰＵ，２ＧＢ内存，ＮＶＩＤＩＡ　ＧｅＦｏｒｃｅ　ＧＴ

５２０Ｍ的１ＧＢ独立显卡；软件平台是开放图形库 ＯｐｅｎＧＬ和

ＶＣ＋＋６．０。

烟雾仿真结果如图３所示。

　（Ａ）第１秒　　　　（ａ）第１秒　　　 　（Ｂ）第７秒　　　　 （ｂ）第７秒

　（Ｃ）第１３秒　　 　（ｃ）第１３秒　　　　（Ｄ）第１９秒　　 　（ｄ）第１９秒

图３　烟雾仿真结果截图

上述８张图片为系统基于流体Ｎ－Ｓ方程所仿真的烟雾截

图，分别为给定烟雾源一定初速度后，在自由扩散情况下第

１ｓ，７ｓ，１３ｓ和１９ｓ的截图，图中（Ａ）、（Ｂ）、（Ｃ）、（Ｄ）为烟雾仿真

截图，（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）分别为对应烟雾在二维空间内的速度

场分布，由上述４张烟雾仿真截图可以看出，由于是基于流体

Ｎ－Ｓ方程来仿真烟雾，因此其运动形态逼真自然，烟雾的真实

性得到了满足，广义极小残差算法（ＧＭＲＥＳ）可以用于烟雾仿

真Ｎ－Ｓ方程的求解中。

结束语　烟雾模拟是一项非常复杂的课题，本文从烟雾

仿真中求解Ｎ－Ｓ方程的角度出发，提出ＧＭＲＥＳ算法来求解

烟雾仿真的Ｎ－Ｓ方程，详细叙述了ＧＭＲＥＳ算法求解 Ｎ－Ｓ方

程的原理和步骤，并且给出了ＧＭＲＥＳ算法求解 Ｎ－Ｓ方程可

行性的证明，最后采用ＧＭＲＥＳ算法结合计算机仿真技术给

出了烟雾仿真的可视化结果。烟雾仿真结果表明ＧＭＲＥＳ算

法能够仿真出逼真度较高的烟雾，为烟雾仿真技术的发展提

供了可参考的价值。
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