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摘　要　通过增加两类算子～和Δ对Ｇｄｅｌ　ｎ值命题逻辑系统进行公理化扩张Ｇｄｅｌ～，Δ，简记为Ｇ～，Δ。在Ｇｄｅｌ～，Δ
中提出了命题公式的ｔ真度的定义（ｔ任取～，Δ），讨论了ｔ真度的 ＭＰ规则、ＨＳ规则、交推理规则、并推理规则以及它

的一些相关性质；得到了命题公式间的ｔ相似度和ｔ伪距离的概念以及它们的一些相关性质；最后在ｔ逻辑度量空间

中提出了３种不同的近似推理模式，并证明了３种近似推理模式间的等价性。
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１　引言

自Ｐａｖｅｌｋａ在２０世纪７０年代提出命题逻辑程度化的思

想后［１－３］，大多数学者在这一领域展开了相关研究［４－１８］。目前

受到大家广泛关注的逻辑系统中，由于 Ｇｄｅｌ命题逻辑系统

和Ｇｏｇｕｅｎ命题逻辑系统中的否定具有强否定性而使其研究

受到了巨大阻碍。为了解决这一问题，文献［１９－２３］引入了基

本连接词对合否定～和逻辑连接词Δ，并提出了基本逻辑系

统ＢＬ的公理化扩张ＢＬΔ 系统，并与对合否定结合建立了

ＳＢＬ～系统，在该系统中Δ演绎定理和强完备性定理均成立，

从而使相关研究得以顺利开展。对合否定～和Δ算子的运

算形式分别是～ｘ＝１－ｘ，Δｘ＝
１， ｘ＝１
０， ｘ＜｛ １

，其目的是实现模

糊到分明的转化。我们知道模糊推理的已知条件都可以转化

为模糊命题，结论也是模糊命题，因此推理的本质是讨论命题

集对某个命题的蕴涵关系。同时模糊命题的真值反映了模糊

命题的本质，所以通常把命题和真值同等看待。在对模糊命

题进行处理的实际过程中，本质上是对命题的真值进行处理。

在模糊推理中，最终需要进行模糊化，对合否定～和Δ算子

为此提供了可能。真度作为真值的另一种表现形式，在其中

引入基本连接词对合否定～和逻辑连接词Δ就成为必然。

正因如此，文献［２４］在带有对合否定的Δ模糊逻辑系统

ＳＢＬ～中，以推理中命题的真值为基础，运用 Δ转换词，在

ＳＢＬ～公理化扩张系统中建立了推理中前提与结论的真值关

系定理，从而实现了Δ模糊逻辑系统的计量化。

本文以增加新的连接词～，Δ对 Ｇｄｅｌ　ｎ值命题逻辑系

统进行公理化扩张Ｇｄｅｌ～，Δ（Ｇ～，Δ）为基础，提出了命题公式

的ｔ真度的定义（ｔ任取～，Δ），讨论了ｔ真度的 ＭＰ规则、ＨＳ
规则、交推理规则、并推理规则以及它的一些相关性质；得到

了命题公式间的ｔ相似度和ｔ伪距离的概念以及它们的一些

相关性质；最后在ｔ逻辑度量空间中提出了３种不同的近似

推理模式，并证明了３种近似推理模式间的等价性。

２　预备知识

定义１［１７］　ＢＬΔ 的公理系统如下：

（ＢＬ）ＢＬ的公理系统；

（Δ１）ΔＡ∨ΔＡ；

（Δ２）Δ（Ａ∨Ｂ）→（ΔＡ∨ΔＢ）；

（Δ３）ΔＡ→Ｂ；

（Δ４）ΔＡ→ΔΔＡ；
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（Δ５）Δ（Ａ→Ｂ）→（ΔＡ→ΔＢ）。

ＢＬΔ 中的推理规则为 ＭＰ规则和Δ规则，ＭＰ规则为从

Ａ，Ａ→Ｂ推得Ｂ，Δ规则为从Ａ推得ΔＡ。

定义２［１８］　作为ＳＢＬ的公理化扩张，ＳＢＬ～的公理系统

如下：

（ＳＢＬ）ＳＢＬ的公理系统；
（～１）～～Ａ→Ａ；

（～２）Ａ→～Ａ；
（～３）Δ（Ａ→Ｂ）→Δ（～Ｂ→～Ｂ）。

ＳＢＬ～中的推理规则也为ＭＰ规则和Δ 规则。如果Ｌ是

ＳＢＬ的公理化扩张，那么把Ｌ～ 记为Ｌ的扩张，其方式恰如

ＳＢＬ扩张为ＳＢＬ～一样。

定理１［１９］（Δ演绎定理）　令Ｌ是ＢＬΔ 的公理化扩张，对

任意理论Γ，公式Ａ和Ｂ，有Γ，Ａ├Ｂ当且仅当Γ├ΔＡ→Ｂ。

定理２［１８］（强完备性定理）　令Ｌ是ＢＬΔ 的公理化扩张，

那么对理论Γ和公式Ａ，下面条件等价：
（１）Γ├Ａ；

（２）对每个 Ｌ代数 Ｂ 和理论 Γ 的每个模型ｅ，均有

ｅ（Ａ）＝１。

３　命题公式的ｔ真度的定义及其性质

定义３　设Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝是可数集，～，Δ分别是Ｓ上

的一元运算，∨，∧→分别是Ｓ上的二元运算，Ｆ（Ｓ）是由Ｓ生

成的（１，１，２，２，２）型自由代数，则称Ｆ（Ｓ）中的元为命题公式
或公式，称Ｓ中的元为原子公式。

定义４　设Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ），则Ａ对应一个

ｎ值ｍ 元函数Ａ
－，在Ｇ～，Δ中，Ａ

－：｛０，１ｎ－１
，…，ｎ－２

ｎ－１
，１｝ｍ→［０，

１］，这里Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）是由运算符号～，Δ，∨，∧，→把

ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ 连接而成，其方式恰如Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈
Ｆ（Ｓ），由连接词～，Δ，∨，∧，→将原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ 连

接而成一样，则称Ａ
－
是公式Ａ所诱导的函数。

定义５　设Ｌ＝｛０，１ｎ－１
，…，ｎ－２

ｎ－１
，１｝，在Ｌ中规定：对

ｘ，ｙ∈Ｌ，～ｘ＝１－ｘ，Δｘ＝
１， ｘ＝１
０， ｘ＜｛ １

，ｘ∨ｙ＝ｍａｘ｛ｘ，ｙ｝，

ｘ∧ｙ＝ｍｉｎ｛ｘ，ｙ｝，ｘ→ｙ＝
１， ｘ≤ｙ
ｙ， ｘ＞｛ ｙ

，则Ｌ成为（１，１，２，２，２）

型代数，称其为 Ｇｄｅｌ　ｎ值命题逻辑系统的扩张，简记为

Ｇ～，Δ。若无特殊说明，均是在Ｇ～，Δ中展开的，且ｌ，ｍ，ｎ，ｔ表

示任取～和Δ。

定义６　设Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有ｍ个原

子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ 的命题公式，Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）是公式Ａ

所诱导的函数，令

τｎ（ｔＡ）＝１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

则称τｎ（ｔＡ）为公式Ａ的ｔ真度。

定理３　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）Ａ为重言式当且仅当τｎ（ΔＡ）＝１，τｎ（～Ａ）＝０；Ａ为

矛盾式当且仅当τｎ（～Ａ）＝１。

（２）若Ａ为矛盾式，则τｎ（ΔＡ）＝０，反之不成立。

（３）Ａ≈Ｂ当且仅当τｎ（ｔＡ）＝τｎ（ｔＢ）。

（４）τｎ（～Ａ）＝１－τｎ（Ａ），τｎ（～ΔＡ）＝１－τｎ（ΔＡ）。
（５）若Ａ→Ｂ，则τｎ（ΔＡ）≤τｎ（ΔＢ），τｎ（～Ａ）≥τｎ（～Ｂ）。

证明：（１）对（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，由于Ａ为重言式当

且仅当Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１，ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１，～Ａ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）＝０当且仅当１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝

１，１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝０。

因此根据定义６得：

τｎ（ΔＡ）＝１，τｎ（～Ａ）＝０

同理，由于Ａ为矛盾式当且仅当Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝０，当

且仅当～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１，当且仅当１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

～Ａ

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１，因此根据定义６得：

τｎ（～Ａ）＝１

（２）若Ａ为矛盾式，则Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝０，ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）＝０，即有１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝０，因此根

据定义６得，τｎ（ΔＡ）＝０。

反之，若τｎ（ΔＡ）＝０，则ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≠１，即Ａ
－（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）≠１，所以只要Ａ不是重言式就可以得到τｎ（ΔＡ）＝
０。

（３）设Ａ，Ｂ 中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ。对

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，由于Ａ≈Ｂ，当且仅当Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）＝Ｂ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），当且仅当ｔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝ｔＢ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ），当且仅当

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

ｔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

因此根据定义６得：

τｎ（ｔＡ）＝τｎ（ｔＢ）

（４）对（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，由于～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝

１－Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ），～ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１－ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ），因此有

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

＝１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１－Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

～ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

＝１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１－ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

故根据定义６得：

τｎ（～Ａ）＝１－τｎ（Ａ），τｎ（～ΔＡ）＝１－τｎ（ΔＡ）

（５）设Ａ，Ｂ 中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ。对

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，由于Ａ→Ｂ，因此有Ａ→Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ）＝１。又由于

Ａ→Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

＝Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）→Ｂ

－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝１

因此有Ａ
－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≤Ｂ

－（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）。

结合Δ，～的特性知，

·８９·



ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≤ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≥～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

因此有

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　≤１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

～Ａ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　≥１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

所以根据定义６得：

τｎ（ΔＡ）≤τｎ（ΔＢ），τｎ（～Ａ）≥τｎ（～Ｂ）

定理４　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ）＋τｎ（ｎＢ）－τｎ（ｍＡ∧ｎＢ）

证明：设Ａ，Ｂ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ。对

ａ，ｂ∈Ｇｎ，有 ｍａ∨ｎｂ＝ｍａ＋ｎｂ－ｍａ∧ｎｂ，所以对（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，则有

ｍＡ∨ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　＝ｍＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

ｍＡ∧ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

因此，

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

ｍＡ∨ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　＝１ｎｍ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｍＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ
ｍ
ｎ

ｍＡ∧ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

故根据定义６得，

τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ）＋τｎ（ｎＢ）－τｎ（ｍＡ∧ｎＢ）

定理５　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）τｎ（ΔＡ→～Ｂ）＝τｎ（ΔＡ∧～Ｂ）－τｎ（ΔＡ）＋１。
（２）τｎ（ΔＡ→ΔＢ）＝τｎ（ΔＡ∧ΔＢ）－τｎ（ΔＡ）＋１。
（３）τｎ（ΔＡ→Ｂ）＝τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－τｎ（ΔＡ）＋１。

证明：设Ａ，Ｂ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ。
（１）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有Δａ→～ｂ＝Δａ∧～ｂ－Δａ＋１。所以

对（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，则有ΔＡ→～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝

ΔＡ∧～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋１。

因此，

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ→～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ∧～Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

　　　　 ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１

两边同时乘以１
ｎｍ
，再根据定义６得，

τｎ（ΔＡ→～Ｂ）＝τｎ（ΔＡ∧～Ｂ）－τｎ（ΔＡ）＋１
（２）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有Δａ→Δｂ＝Δａ∧Δｂ－Δａ＋１。所以对

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，则有

ΔＡ→ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　＝ΔＡ∧ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋１

因此，

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ→ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ∧ΔＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

　　　　　 ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１

两边同时乘以１
ｎｍ
，再根据定义６得，

τｎ（ΔＡ→ΔＢ）＝τｎ（ΔＡ∧ΔＢ）－τｎ（ΔＡ）＋１
（３）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有 Δａ→ｂ＝Δａ∧ｂ－Δａ＋１。所以对

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，则有

ΔＡ→Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＝ΔＡ∧Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋１
因此，

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ→Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）

　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ∧Ｂ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

　　　　 ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ΔＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１

两边同时乘以１
ｎｍ
，再根据定义６得，

τｎ（ΔＡ→Ｂ）＝τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－τｎ（ΔＡ）＋１
定理６　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）τｎ（ΔＡ→（～Ｂ∨～Ｃ））＋τｎ（ΔＡ→（～Ｂ∧～Ｃ））＝τｎ

（ΔＡ→～Ｂ）＋τｎ（ΔＡ→～Ｃ）。
（２）τｎ（（ΔＡ∨ΔＢ）→ΔＣ）＋τｎ（（ΔＡ∧ΔＢ）→ΔＣ）＝τｎ（ΔＡ→

ΔＣ）＋τｎ（ΔＢ→ΔＣ）。
（３）τｎ（（ΔＡ∨Ｂ）→（ΔＡ∧Ｂ））＝τｎ（ΔＡ→Ｂ）＋τｎ（Ｂ→

ΔＡ）－１。

证明：设Ａ，Ｂ，Ｃ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ。
（１）根据定理４和定理５（１）得：

τｎ（ΔＡ→（～Ｂ∨～Ｃ））＋τｎ（ΔＡ→（～Ｂ∧～Ｃ））

　＝τｎ（ΔＡ∧（～Ｂ∨～Ｃ））－τｎ（ΔＡ）＋１＋τｎ（ΔＡ∧～Ｂ∧
～Ｃ）－τｎ（ΔＡ）＋１

　＝τｎ（（ΔＡ∧～Ｂ）∨（ΔＡ∧～Ｃ））＋τｎ（（ΔＡ∧～Ｂ）∧
（ΔＡ∧～Ｃ））－２τｎ（ΔＡ）＋２

　＝τｎ（ΔＡ∧～Ｂ）＋τｎ（ΔＡ∧～Ｃ）－２τｎ（ΔＡ）＋２

　＝τｎ（ΔＡ→～Ｂ）＋τｎ（ΔＡ→～Ｃ）
（２）根据定理４和定理５（２）得：

τｎ（（ΔＡ∨ΔＢ）→ΔＣ）＋τｎ（（ΔＡ∧ΔＢ）→ΔＣ）

　＝τｎ（（ΔＡ∨ΔＢ）∧ΔＣ）－τｎ（ΔＡ∨ΔＢ）＋１＋τｎ（（ΔＡ

∧ΔＢ）∧ΔＣ）－τｎ（ΔＡ∧ΔＢ）＋１

　＝τｎ（（ΔＡ∧ΔＣ）∨（ΔＢ∧ΔＣ））－τｎ（ΔＡ∨ΔＢ）＋１＋τｎ
（（ΔＡ∧ΔＣ）∧（ΔＢ∧ΔＣ））－τｎ（ΔＡ∧ΔＢ）＋１

　＝τｎ（ΔＡ∧ΔＣ）＋τｎ（ΔＢ∧ΔＣ）－τｎ（ΔＡ）－τｎ（ΔＢ）＋２

　＝τｎ（ΔＡ→ΔＣ）＋τｎ（ΔＢ→ΔＣ）
（３）根据定理４和定理５（３）得：

τｎ（（ΔＡ∨Ｂ）→（ΔＡ∧Ｂ））

＝τｎ（（ΔＡ∨Ｂ）∧（ΔＡ∧Ｂ））－τｎ（ΔＡ∨Ｂ）＋１
＝τｎ（ΔＡ∨Ｂ）＋τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－τｎ（（ΔＡ∨Ｂ）∨（ΔＡ∧Ｂ））－

τｎ（ΔＡ∨Ｂ）＋１
＝τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－τｎ（ΔＡ∨Ｂ）＋１
＝τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－（τｎ（ΔＡ）＋τｎ（Ｂ）－τｎ（ΔＡ∧Ｂ））＋１
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＝τｎ（ΔＡ∧Ｂ）－τｎ（ΔＡ）＋１＋τｎ（Ｂ→ΔＡ）－τｎ（Ｂ）＋１－１
＝τｎ（ΔＡ→Ｂ）＋τｎ（Ｂ→ΔＡ）－１
定理７　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），
（１）（ｔ真度的 ＭＰ规则）若τｎ（ｍＡ）≥α，τｎ（ｍＡ→ｎＢ）≥β，

则τｎ（ｎＢ）≥α＋β－１。
（２）（ｔ真度的ＨＳ规则）若τｎ（ｍＡ→ｎＢ）≥α，τｎ（ｎＢ→ｌＣ）≥

β，则τｎ（ｍＡ→ｌＣ）≥α＋β－１。

证明：设Ａ，Ｂ，Ｃ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，
（１）对ａ，ｂ，ｃ∈Ｇｎ，有ｎｂ≥ｍａ＋（ｍａ→ｎｂ）－１，所以有

ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≥ｍＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ｍＡ→ｎＢ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｍ）－１。

因此有 ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≥ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｍＡ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｍＡ→ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１。

两边同时乘以１
ｎｍ
，再根据定义６得，

τｎ（ｎＢ）≥τｎ（ｍＡ）＋τｎ（ｍＡ→ｎＢ）－１≥α＋β－１
（２）对ａ，ｂ，ｃ∈Ｇｎ，有ｍａ→ｌｃ≥ｍａ→ｎｂ＋ｎｂ→ｌｃ－１，所

以有ｍＡ→ｌＣ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）≥ｍＡ→ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋

ｎＢ→ｌＣ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－１。

因 此 有 ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｍＡ→ｌＣ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ ）≥

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｍＡ→ｎＢ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）＋ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｎＢ→ｌＣ

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）－ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

１

两边同时乘以１
ｎｍ
，再根据定义６得，

τｎ（ｍＡ→ｌＣ）≥τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｎＢ→ｌＣ）－１≥α＋β－１
定理８　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则

τｎ（ｍＡ→（ｎＢ∧ｌＣ））＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｍＡ→ｌＣ）－τｎ
（（ｍＡ→ｎＢ）∨（ｍＡ→ｌＣ））

证明：设Ａ，Ｂ，Ｃ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

对ａ，ｂ，ｃ∈Ｇｎ，有ｍａ→（ｎｂ∧ｌｃ）＝（ｍａ→ｎｂ）∧（ｍａ→ｌｃ），所
以有ｍＡ→（ｎＢ∧ｌＣ）≈（ｍＡ→ｎＢ）∧（ｍＡ→ｌＣ），根据定理３
（３）得：

τｎ（ｍＡ→（ｎＢ∧ｌＣ））＝τｎ（（ｍＡ→ｎＢ）∧（ｍＡ→ｌＣ））

再结合定理４得，

τｎ（ｍＡ→（ｎＢ∧ｌＣ））＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｍＡ→ｌＣ）－τｎ
（（ｍＡ→ｎＢ）∨（ｍＡ→ｌＣ））

推论１（ｔ真度交推理规则）　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），若τｎ
（ｍＡ→ｎＢ）≥α，τｎ（ｍＡ→ｌＣ）≥β，则τｎ（ｍＡ→（ｎＢ∧ｌＣ））≥α＋

β－１。

定理９　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则

τｎ（（ｍＡ∨ｎＢ）→ｌＣ）＝τｎ（ｍＡ→ｌＣ）＋τｎ（ｎＢ→ｌＣ）－τｎ
（（ｍＡ→ｌＣ）∨（ｎＢ→ｌＣ））

证明：设Ａ，Ｂ，Ｃ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

对ａ，ｂ，ｃ∈Ｇｎ，有（ｍａ∨ｎｂ）→ｌｃ＝（ｍａ→ｌｃ）∧（ｎｂ→ｌｃ），所以
有（ｍＡ∨ｎＢ）→ｌＣ≈（ｍＡ→ｌＣ）∧（ｎＢ→ｌＣ），根据定理３（３）

得：

τｎ（（ｍＡ∨ｎＢ）→ｌＣ）＝τｎ（（ｍＡ→ｌＣ）∧（ｎＢ→ｌＣ））

再结合定理４得，

τｎ（（ｍＡ∨ｎＢ）→ｌＣ）＝τｎ（ｍＡ→ｌＣ）＋τｎ（ｎＢ→ｌＣ）－

τｎ（（ｍＡ→ｌＣ）∨（ｎＢ→ｌＣ））

推论２（ｔ真度并推理规则）　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），若τｎ
（ｍＡ→ｌＣ）≥α，τｎ（ｎＢ→ｌＣ）≥β，则τｎ（（ｍＡ∨ｎＢ）→ｌＣ）≥α＋

β－１。

定理１０　在Ｇ～，Δ中，将命题公式中的一个原子命题换成

它的对合否定，公式的ｔ真度不变。

证明：设Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有ｍ 个原子

公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ 的命题公式。把Ａ中的原子命题ｐｉ 换成

～ｐｉ，公式Ａ 变成公式Ｂ，即Ａ（ｐ１，…，ｐｉ－１，～ｐｉ，ｐｉ＋１，…，

ｐｍ）＝Ｂ（ｐ１，…，ｐｉ－１，ｐｉ，ｐｉ＋１，…，ｐｍ），因此，对任意的（ｘ１，…，

ｘｉ－１，１－ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）∈Ｇｍｎ，则有ｔＡ（ｘ１，…，ｘｉ－１，１－ｘｉ，

ｘｉ＋１，…，ｘｍ）＝ｔＢ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）。

令映射Φ：Ｇｍｎ→Ｇｍｎ，满足Φ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）＝
（ｘ１，…，ｘｉ－１，１－ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）。

由于Ｇｎ 中的元素关于１２
对称，因此Φ：Ｇｍｎ→Ｇｍｎ 为一一

对应的映射，故有

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＡ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）

　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＡ（Φ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ））

　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＡ（ｘ１，…，ｘｉ－１，１－ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）

　＝ ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＢ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）

因此， ∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＡ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）＝

∑
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ）∈Ｇ

ｍ
ｎ

ｔＢ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｍ）。

给两边同时乘以１
ｎｍ
，再结合定义６得，τｎ（ｔＡ）＝τｎ（ｔＢ）。

由此进一步可得，把公式Ａ中所含原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ
的部分公式分别换成它的对合否定，公式Ａ的ｔ真度不变。

推论３　将命题公式中的所有原子命题与该原子命题的

对合否定互换，公式的ｔ真度不变。

４　公式间的相似度与伪距离

定义７　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），令

ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝τｎ（（ｍＡ→ｎＢ）∧（ｎＢ→ｍＡ））

则称ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）为命题公式Ａ与Ｂ 之间的ｔ相似度。

定理１１　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则
（１）若Ａ≈Ｂ，则ξｎ（ｔＡ，ｔＢ）＝１。

（２）ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝ξｎ（ｎＢ，ｍＡ）。

（３）ξｎ（ｍＡ∨ｎＢ，ｍＡ）＝τｎ（ｎＢ→ｍＡ）。　
（４）ξｎ（ｍＡ∧ｎＢ，ｍＡ）＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）。

（５）ξｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）。

（６）ξｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｍＡ∧ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ）。

证明：设Ａ，Ｂ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

（１）由于Ａ≈Ｂ知，ｔＡ≈ｔＢ，则有（ｔＡ→ｔＢ）∧（ｔＢ→ｔＡ），

根据定义６可知，τｎ（（ｔＡ→ｔＢ）∧（ｔＢ→ｔＡ））＝１，再结合定义７
得，ξｎ（ｔＡ，ｔＢ）＝１。

（２）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有（ｍａ→ｎｂ）∧（ｎｂ→ｍａ）＝（ｎｂ→ｍａ）∧
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（ｍａ→ｎｂ），从而有 （ｍＡ→ｎＢ）∧（ｎＢ→ｍＡ）≈（ｎＢ→ｍＡ）∧
（ｍＡ→ｎＢ），根据定理３（３）知，

τｎ（（ｍＡ→ｎＢ）∧（ｎＢ→ｍＡ））＝τｎ（（ｎＢ→ｍＡ）∧（ｍＡ→
ｎＢ））

再结合定义７得，ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝ξｎ（ｎＢ，ｍＡ）。

（３）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有
（ｍａ∨ｎｂ）→ｍａ＝（ｍａ→ｍａ）∧（ｎｂ→ｍａ）

＝ｎｂ→ｍａ
ｍａ→（ｍａ∨ｎｂ）＝（ｍａ→ｍａ）∨（ｍａ→ｎｂ）

＝ｍａ→ｍａ
所以有

ξｎ（ｍＡ∨ｎＢ，ｍＡ）

　＝τｎ（（（ｍＡ∨ｎＢ）→ｍＡ）∧（ｍＡ→（ｍＡ∨ｎＢ）））

　＝τｎ（（（ｍＡ→ｍＡ）∧（ｎＢ→ｍＡ））∧（（ｍＡ→ｍＡ）∨（ｍＡ→
ｎＢ）））

　＝τｎ（（ｎＢ→ｍＡ）∧（ｍＡ→ｍＡ））

　＝τｎ（ｎＢ→ｍＡ）

（４）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有
（ｍａ∧ｎｂ）→ｍａ＝（ｍａ→ｍａ）∨（ｎｂ→ｍａ）

＝ｍａ→ｍａ
ｍａ→（ｍａ∧ｎｂ）＝（ｍａ→ｍａ）∧（ｍａ→ｎｂ）

＝ｍａ→ｎｂ
所以有

ξｎ（ｍＡ∧ｎＢ，ｍＡ）

　＝τｎ（（（ｍＡ∧ｎＢ）→ｍＡ）∧（ｍＡ→（ｍＡ∧ｎＢ）））

　＝τｎ（（（ｍＡ→ｍＡ）∨（ｎＢ→ｍＡ））∧（（ｍＡ→ｍＡ）∧
（ｍＡ→ｎＢ）））

　＝τｎ（（ｍＡ→ｍＡ）∧（ｍＡ→ｎＢ））

　＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）

（５）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有（（ｍａ→ｎｂ）→ｎｂ）∧（ｎｂ→（ｍａ→ｎｂ））＝

ｍａ∨ｎｂ，从而有
（（ｍＡ→ｎＢ）→ｎＢ）∧（ｎＢ→（ｍＡ→ｎＢ））≈ｍＡ∨ｎＢ
根据定理３（３）知，

τｎ（（（ｍＡ→ｎＢ）→ｎＢ）∧（ｎＢ→（ｍＡ→ｎＢ）））

　＝τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）

再结合定义７得，ξｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）。

（６）对ａ，ｂ∈Ｇｎ，有
（（ｍａ→ｎｂ）→（ｍａ∧ｎｂ））∧（（ｍａ∧ｎｂ）→（ｍａ→ｎｂ））＝ｍａ
从而有（（ｍＡ→ｎＢ）→（ｍＡ∧ｎＢ））∧（（ｍＡ∧ｎＢ）→

（ｍＡ→ｎＢ））≈ｍＡ。

根据定理３（３）知，τｎ（（（ｍＡ→ｎＢ）→（ｍＡ∧ｎＢ））∧（（ｍＡ∧
ｎＢ）→（ｍＡ→ｎＢ）））＝τｎ（ｍＡ）。

再结合定义７得，ξｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｍＡ∧ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ）。

定理１２　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｎＢ→ｍＡ）－１
证明：设Ａ，Ｂ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，根

据定义７及定理４有

ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝τｎ（（ｍＡ→ｎＢ）∧（ｎＢ→ｍＡ））

＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｎＢ→ｍＡ）

又由于τｎ（（ｍＡ→ｎＢ）∨（ｎＢ→ｍＡ））＝１，因此有

ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｎＢ→ｍＡ）－１
定理１３　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则

ξｎ（ｍＡ，ｌＣ）≥ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＋ξｎ（ｎＢ，ｌＣ）－１
证明：设Ａ，Ｂ，Ｃ中含有相同的原子公式ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ，

根据定理７（２）和定理１２得，

ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）＋ξｎ（ｎＢ，ｌＣ）－１

　＝［τｎ（ｍＡ→ｎＢ）＋τｎ（ｎＢ→ｍＡ）－１］＋［τｎ（ｌＣ→ｎＢ）＋

τｎ（ｎＢ→ｌＣ）－１］－１

　≤τｎ（ｍＡ→ｌＣ）＋τｎ（ｌＣ→ｍＡ）－１

　＝ξｎ（ｍＡ，ｌＣ）

定义８　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ）规定ρｎ：Ｆ（Ｓ）×Ｆ（Ｓ）→［０，１］，

令

ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝１－ξｎ（ｍＡ，ｎＢ）

则称ρｎ 是Ｆ（Ｓ）上的ｔ伪距离，（Ｆ（Ｓ），ρｎ）称为ｔ逻辑度量空

间。

定理１４　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

（１）若Ａ≈Ｂ，则ρｎ（ｔＡ，ｔＢ）＝０。

（２）ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝ρｎ（ｎＢ，ｍＡ）。

（３）ρｎ（ｍＡ∨ｎＢ，ｍＡ）＝１－τｎ（ｎＢ→ｍＡ）。

（４）ρｎ（ｍＡ∧ｎＢ，ｍＡ）＝１－τｎ（ｍＡ→ｎＢ）。

（５）ρｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｎＢ）＝１－τｎ（ｍＡ∨ｎＢ）。

（６）ρｎ（ｍＡ→ｎＢ，ｍＡ∧ｎＢ）＝１－τｎ（ｍＡ）。

证明：（１）－（６）的证明可由定理１１及定义８得到。

定理１５　设Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｓ），则

ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）＝２－τｎ（ｍＡ→ｎＢ）－τｎ（ｎＢ→ｍＡ）

证明：它的证明可由定理１２及定义８得到。

定理１６　设Ａ，Ｂ，Ｃ∈Ｆ（Ｓ），则

ρｎ（ｍＡ，ｌＣ）≤ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）＋ρｎ（ｎＢ，ｌＣ）

证明：它的证明可由定理１３及定义８得到。

５　（Ｆ（Ｓ），ρｎ）中的近似推理

定义９　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），ΓＦ（Ｓ），ε＞０。

（１）如果ρｎ（ｍＡ，Ｄ（Γ））＝ｉｎｆ｛ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）｜ｎＢ∈Ｄ（Γ）｝＜

ε，则称Ａ为Γ的Ｉ－型误差小于ε的结论，记为Ａ∈Ｄ１ε（Γ）；

（２）如果１－ｓｕｐ｛τｎ（ｎＢ→ｍＡ）｜ｎＢ∈Ｄ（Γ）｝＜ε，则称Ａ为

Γ的ＩＩ－型误差小于ε的结论，记为Ａ∈Ｄ２ε（Γ）；

（３）如果ｉｎｆ｛Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑））｜∑Ｆ（Ｓ），∑├ｍＡ｝＜ε，

则称Ａ为Γ的ＩＩＩ－型误差小于ε的结论，记为Ａ∈Ｄ３ε（Γ），这

里Ｈ 是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离。

下面介绍这３种近似推理模式之间的等价性。

定理１７　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），ΓＦ（Ｓ），ε＞０，若Ａ∈Ｄ１ε（Γ），则

Ａ∈Ｄ２ε（Γ）。

证明：若Ａ∈Ｄ１ε（Γ），由定义９（１）知ｎＢ０∈Ｄ（Γ），使得

ρｎ（ｍＡ，ｎＢ０）＜ε，则

ρｎ（ｍＡ，ｎＢ０）＝１－τｎ（（ｍＡ→ｎＢ０）∧（ｎＢ０→ｍＡ））

≥１－τｎ（ｎＢ０→ｍＡ）

所以有１－ｓｕｐ｛τｎ（ｎＢ→ｍＡ）｜ｎＢ∈Ｄ（Γ）｝≤１－τｎ（ｎＢ０→

ｍＡ）＜ε，从而Ａ∈Ｄ２ε（Γ）。

定理１８　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），ΓＦ（Ｓ），ε＞０，若Ａ∈Ｄ２ε（Γ），则

Ａ∈Ｄ３ε（Γ）。

证明：若Ａ∈Ｄ２ε（Γ），则ｎＢ０∈Ｄ（Γ），使得１－τｎ（ｎＢ０→

ｍＡ）＜ε，由├ｎＢ０→（ｎＢ０∨ｍＡ）及 ＭＰ规则知（ｎＢ０∨ｍＡ）∈

·１０１·



Ｄ（Γ），再由定理１４（３）得

ρｎ（ｍＡ，Ｄ（Γ））≤ρｎ（ｍＡ，ｎＢ０∨ｍＡ）

＝１－τｎ（ｎＢ０→ｍＡ）＜ε （１）

令∑０＝Γ∪｛ｍＡ｝，则∑０Ｆ（Ｓ），∑０├ｍＡ，Ｄ（Γ）

Ｄ（∑０），下面将分两个方面来证明Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＜ε。

一方面，对ｎＢ∈Ｄ（Γ）都有ρｎ（ｎＢ，Ｄ（∑０））＝０，所以有

Ｈ０（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＝ｓｕｐ｛ρｎ（ｎＢ，Ｄ（∑０））｜ｎＢ∈Ｄ（Γ）｝

＝０＜ε （２）

另一方面，对ｍＡ０∈Ｄ（∑０），ｎＢ∈Ｄ（Γ），｛ｎＢ１，ｎＢ２，…，

ｎＢｓ｝Γ，｛ｎＢ１，ｎＢ２，…，ｎＢｔ｝Γ，使得｛ｎＢ１，ｎＢ２，…，ｎＢｓ｝├

ｎＢ，｛ｎＢ１，ｎＢ２，…，ｎＢｔ，ｍＡ｝├ｍＡ０，所以├ｎＢ１∧ｎＢ２∧…∧

ｎＢｓ→ｎＢ，├ｎＢ１∧ｎＢ２∧…∧ｎＢｔ∧ｍＡ→ｍＡ０。

令ｎＢ＊＝ｎＢ１∧…∧ｎＢｓ∧ｎＢ１∧…∧ｎＢｔ∧ｍＡ，ｎＢ０＝

ｎＢ＊∨ｍＡ０，则├ｎＢ＊→ｎＢ，├ｎＢ＊→ｍＡ０，于是├ｎＢ＊ →ｎＢ＊∧

ｍＡ０，├ｎＢ＊∧ｍＡ→ｎＢ＊∧ｍＡ０，ｎＢ０∈Ｄ（Γ），因此

ρｎ（ｍＡ０，ｎＢ０）

　＝ρｎ（ｍＡ０，ｎＢ＊∨ｍＡ０）

　＝１－τｎ（ｎＢ＊→ｍＡ０）

　＝１－τｎ（ｎＢ＊→ｎＢ＊∧ｍＡ０）

　≤１－τｎ（ｎＢ＊→ｎＢ＊∧ｍＡ）

　＝１－τｎ（ｎＢ＊→ｍＡ）

　≤１－τｎ（ｎＢ→ｍＡ）

　≤１－τｎ（（ｎＢ→ｍＡ）∧（ｍＡ→ｎＢ））

　＝ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）

所以ρｎ（ｍＡ０，Ｄ（Γ））≤ρｎ（ｍＡ，Ｄ（Γ）），由式（１）得

Ｈ０（Ｄ（∑０），Ｄ（Γ））＝ｓｕｐ｛ρｎ（ｍＡ０，Ｄ（Γ））｜ｍＡ０∈

Ｄ（∑０）｝≤ρｎ（ｍＡ，Ｄ（Γ））＜ε
（３）

再由式（２）、式（３）可得Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＜ε。

所以有ｉｎｆ｛Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑））｜∑Ｆ（Ｓ），∑├ｍＡ｝≤

Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＜ε。

因此有Ａ∈Ｄ３ε（Γ）。

定理１９　设Ａ∈Ｆ（Ｓ），ΓＦ（Ｓ），ε＞０，若Ａ∈Ｄ３ε（Γ），则

Ａ∈Ｄ１ε（Γ）。

证明：若Ａ∈Ｄ３ε（Γ），由定义９（３）知∑０Ｆ（Ｓ），使得

Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＜ε且∑０├ｍＡ，所以ｉｎｆ｛ρｎ（ｍＡ，ｎＢ）｜ｎＢ∈

Ｄ（Γ）｝＝ρｎ（ｍＡ，Ｄ（Γ））≤Ｈ（Ｄ（Γ），Ｄ（∑０））＜ε。

因此Ａ∈Ｄ１ε（Γ）。

结束语　本文通过增加新的连接词～，Δ对 Ｇｄｅｌ　ｎ值

命题逻辑系统进行公理化扩张Ｇｄｅｌ～，Δ（Ｇ～，Δ），得到了命题
公式的ｔ真度、命题公式间的ｔ相似度和ｔ伪距离的概念，增

加了～和Δ连接词和它们的一些相关性质，最后在ｔ逻辑度

量空间中提出了３种不同的近似推理模式，并证明了３种近

似推理模式间的等价性。

参 考 文 献

［１］ Ｐａｖｅｌｋａ　Ｊ．Ｏｎ　Ｆｕｚｚｙ　Ｌｏｇｉｃ　Ｉ：Ｍａｎｙ－ｖａｌｕｅｄ　ｒｕｌｅｓ　ｏｆ　ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ［Ｊ］．

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｌｏｇｉｃ　Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ，１９７９，２５（３－６）：４５－５２
［２］ Ｐａｖｅｌｋａ　Ｊ．Ｏｎ　Ｆｕｚｚｙ　Ｌｏｇｉｃ　ＩＩ：Ｅｎｒｉｃｈｅｄ　ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ　ｌａｔｔｉｃｅｓ　ａｎｄ

ｓｅｍａｎｔｉｃｓ　ｏｆ　ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ　ｃａｌｃｕｌｉ［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｌｏｇｉｃ　Ｑｕａｒ－

ｔｅｒｌｙ，１９７９，２５（７－１２）：１１９－１３４
［３］ Ｐａｖｅｌｋａ　Ｂ　Ｊ．Ｏｎ　ｆｕｚｚｙ　ｌｏｇｉｃ　ＩＩＩ：Ｓｅｍａｎｔｉｃａｌ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ　ｏｆ　ｓｏｍｅ

ｍａｎｙ－ｖａｌｕｅｄ　ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ　ｃａｌｃｕｌｉ，Ｚｅｉｔｓｃｈｒ．ｆ．ｍａｔｈ．Ｌｏｇｉｋ　ｕｎｄ

Ｇｒｕｎｄｌａｇｅｎ　ｄ［Ｃ］∥Ｍａｔｈ．２０１０
［４］ 王国俊．计量逻辑学（Ｉ）［Ｊ］．工程数学学报，２００６，２３（２）：１９１－

２１５
［５］ 王国俊．数理逻辑引论与归结原理（第二版）［Ｍ］．北京：科学出

版社，２００６
［６］ 裴道武．基于三角模的模糊逻辑理论及其应用［Ｍ］．北京：科学

出版社，２０１３
［７］ 周红军．ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中命题的Ｂｏｒｅｌ概率真度理论和

极限定理［Ｊ］．软件学报，２０１２，２３（９）：２２３５－２２４７

［８］ 折延宏，贺晓丽．粗糙逻辑中公式的Ｂｏｒｅｌ型概率粗糙真度［Ｊ］．

软件学报，２０１４，２５（５）：９７０－９８３

［９］ 李骏，王国俊．Ｇｄｅｌ　ｎ值命题逻辑系统中的α－真度理论［Ｊ］．软

件学报，２００７，１８（１）：３３－３９

［１０］吴洪博．ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中公式的Γ－真度理论和极限定理

［Ｊ］．中国科学：信息科学，２０１４，４４：１５４２－１５５９

［１１］袁彦莉，张兴芳，李成允．ｎ值 Ｇｄｅｌ逻辑系统中的随机化研究

［Ｊ］．计算机工程与应用，２０１０，４６（１２）：４１－４５

［１２］惠小静，王国俊．经典推理模式的随机化研究及其应用［Ｊ］．中国

科学：Ｅ辑，２００７，３７（６）：８０１－８１２

［１３］惠小静，王国俊．经典推理模式的随机化研究及其应用（ＩＩ）［Ｊ］．

模糊系统与数学，２００８，２２（３）：２１－２６

［１４］惠小静．三值 Ｒ０命题逻辑系统的随机化［Ｊ］．应用数学学报，

２００９，３２（１）：１９－２７

［１５］王国俊，惠小静．概率逻辑学基本定理的推广［Ｊ］．电子学报，

２００７，３５（７）：１３３３－１３４０

［１６］崔美华．ｎ值．ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统中公式的随机真度及

近似推理［Ｊ］．应用数学学报，２０１２，３５（２）：２０９－２２０

［１７］宋士吉，吴澄．模糊推理的反向三Ｉ算法［Ｊ］．中国科学，Ｅ辑，

２００２，３２（２）：５８－６６

［１８］彭家寅，侯健，李洪兴．基于某些常见蕴涵算子的反向三Ｉ算法

［Ｊ］．自然科学进展，２００５，１５（４）：４０４－４１０

［１９］Ｅｓｔｅｖａ　Ｆ，Ｇｏｄｏ　Ｌ，Ｈáｊｅｋ　Ｐ，ｅｔ　ａｌ．Ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ　ｆｕｚｚｙ　ｌｏｇｉｃｓ　ｗｉｔｈ

ａｎ　ｉｎｖｏｌｕｔｉｖｅ　ｎｅｇａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｒｃｈ　Ｍａｔｈ　Ｌｏｇｉｃ，２０００，３９：１０３－１２４

［２０］Ｆｌａｍｉｎｉｏ　Ｔ，Ｍａｒｃｈｉｏｎｉ　Ｅ．Ｔ－ｎｏｒｍ　ｂａｓｅｄ　ｌｏｇｉｃｓ　ｗｉｔｈ　ａｎ　ｉｎｄｅｐｅｎ－

ｄｅｎｔ　ａｎ　ｉｎｖｏｌｕｔｉｖｅ　ｎｅｇａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｆｕｚｚｙ　Ｓｅｔ　Ｓｙｓｔ，２００６，１５７：３１２５－

３１４４

［２１］Ｂａａｚ　Ｍ．Ｉｎｆｉｎｉｔｅ－ｖａｌｕｅｄ　Ｇｄｅｌ　ｌｏｇｉｃ　ｗｉｔｈ　０－１ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｒｅ－

ｌａｔｉｖｉｓａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔ　Ｓｃｉ　Ｐｈｙｓ　Ｌｅｃｔ　Ｎｏｔｅｓ　Ｌｏｇｉｃ，１９９６，６：２３－３３

［２２］Ｃｉｎｔｕｌａ　Ｐ，Ｋｌｅｍｅｎｔ　Ｅ　Ｐ，Ｍｅｓｉａｒ　Ｒ，ｅｔ　ａｌ．Ｆｕｚｚｙ　ｌｏｇｉｃｓ　ｗｉｔｈ　ａｎ　ａｄ－

ｄｉｔｉｏｎａｌ　ｉｎｖｏｌｕｔｉｖｅ　ｎｅｇａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｆｕｚｚｙ　Ｓｅｔ　Ｓｙｓｔ，２０１０，１６１：３９０－

４１１

［２３］Ｃｉｎｔｕｌａ　Ｐ．Ｗｅａｋｌｙ　ｉｍｐｌｉｃａｔｉｖｅ（ｆｕｚｚｙ）ｌｏｇｉｃｓ　Ｉ：ｂａｓｉｃ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

［Ｊ］．Ａｒｃｈ　Ｍａｔｈ　Ｌｏｇｉｃ，２００６，４５：６７３－７０４

［２４］惠小静．基于真值的ＳＢＬ～公理化扩张系统的计量化［Ｊ］．中国

科学：信息科学，２０１４，４４（７）：９００－９１１

·２０１·


