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摘　要　灰色预测技术是灰色系统理论的重要分支之一。分别从灰生成技术、边值条件的改进、背景值的改进、模型
参数估计方法改进、残差序列的优化、综合优化６个方面对近年来灰色预测模型中的ＧＭ（１，１）模型优化研究现状进
行了比较全面的介绍，同时也对灰色ＧＭ（１，１）预测模型未来的发展方向提出了一些建议。
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　　１９８２年，北荷兰出版公司（Ｎｏｒｔｈ－Ｈｏｌｌａｎｄ　Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ
Ｃｏｍｐａｎｙ）的期刊“Ｓｙｓｔｅｍｓ　ａｎｄ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｌｅｔｔｅｒｓ”发表了我国

学者邓聚龙教授的第一篇灰色系统论文“Ｔｈｅ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｐｒｏｂ－
ｌｅｍｓ　ｏｆ　Ｇｒｅｙ　ｓｙｓｔｅｍｓ”［１］，标志着灰色系统理论［２］这一新兴学

科的正式问世。３０多年来，灰色系统理论受到国内外学者的

广泛关注，不少著名专家和学者给予了充分的肯定，无论是在

实际应用还是在理论研究方面，灰色系统理论都获得了飞速

的发展，其实用性已经得到了广泛的证明。灰色系统理论在

预测中得以广泛应用的主要是ＧＭ（１，１）模型，由于 ＧＭ（１，

１）模型建模时所需样本数据少，计算简便，已广泛应用于工

业、农业、能源、交通、地质、气象、水文、生态、环境、医学、军

事、经济、社会等众多科学领域，成功地解决了生产、生活和科

学研究中的大量实际问题。尤其在小样本、贫信息、不确定系

统中得到了成功的应用，这就决定了灰色系统中的ＧＭ（１，１）

模型在预测、决策等领域中占有重要的地位。ＧＭ（１，１）模型

作为灰色预测的核心模型，其原始算法存在一些不足，在数据

的适应性与预测精度方面往往达不到人们所期望的值，因此

为了提高灰色预测建模的精度，越来越多的学者从不同角度

对灰色预测模型做了大量的优化研究，得到了许多新方法，取

得了许多新突破，使得灰色预测模型的体系得到壮大，且一些

改进后的模型的预测精度也有所提升。所以有必要对这些优

化方法进行综述整理，本文从原始数据的处理、初值条件选

取、背景值改进、模型参数求解、残差优化、综合优化这６个方

面依次对灰色预测模型中最常用、最有效的ＧＭ（１，１）模型优

化方法做了比较全面的介绍，并对灰色预测模型未来的发展
方向提出了几点建议。

１　ＧＭ（１，１）模型优化方法整理

１．１　灰生成技术
所谓灰生成，就是将原始数据通过某种运算变换为新数

据，通过灰生成能改变数据的层次性、可比性及极性。灰生成

是使灰过程变白的一种方法，能为灰建模提供中间信息，并弱
化原始数据的随机性，在灰色系统建模理论中占有极其重要

的地位。ＧＭ（１，１）模型原始数据的处理方法主要有两类：１）

数值变换生成；２）层次变换生成。针对灰色系统中凌乱的现

实数据，通过灰生成可以使离散的原始数据中蕴涵的积分特
性或规律充分显露，使任意非负数列、摆动的与非摆动的数列

转化为具有近似的指数规律的数列，由此可以建立灰色模型

或进行系统分析。通过模型的求解，达到认识系统及预测未

来的目的。灰生成不单单是对原始序列的一种数据变换，还
是对数据的发掘和升华，能把数据上升到更高的层次。因此，

灰生成是发展灰建模技术的重要手段。正因为灰生成具有如

此重要的作用，所以许多学者针对该问题的研究花了不少的
心血，有力地推动了灰生成技术的发展。下面从两类主要的

生成（数值变换生成和层次变换生成）来进行综述。

１．１．１　数值变换生成
在灰色系统理论建模中，数据变换技术是研究热点之一，

数据序列变换能为灰色预测建模提供中间信息，并弱化原始

·６·



数据的随机性，以改善其光滑性，是提高灰色预测模型精度的
一种重要方法。文献［３］最早提出了采用对数函数对原始序
列进行变换的方法，从而拓宽了灰色预测模型的应用范围，还
给出了预测全国电视机产量的结果，并使这个预测结果的平
均相对误差由不进行函数变换的２６３．１６％下降到２３．６％。

文献［４，５］分别提出了幂函数ｘα（０＜α＜１）变换、对数函数－幂
函数复合函数变换来改善原始数据序列的光滑性。文献［６］

在文献［３，５］的研究基础上提出了函数ｃｏｔ　ｘ变换，并从理论
证明和具体实例两个方面说明了该方法比对数函数－幂函数变
换的效果好。文献［７］结合三角函数和幂函数，构造了函数ｃｏｔ
（ｘＴ）变换法，并证明了该变换比对数函数、三角函数、幂函数和
对数函数－幂函数变换更优，有效地提高了预测精度。

但是，上述所提数据变换处理方法综合起来主要存在两
个方面的问题：１）对于各个文献给出的预测实例，都能得到较
理想的精度，但这些方法不具有普遍性，许多应用实例表明一
种方法解决这个问题有效，但在解决另一个问题时预测精度
不甚理想，从某种程度上说，也就是与要处理数据的特征有一
定的关系。其实，出现这种现象是正常的，因为客观存在的系
统表象错综复杂，数据混乱不堪，很难找到一种数据处理方法
对所有预测系统均有效。所以，在应用中应重视数据的处理
方法，采用不同的方法得到不同的模型，从中选择与现实问题
拟合较好的预测模型，以便提高模型的拟合效果和预测精度。

另外，函数变换方法是对原始序列进行数据变换预处理，所以
还存在还原误差的问题以及如何控制还原误差。另一方面，

多数文献在变换过程中仅仅强调提高光滑性，这对提高灰色
预测模型的模拟和预测精度并无必然联系。文献［８］指出，光
滑性条件仅仅是保证一次建模具有高精度的充分条件，而非
必要条件。因此，仅仅改造序列的光滑性可能不够，并且已经
有文献通过实例说明，经过变换后离散数据序列的光滑性得
到了很大提高，但是预测的误差反而增大了很多［９］。为此，我
们需要寻找影响模型精度的其他因素，一些文献，如文献［１０］

开始从差异信息、还原误差、凹凸性等新角度来研究各种数值
变换生成方法，得到了比较理想的结果。文献［１１］针对冲击
扰动可能导致模型在预测时失效这一问题，提出了缓冲算子
的概念，并在此基础上构造了弱化缓冲算子和强化缓冲算子。

文献［１２］首次将缓冲算子的构造与函数联系起来，开辟了如
何利用函数来构造缓冲算子的新方向。文献［１３］根据“新信
息优先利用”的原理和“反向累积法”，构造和整合了一类新的
弱化缓冲算子。文献［１４］提出了变权缓冲算子的概念，构造
了一类变权缓冲算子，在控制缓冲算子作用强度的灵活性方
面要明显优于高阶缓冲算子，克服了传统缓冲算子不能实现
微调而导致作用强度过强或过弱的缺点。

从ＧＭ（１，１）模型原始序列数据处理的数值变换方法可
以看出，构造缓冲算子是因为原始数据受到外来因素干扰而
失去本来的数据特性，而它的作用是使扰动数据序列的扰动
因素减弱，实现对序列的真实变化规律的正确把握，从而提高

ＧＭ（１，１）模型模拟和预测的精度。函数变换则是将原始数
据序列通过某一函数关系变换为一组新的数据序列，使新序
列更适合建立ＧＭ（１，１）模型，从而达到提高模型的模拟和预
测的精度。但这两种方法的实质都是对原始序列数据进行数
据变换处理，然而缓冲算子对原始数据变换无需对数据作还
原处理。

１．１．２　层次变换生成
在层次变换生成方法中，累加、累减生成是两种主要的生

成方法，在灰色系统建模中应用最为普遍。累加、累减生成可
以说是灰生成方法中最具核心的生成方法。文献［１５，１６］在
传统累加的基础上提出了一种更适合单调递减序列建模的反

向累加生成方法。文献［１７］对传统的累加生成和累减生成进
行推广，提出了广义累加生成和广义累减生成的概念，并讨论
了它们的几何意义。文献［１８，１９］对广义累加灰色预测模型
进行了深入研究，分析了广义累加生成矩阵模式、参数结构和
模型的优化方法，通过经典实例“电视机销售问题”的应用，其
拟合预测结果较传统方法得到了极大的改进。文献［２０］基于
分数阶的“ｉｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ”思想，将整数阶累加推广到分数阶累
加，提出了分数阶累加离散灰色模型。另外，文献［２１，２２］分
别提出了倒数累加生成法和加权累加生成法，丰富了原始序
列的累加生成方式。

上述累加生成中，广义累加生成最具一般性，其中传统的
一次累加生成、反向累加生成、分数阶累加生成、加权累加生
成等均是其特殊形式。然而，广义累加生成矩阵的确定一般
是根据人的主观判断确定的，很难保证累加生成的规律性和
模型的精度。如文献［１８］通过观察原始序列的一次累加序列
图像，根据突变点的情况，从而将原始序列分为４段。由此可
知，广义累加生成矩阵的确定还没有达到理论的高度，是一个
亟待解决的问题。

１．２　边值条件的改进
由于传统ＧＭ（１，１）模型初始值选择为原始数据序列的

第一个数据，这种解决办法在处理上很方便，但是如果从理论
上来考察，此办法在某些场合可能会造成预测结果的误差过
大。文献［２３］通过理论证明了 ＧＭ（１，１）模型预测值与原始
数据序列第一点无关，即ＧＭ（１，１）预测模型实际上是丢弃了

ｘ（０）（１）的作用，尽管它使得预测序列第一点误差最小，但这
样做既不能保证整个预测序列误差平方和最小，而且还浪费
原始序列的第一点信息。因此，在原有初始值选取的基础上，

出现了多种改进方法。文献［２４］摒弃了传统 ＧＭ（１，１）模型
把原始序列中的ｘ（０）（１）作为初始条件，认为应该选用序列中
使得预测误差最小的数据。文献［２５］提出了带有修正项ｂ的
初值表达式，即用初值ｘ（０）（１）＋ｂ来替代传统初值ｘ（０）（１）。

文献［２６］提出了两种不同的初值修正法，即分别用αｘ（０）（１）

和ｘ（０）（１）＋αｎｋｎ＋αｎ－１ｋｎ－１＋…＋α１ｋ＋α０ 来替代传统初值

ｘ（０）（１）。文献［２７］以生成序列误差平方和最小确定最优边值
条件。文献［２８］全面分析了各种初始点的优化准则，认为模
型优化准则和检验标准不一致会导致优化效果不理想，提出
了以相对误差平方和最小为目标优化 ＧＭ（１，１）模型。文献
［２９］和文献［３０］为了让原始序列的信息得到充分反应，应用
新信息优先原理，分别将初值条件由ｘ（０）（１）改为ｘ（１）（ｎ）和

ｘ（１）（ｎ）＋β，提高了所建模型的预测精度。文献［３１］提出了基
于初始条件滚动的ｘ（１）（ｎ）ＧＭ（１，１）模型，与各种不同初始条
件的ＧＭ（１，１）模型及新陈代谢ＧＭ（１，１）模型进行比较，结
果均表明，初始条件滚动的ｘ（１）（ｎ）ＧＭ（１，１）模型具有较好的
预测精度。

综上可以看出，针对 ＧＭ（１，１）模型边值条件的优化，主
要分为如下几类：１）以原始观测数据ｘ（０）（ｍ）（１≤ｍ≤ｎ）为初
始条件；２）根据新信息优先原理以ｘ（１）（ｎ）、ｘ（１）（ｎ）＋β和原始
序列ｘ（０）的每一个数据的非等加权的和，即α１ｘ（０）（１）＋α２ｘ（０）

（２）＋…＋αｎｘ（０）（ｎ）等作为初值条件；３）根据原始序列与模拟
序列残差和为零、原始序列与模拟序列偏差平方和最小、原始
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累加序列与模拟累加序列偏差平方和最小和平均相对偏差最

小等方法选取初值；４）根据新陈代谢或等维新息原理建立

ＧＭ（１，１）模型，根据３）中的某种准则确定初值（此时初值不
固定）。

从上述优化边值条件的思想和最终的预测结果，可以看
出，选择某个原始数据作为初始条件建立灰色模型，只能用到
这个数据的信息，而没有充分发挥数据序列中其它数据对模
型的作用，对信息利用不够充分。另外，如果该数据有偏差，

根据初始条件对微分方程的影响可知，所建的模型为偏差比
较大的灰色模型，用这种方法得到的模型的预测精度一般比
用上面提到的其他方法得到的模型的预测精度要低。

１．３　背景值的改进

传统ＧＭ（１，１）模型背景值ｚ（１）（ｋ）＝０．５ｘ（１）（ｋ－１）＋
０．５ｘ（１）（ｋ）的构造公式是一个平滑公式，当序列数据变化平缓
时，这样的背景值是合适的，模型偏差较小，但当序列数据变
化较快时，模型偏差往往也比较大。文献［３２］通过拉格朗日
中值定理证明了传统灰色预测模型背景值赋值是不合理的。

事实上，由ＧＭ（１，１）模型的时间响应式可以看出，它的模拟
和预测精度取决于参数ａ和ｂ，而参数ａ和ｂ的值又依赖于原
始数据序列和背景值，因此背景值公式构造是否合理直接影
响模型的预测精度。文献［３３］将 ＧＭ（１，１）模型扩展为算术

加权（即背景值ｚ（１）（ｋ）＝αｘ（１）（ｋ－１）＋（１－α）ｘ（１）（ｋ））灰色
预测模型，即ＧＭ（１，１，α）模型，该模型的核心问题就是如何
确定权重α，该文通过理论分析和迭代法确定最佳生成系数

α，得到了新的背景值计算公式。文献［３４］用遗传算法求解最
优的α值，使模型的精度较传统ＧＭ（１，１）模型有所提高。文
献［３５］构造了一种几何加权的新背景值的优化模型，其对低
指数和高指数增长序列预测保持了较高的精度。文献［３６］从

ｚ（１）（ｋ）的几何意义出发，用齐次指数函数对一次累加生成序
列重构背景值，扩大了模型的适用范围。但是，从 ＧＭ（１，１）

模型白化微分方程解的形式可以看出，一次累加生成序列是
非齐次指数形式，文献［３７］以此为基础，进一步优化了背景值
的构造公式。文献［３８］在文献［３７］等文献的基础上，为了改
善近似齐次指数序列建模背景值的适应性，对其添加动态修
正项来优化背景值。文献［３９］提出了一种同时满足无偏性和
最小误差性背景值构造方法。文献［４０］首次运用分割求和的
思想，采用逐步试凑法确定面积重构了一个表达形式简洁、计
算简单、适应性极强的背景值计算公式。文献［４１，４２］分别提
出了用数值积分中的 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｃｏｒｅｓ公式和Ｇａｕｓｓ公式重构
模型中的背景值，可以有效地提高模型的预测精度和适用性。

另外，文献［４３］研究了灰色ＧＭ（１，１，α）模型中背景值与相对
误差之间的变化关系，从而达到通过调整背景值的大小来减
少模型的相对误差的目的。

一般地，优化背景值的思路主要有：１）从背景值各种加权
生成形式出发，给出了背景值的不同确定方法。２）从背景值
构造的物理意义的角度出发，即背景值的大小实际上等于曲
边梯形面积。此时，主要从两个方向来构造新背景值，一个方
向是将背景值看作是某个齐次指数函数或非齐次指数函数在

区间［ｋ－１，ｋ］上的定积分。另一个方向是将曲边梯形划分成
若干份，用矩形法、梯形法、中位线法或抛物线法等方法求出
这若干份的面积和，而对于某些数值不存在的点，可以利用数
值分析中的插值法求解。一般来说，第二种方法，即从背景值
的物理意义考虑，重构后的背景值更加趋近于真值，模型的拟

合精度比各种加权生成的精度要高。

１．４　模型参数估计方法改进
为了估计参数ａ和ｂ，传统ＧＭ（１，１）模型和许多文献都

采用最小二乘准则，然而，对于小样本预测问题，最小二乘法
的稳健性较差，即当样本中存在异常值时，经最小二乘法拟合
的直线可能会偏离真实直线。因此，在处理存在奇异点的预
测问题时，模型不能得到很好的拟合精度。于是，后续研究提
出了许多改进方法。文献［４４］提出了估计 ＧＭ（１，１）模型参
数的相除法，使参数估计的计算量大大减少。文献［４５］提出
了用３种差商代替灰导数与不同的灰导数相结合，得到了估
计模型参数的一簇算法。文献［４６，４７］分别提出了全最小一
乘法和加权最小二乘方法求解微分方程的参数，提高了模型
的稳健性和预测精度。另外，文献［４８，４９］分别提出了带有线
性时间项的灰色作用量的ＧＭ（１，１）模型和参数动态变化的
灰色预测模型，并且通过实例验证结果均说明可变参数动态
预测模型比固定参数的传统ＧＭ（１，１）模型具有更好的预测
精度。

综上，可以看出模型参数改进方法主要有以下两个方面：

１）改变模型参数的求解方式；２）建立动态预测模型，求解时变
参数。

１．５　残差序列的优化
在灰色预测的模型检验中，若残差检验不合格时，需要建

立残差修正模型，对模型的预测值做进一步修正，提高模型的
拟合效果和预测精度。文献［５０］提出了一种具有残差校正的

ｎ次累加灰色模型，其对随机性强、数据波动“无序”的序列拟
合效果好，拓宽了 ＧＭ（１，１）的应用范围。文献［５１］在传统

ＧＭ（１，１）残差修正模型的基础上，重新定义误差序列，得到
了两种新的误差修正模型。文献［５２］在文献［５１］的基础上，

结合函数变换的思想，建立新的ＧＭ（１，１）残差优化模型。文
献［５３］运用马尔柯夫过程判断残差符号来改进残差 ＧＭ（１，

１）模型。文献［５４－５６］对残差修正模型进行了研究，分别提出
了三角函数残差修正模型、马尔柯夫残差修正模型、残差变化
趋势的修正模型。这些模型都有效地提高了灰色模型的建模
精度和预测精度。

在残差序列优化的模型中，应用较为普遍的残差序列优
化方法是取出一定数目的残差尾段进行二次建模，但如何消
除残差序列的波动性带来的影响还有待进一步研究。在实际
应用中，还可以做多次残差模型叠加对模型进行修正，使精度

更高［５７］。

１．６　综合优化
纵观上述优化模型可以看出，许多学者对灰色模型的研

究只是从单一方面进行研究，虽然做到了单方面提高模型的
整体预测效果，但是单方面的提高往往是有限的，只有同时提
高多方面的特性才可能更好地提高系统性能。因此根据上述
理论，许多学者同时优化多个要素，使模型更具有广泛性，进
一步提高模型的精度。文献［５８］假定原始数据为非齐次指数
序列，提出了用向前差商和向后差商的加权平均值作为直接
建模的灰导数，并依据新息优先原理，以ｘ（０）（ｎ）为初始条件，

建立了新的直接ＧＭ（１，１）模型，不仅提高了建模的精度，而
且扩大了模型的适用范围。文献［５９］提出了基于遗传算法求
解最佳背景值参数λ和最佳边界值修正项ε的方法，明显提
高了模型的预测精度。文献［６０］结合文献［２９，３６］的方法，提
出了一种新的优化方法，其模拟效果和预测精度都得到了提
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高。文献［６１］从背景值构造和初始值确定两个方面分析了

ＧＭ（１，１）模型的不足，建立了加权背景值和带有修正项的初
始值，实例表明改进的 ＧＭ（１，１）模型优于普通灰色预测模
型。文献［６２］根据最小二乘法理论求解模型中的初始值，并
采用自动寻优定权的方法，取预测精度最高的权重作为背景
值的最佳权重两方面优化来改进传统 ＧＭ（１，１）模型。文献
［６３］运用幂函数变换法提高序列的光滑性和通过累积法对

ＧＭ（１，１）模型参数进行估计，用ＧＭ（１，１）模型内涵型解代替
白化响应式来增强模型的稳定性，大大地改善了模型的适用
范围。文献［６４］利用文献［４０］构造的背景值和 ＧＭ（１，１）内
涵型推导的白化响应式（模型的两个参数通过累积法求解）两
方面优化来改进传统ＧＭ（１，１）模型，显著扩大了ＧＭ（１，１）

模型的适用范围。文献［６５］采用积分优化、二次拟合优化以
及残差改进方法，建立多重修正模型，对 ＧＭ（１，１）模型进行

分步改进。文献［６６］给出了反向累加生成的灰色预测ＧＯＭ
（１，１）模型，优化了传统ＧＭ（１，１）模型背景值构造方式和初
始点的选取，拓展了ＧＯＭ（１，１）模型的适用范围，显著改善了
预测效果。文献［６７］将 ＧＭ（１，１）模型中的灰色作用量改为
动态形式，并利用最小二乘法和新陈代谢的思想，提出一种改
进的灰色预测模型，拓宽了灰色预测模型的适用范围。

从多方面优化的模型及实际应用上可以看出，综合优化
确实比单一方面的优化在拟合效果和预测精度上提高了许

多。

２　灰色预测模型研究展望

经过３０多年的发展，ＧＭ（１，１）模型虽然已经形成了一个

比较完善的理论体系，在许多领域的分析、预测中得到了广泛
的应用。但是，在灰色预测理论中还有许多重要的问题没有

得到有效的解决。本文认为，在以下几个方面还有待于进一
步研究：

（１）大量的研究者对灰色ＧＭ（１，１）模型不断深入研究的
同时，提出了许多ＧＭ（１，１）的拓展模型。如ＧＭ（１，Ｎ）、ＧＭ
（０，Ｎ）、ＧＭ（１，１，ｔ）、ＧＭ（２，１）以及灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型等，探
索各种模型的适用范围，同时进一步完善这些模型的性质和
扩大其适用范围、提高建模精度具有重要的理论意义和现实
价值。

（２）从ＧＭ（１，１）优化模型的大量研究文献中可以看出，

许多研究者观察模型拟合的好坏都是从模型精度等某一个角

度来进行研究的，并就给出的具体算例说明其方法的有效性。

然而，就预测方法而言，衡量一个预测方法的好坏，单考虑它
实际上所达到的精度是不够的，还应考虑预测理论上所达到
的精度，即考虑是否充分利用了系统的白色信息、预测精度与

极限精度之间的接近程度如何。因为有些客观对象本身的发
展就很有规律，对这类对象的预测即使是很粗糙的方法也能
达到很高的精度；反之，一些对象灰度很大，发展过程也不平
稳，那么最好的预测方法也难以达到较高的精度。但目前对
此类问题的研究很少，然而它却有很重要的理论和实际意义。

（３）纵观灰色预测模型的既有研究成果，通常都是对认
识到的灰数信息进行白化处理，将灰数序列转化为实数序列，

然后构建灰色预测模型。换言之，现有的灰色预测模型及其
拓展模型，其建模对象局限于白化数序列。随着科学技术的
发展，人类所涉及的系统越来越复杂，表征系统的信息灰度也
越来越大，在这样的大背景下，以实数序列为建模对象的传统

灰色预测模型及其拓展模型，已经难以满足系统建模的实际
需要。因此，进一步完善灰数的定义和灰代数运算体系并构
建有效的基于“灰数序列”的灰色预测模型，更符合人们对系
统未来趋势的把握和认识，对丰富与完善灰色预测模型的理
论体系具有十分重要的意义。

（４）目前，灰色预测模型研究的均为小样本（一般样本容
量ｎ≤１０），并且样本为一维数据。然而，对于样本容量ｎ满
足：２０≤ｎ≤５０的灰色预测模型或多维数据的灰色预测模型
的研究很少，这类数据在实际生活中也是大量存在的，是未来
需要关注和研究的方向之一。

（５）灰色预测模型优化的结果不仅取决于优化模型的研
究，同时取决于优化方法的研究。近年来，在广泛应用遗传算
法和一些改进的遗传算法的基础上，着眼于群体智能优化的
研究越来越多。于是，算法与算法组合研究，即将多种算法结
合起来以改进复杂、高功能的灰色预测模型的预测效果也可
能是有待关注的方向之一。

结束语　灰色系统理论创立至今，其应用的范围越来越
广泛，对于各种应用数据，发现传统 ＧＭ（１，１）模型在进行拟
合与预测时，模型出现了一定的缺陷和不足，大量研究从不同
的方面改进了这些不足，然而，现有的文献均没有对灰色ＧＭ
（１，１）预测模型的优化方法进行比较全面系统的综述。本文
对近些年来研究比较深入的灰色预测中最常用的 ＧＭ（１，１）

模型优化方法的概貌以及发展动态从６个方面进行了比较详
细的介绍，使得对ＧＭ（１，１）模型发展有更加全面的了解与认
识。本文的创新点在于比较全面地介绍了 ＧＭ（１，１）模型的
优化方法，同时提出了一些ＧＭ 模型中未能得到有效解决的
问题和需要进一步研究的领域，以期为后续相关研究提供思
路和一些参考。
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