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函数矩阵及其微积分的高阶逻辑形式化 
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摘 要 函数矩阵广泛应用于动态系统的建模与分析。传统的函数矩阵分析主要采用纸笔演算、数值计算和符号推 

导的方法，这些方法不能保证提供精确或正确的结果。高阶逻辑定理证明作为一种高可靠的形式化验证方法，可以克 

服以上不足。在高阶逻辑定理证明器 H0L4中对函数向量和函数矩阵相关理论进行形式化，内容包括函数向量和函 

数矩阵及其连续性、微分、积分的形式化定义和相关性质的逻辑推理证明。为示范函数矩阵形式化的应用，最后给出 

机器人运动学中旋转矩阵微分公式的形式化验证。 
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Abstract Function matrix is widely employed in the modeling and analysis of dynamic system．Paper-pencil calcula— 

tions，numerical calculations and symbolic algebra methods，which are used in traditional analysis of function matrix， 

cannot guarantee to provide accurate or correct results．Higher-order logic theorem proving，as a kind of highly reliable 

forma1 verification method，can overcome the above shortcomings．This paper formalized the related theories of function 

vector and  function matrix in the higher-order logic theorem prover HOL4．Form al contents include the formal defini— 

tions and  proving of function vector and function matrix，and their properties of continuity，differential and integra1．The 

form al verification of the differential equation of rotation matrix in the robotic kinematics was given to illustrate the ap— 

plication of the form alization． 
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1 引言 

函数矩阵理论广泛应用于动态系统的分析中，如控制系 

统_1_3_、能源系统[4 ]、机器人系统等。传统上对函数矩阵的分 

析主要采用纸笔演算以及基于计算机的数值计算或符号推导 

的方法。就现代社会中复杂的工程系统来说，纸笔演算很容 

易出现人为错误。数值方法[6]中浮点数的天然缺陷，加之运 

算次数受计算机内存资源的限制，使得数值分析法无法得到 

精确值。符号推导主要依赖于支持符号运算的计算机代数系 

统 ，它虽然避免了数值方法不精确的问题 ，但是这些代数系统 

中大量的程序并未经过完备的验证，难免存在错误。因此对 

于很多正确性和可靠性要求极高的动态系统，比如安全攸关 

的医学治疗机器人系统，传统方法并不能满足其可靠性和精 

确性要求。 

形式化验证是一种高可靠的精确验证技术，近年来越来 

越多地被应用到众多关键系统的验证中，如自主机器人的安 

全区域算法的验证[7]、片上系统内存序列重组问题的验证l8 

等。高阶逻辑定理证明是形式化验证方法中的一种 ，它用数 

学逻辑公式来表达所要验证的系统模型及其属性，具有很强 

的表达能力，能够形式化表示任何一种能被数学模型表示的 

系统。它以公认的逻辑公理和推理规则为基础构建形式化分 

析和证明过程，每个新加入定理证明器中的定理都经过严格 
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证明，具有较高的可靠性和完备的正确性。然而定理证明系 

统的建模和推理能力依赖于应用领域的相关数学理论的形式 

化模型。因而，函数矩阵的形式化是使用定理证明技术形式 

化验证动态系统的基础，对其具有重要的理论意义和应用价 

值。 

H0L4系统[9]是 目前最通用的定理证明器之一，其庞大 

的定理库(如超越 函数库、limTheory库等)使得它 已具有很 

强的建模推理能力，加上新增的实数矩阵定理库_1 ，为函数 

矩阵及其性质的形式化奠定了坚实的基础。实际上，刘振科 

等人l】1]曾在 HOL4中形式化过函数矩阵理论 。然而其函数 

矩阵的数据类型被定义为(real--~rea1) m (m， 分别为函数 

矩阵的行数和列数)，这种类型虽然表征了函数矩阵的每一个 

元素都是类型为 real--~real的函数，但是并不能表征出函数 

矩阵的自变量。当函数矩阵中含有多个自变量而只要求对其 

中一个变量进行微积分时，上述类型无法直接表示。另外，上 

述类型对于 H0L4系统来说是一个全新的类型，与普通实数 

矩阵没有建立联系，不能利用实数矩阵已有的运算性质，因此 

需要形式化很多类似普 通实数 矩阵的基本运算性质。在 

HOL4系统已有比较完备的实数矩阵理论库_1o_的情况下 ，这 

样做显然比较冗余。为弥补上述不足，本文提出将函数矩阵 

的数据类型形式化定义为 real--~real 。这看似微小的不 

同，使得函数矩阵理论形式化的应用更加便捷和广泛 ，主要体 

现如下：假设 ． 是类型为 real一 z m 的函数矩阵，砌  

( )便表示以 为自变量的函数矩阵。fro(x)作为一个整体， 

其返 回类型是 real ，这正是普通实数矩阵的类型，函数矩 

阵本身的加、减、乘等基本运算性质便无须再形式化定义和证 

明，可以通过 fro(x)的形式直接使用普通实数矩阵库中相应 

定理进行推理演算 。另一方面，本文形式化的函数矩阵微积 

分理论不仅可以方便地应用于只含有一个实数变量的函数矩 

阵的微积分 ，当函数矩阵中含有多个实变量时，也可以简便地 

对其中任何一个变量进行微积分运算。 

本文第 2节在高阶逻辑定理证明器中建立了函数矩阵和 

函数向量类型及其连续性的形式化模型；第 3节给出了函数 

向量和函数矩阵 的微分 定义及性 质的形式 化；第 4节在 

HOL4中形式化了函数向量和函数矩阵的积分及其性质；第 

5节以机器人旋转矩阵的微分公式的验证为例，展示了本文 

函数矩阵形式化的实际应用 ；最后总结全文。 

2 函数矩阵及其连续性 

以实变量 的函数为元素的矩阵，如 

fa11( ) ⋯ a1 ( )] 

A( )一 { i 。． i l 

laml( ) ⋯ ‰ ( )J 

称为函数矩阵_】 ，其中a ( )为该矩阵的元素。函数矩阵A 

( )在数学上表示从一个实数 到一个实数矩阵的映射 。在 

HOL4中，用“ 一．8”来表示映射或函数的类型。根据本文思 

想，将函数矩阵的类型形式化定义为Hol_type：real--~real 。 

其中real表示实数类型，realtm 表示 行n列的实数矩阵。 

2．1 函数矩阵的连续性 

众所周知，实函数连续性的讨论是函数的微积分理论的 

基础，对于函数矩阵，其连续性一样重要。接下来将形式化分 

析函数矩阵的连续性。 

定义 1 若函数矩阵A( )的每个元素 a ，( )在 zo点都 

连续 ，则称函数矩阵A(z)在 Xo点连续。其形式化定义为： 

Val fmatrix—contl— 盯 一 l— V FM ．frnatrix—contl 

FM z 

<一)V ij．i~dimindex(：tm)  ̂<dimindex(： ) 

一 一 > ((2x．FM(-z)～i )contl ) 

上述定义中，FM表示类型为real一~real[ ]E'm]的函 

数 矩 阵， 是 类 型 为 real的 实 数；dimindex(： ) 和 

dimindex(： )分别表示维数 m和 ；contl是 HOL4中函数 

连续的形式化表示 ，这里用 fmatrix_contl形式化表示函数矩 

阵的连续，(fmatrix_eont(FMx))表示 FM 在 处连续。 

容易得知，函数矩阵的连续具有函数连续的类似性质。 

表 1列出函数矩阵的连续性相关性质的形式化。这些性质的 

形式化验证确保了函数矩阵连续性形式化定义的正确性。 

表 1 函数矩阵连续性质的相关引理 

性质描述 HOL4形式化 

l_常数矩阵是连续的 

2．若函数矩阵FA、FB都在 x处 

连续，则(FAq-FB)也在 X处 

连续 

3．若函数矩阵FA、FB都在 x处 

连续，则(FAXFB)也在 x处 

连续 

4．若函数矩阵FA在 x处连续， 

则～FA也在 X处连续 

5．若函数矩阵 FA和函数 f都 

在 X处连续，则FA在 fix)处 

也连续 

I— V A xfmatrix_contl(Xx．A )X 

f— V FA FB】L(fmatrix_contlFAx)  ̂

(fmatrix_contl FB X)一 一> (fmatrix
—  

contl(Xx．FA(x)+FB(x))x) 

l— V FA FB K (fmatrix_contlFAx)A 

(fmatrix_cont1 FB x)一 一> (fmatrix
—  

contl(Xx．FA(x)* *FB(x))x) 

f—V FA x(fmatrix,_contlI、A x)一一> 

(fmatrix_contl(Xx．～ FA(x))X) 

I— V FA fx(fmatrix_contlFA x)̂ (f 

contl x)一 一 > (fmatrix contl( 】L FA(f 

x))x) 

2．2 函数向量及其连续性 

以实变量 z的函数为元素的向量，如 

( )一(口l(．z)，a2( )，⋯，a ( )) 

称为函数向量，其中 a ( )为函数向量的元素。函数 向量 

( )可以看成一个实数 _z到实数向量的映射。类似函数矩阵 

的类型定义，函数 向量在 HOL4中的形式化类型是 Hol— 

type： Z一 Z ，其中real 表示 维向量。 

定义 2 与函数矩阵类似，若函数向量的每个元素在某 

一 点都连续，则称函数向量在这一点是连续的。其形式化定 

义为： 

Val fveetor—contl_def= I— V F ．fvector_contl FV 

(一)Vi．i<dimindex(：'n)一一>(( 
． ) i)contl ) 

其中，FV表示类型为real一> nz[ ]的函数向量； 为类型 

为real的实数；dimindex(： )表示 函数 向量 的维数是 。 

(fvector_contlFVx)形式化表示函数向量 FV在 ，处连续。 

函数向量的连续性质也与函数矩阵类似，已在 HOL4中 

形式化验证过 ，这里不再一一赘述。 

3 函数矩阵的微分 

若函数矩阵或函数向量的每个元素都是可微的，则称函 

数矩阵或函数向量也是可微的。本节将讨论函数向量和函数 

矩阵的微分及其运算性质的形式化。在 H0L4中对运算性 

质的形式化证明或验证的过程是 ：先将需要证明的性质按照 
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H0L4的形式化规则描述成一个个逻辑命题，再将这些命题 

当成需要证明的形式化 目标 ，在 HOL4中找到该 目标的一个 

证明过程。由于篇幅限制，文中只对较复杂、难理解的性质的 

证明给出步骤，其余的只给出已验证性质的形式化验证目标。 

3．1 函数向量微分的形式化 

3．1．1 函数向量导数的定义 

定义 3 设函数向量 V( )一(n (Iz)) ( 一1，2，⋯， )，如 

果所有的元素 a ( )都是变量 -z的可微函数，则称函数向量V 

( )可微。其形式化定义为： 

Val fvector—differentiable—def— l— VFV ．FV 

fvector_differentiable (一>Vi．i~dimindex(： ，{)一一> 

(( ．FV ) i)differentiableIz) 

其中，FV表示类型为real一> z[ ]的函数向量，lz是类型 

为 real的实数。HOL4中，differentiable表示实数函数可 

微，这里用 fvector—differentiable形式化表示函数 向量可 

微。 

定义 4 若函数向量 V( )可微，则称 

( )一 V( )一( _r)) (1) 

为函数向量 V( )对变量 的导数。利用 limTheory库 中实 

数函数导数的定义可将函数向量导数的定义形式化为： 

Val fvector—diffl—d _厂一 I— VF、，V ．(FVfvector— 

difflv)(z 

(一)Vi． <dimindex(： )一 一> ((2x．F ) i)di厂 

( ))( ) 

其中，FV表示类型为real-->real~ ]的函数向量，V是类型 

为real[ nl的向量， 是类型为real的实数。d ，，2是HOL4 

中函数求导的中缀表示符。这里形式化定义 fvector—di，，2 

为函数向量求导的中缀表示符，(FVfvector—diffl V) 表 

示 FV在 处的导数为向量 。 

3．1．2 函数向量的导数性质 

函数向量导数的运算性质有很多，下面将主要给出几条 

简单且常用的性质的形式化，如表 2所列，这些性质都已经在 

H0L4系统 中证明。无特别说 明时，下 面的形式化中 F ， 

FⅥ 和 FV2表示函数向量 ， ，V1和 V2表示导数向量或常 

向量。 

表2 函数向量导数性质的相关引理 

性质描述 HOL4形式化 

帚数 同重 寻效 力 。同茧 

函数向量导数的唯一性 

阜 (cv(x))一cV (x) 
QX 

阜 (～v(x))一～V (x) 
Qx 

(V1(x)±V2(x))一 

I～V V x(( x V)fvector—diffl(vECT0R— 

O))(x) 

I—V FV xV1 V2．(FVfveetor—dimⅥ )(x)̂  

(FV fvector_diffl V2)(x)：一> (V1一V2) 

I～V V c x (FVfvector_dim V)(x)一 > 

(( 墨c*FV(x))fvector_diffl(c*V))(x) 

1～V FV x (FV fvector_diffl V)(x)一一> 

(( 】L～FV(x))fvector diffl(～V))(x) 

l～V FVl FV2 x V1 V2．((FV1 fvector—diffl 
V1)x)A((FV2 fvector—diff1 V2)(x))一 一> 

(((Xx．FV1(x)士FV2(x))fvector— diffl(V1± 

V2))(x)) 

3．2 函数矩阵微分的形式化 

3．2．1 函数矩阵导数的定义 

定义 5 设函数矩阵A(z)一( ( )) x ( 1，2，⋯， ； 
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J一1，2，⋯， )，如果所有的元素 a6( )都是变量 的可微函 

数，则称函数矩阵A( )可微 。其形式化定义为： 

Val frnatrix—differentiable—def= l— V FM ．FM- 

fmatrix_differentiable (一>Vi J．i<dimindex(： m)A 

j~dimindex(： )一一>(O,x．FM(x) )differentiablex) 

其中，FM表示类型为real一>real[ ][ ]的函数矩阵， 

是类型为 real的实数。这里用 frnatrix_differentiable形式 

化表示函数矩阵可微。 

定义 6 若函数矩阵A( )可微，则称 

A )一 (z)一 d ( )) (2) 

为函数矩阵A( )对变量 的导数。同函数向量导数的形式 

化定义类似，函数矩阵导数形式化定义为： 

Val fmatrix_diffl—def= {一V FMA ．(FM frnatrix— 

，，2A)( )(一>V i J． <dimindex(： )A J<dimindex 

(： )一一>(( ．FM(x) i9)diffl(A ))( ) 

其中，FM表示类型为real一>real~ ][ ]的函数矩阵，A 

是类型为real[ ][ ]的矩阵。这里形式化定义(FM-，锄 一 

trix
_ difflA) 表示 FM 在 处的导数为矩阵A。 

3．2．2 函数矩阵导数的性质 

根据上述函数矩阵导数的形式化定义，下面将给出函数 

矩阵导数的相关重要性质的形式化。无特别说明时，下面的 

形式化中FM，FA和FB表示函数矩阵，M，A和B表示导数 

矩阵或常矩阵。c和 k为常系数，-厂为实数函数。 

性质 1 函数矩阵在 处可导，则在z处一定连续。 

l—V m ．((伽 frnatrix—di ffl m)(z))一 一> 

(frnatrix contl加 Iz) 

性质 2 常数矩阵的导数为零矩阵。 

l—VAx．(( ．A)fmatrix_diffl(MAT O))( ) 

性质 3 

(cA( ))一c ( ) (3) 

l—V FMM c ．((FMfmatrix—diffl M)( ))一一> 

((( ．c*FM(x))fmatrix_diffl(c*M))( )) 

性质 4 

(A( )±B( ))一 ( )± B( ) (4) 

l—VFA FB 37 A B．((FA fmatrix— ffl A)( ))A 

((FBfrnatrix_difflB)( ))一一>(((2x．FA(x)土FB( )) 

fmatrix_diffl(A±B))( )) 

性质 5 函数矩阵导数的唯一性。 

l—VFM A B．(FM fmatrix—di’ffl A)( )̂ (FM 

fmatrix_diffl B)( )一一>(A—B) 

性质6 相等的两函数矩阵在同一处的导数也相等。 

l—VFAFBA ．(FA—FB)A(FAfmatrix_difflA) 

一 一 >(FB fmatrix_diffl A) 

性质 7 

甚(A ( )+⋯+A ( )) 墨|A ( )+⋯+ |A ( )(5) 
l—Vm FMM．(V r．O<一 rA r<m一一>(((ix．FM 

r )frnatrix—di厂 (M r))( )))一一> (((2x．(MSUM 



(countm)( m．FMm )))fmatrix_diffl(MSU7 (countm) 

( r．M r))) r) 

上述性质的形式化中，FM是带有编号的函数矩阵，其类 

型为num-->real-->real[ nil／m]。M类型为 z肋一> re— 

all ][ ]，(Mr)表示第 r个函数矩阵(FMr )在 处的导 

数矩阵。MSUM形式化表示多个矩阵依次求和。 

性质 8 

(忌 A，( )+⋯+志，fA ( ))一是。 |A ( )+⋯+ d 

A (z)1 (6) 

l— Vm．r FM M c．(V r．O< 一 r̂ r< 一 一> ((( ． 

FM r37)fmatrix_diffl(M r))( )))一一>(((2137．(MSU? 

(count )(2,m．(c m)*(FM m -z))))frnatrix—di 

(』 L刀 (count )( ， (c r)*(M r))))37) 

性质 8与性质 7类似，只是每个函数矩阵都乘了一个常 

系数。 

性质 9 

(厂( )×A( ))一／( )×A( )+，( )× (Iz)(7) 

I—VFM M ．((fdiffl z) )A((FMfmatrix_dif- 

，2M) )一一>((( z．_厂( )*FM(z))fmatri．7c—diffl(Z* 

F )-4-_厂( )*A ) ) 

性质 10 

(A( )XB)一( (-z))XB (8) 

l—VFAAB ．((FAfrnatrix—difflA)( ))一一> 

((( ．(FA(z))**B)fmatrix_diffl(A**B))( )) 

性质 11 

(A( )XB( ))一( l-A( ))XB( )+A( )×孚B( )(9) 们 nr dZ 

I—VFA FB AB ．((FA fmatrix—diffl A)( ))A 

((FBfmatrix_difflB)( ))— =>((( ．(FA( ))**(FB 

(z)))fmatri37_diffl(A **FB( )+(FA( ))**B))( )) 

性质 12 

(A( )))一( ( · ( ) (1o) 

1一 VFMM fl37．((FM frnatrix—diffl M )(f,7c))̂  

((fdiffl Z) )一 一> ((( Iz．FM(厂(z)))fmatrix—di朋  

(M *Z))( )) 

性质 13 

—dIA一 ( )一一A一 ( )× XA一 ( ) (11) 凹 

J—V FMM ．((FM fmatrix—diffl M) )A(加 一 

tri37
_ differentiable(2137．M-A刀 jX—INV(FM(37)))一一> 

(((2,37．MATRIX
— IN (FM( )))frnatri37一diffl(一MA— 

TRIX
_

JN、厂( M (37))**M **MATRIX
_ INV(FM( -))))．z) 

性质 13的形式化验证稍显复杂，它先使用逆矩阵的性质 

定理 MATR1X_INV证得A( )XA ( )一I(I为单位矩阵)； 

再利用上述函数矩阵的导数性质 6和式(11)，可得A(37)× 

．  

一  ( )一一下dA(x)XA一 (
1z)；最后使用矩阵定理库 中相 037 。 

关定理对目标等式两边同时左乘A ( )，可证得目标。 

3．3 函数向量和函数矩阵的混合运算导数性质 

在实际动态系统的应用中，函数向量和函数矩阵的导数 

运算并不总是单一使用的，有时也需要函数向量和函数矩阵 

的混合运算的导数性质。这里给出两个最主要的混合运算的 

导数性质的形式化。 

性质 14 
J 

( ( )XA(x))一 ( )XA(37)+V(37)XA (z) (12) 
1307 

l—VV FV FM 缸．((F fvector—di-， V)(37))̂  

((FM fmatrix_di M)( ))一一>(((2137．FV( )**FM 

(．z))fvector_diffl(V**FM(3776)4-F、厂( r)**̂ ，D)．z) 

性质 15 

J 

半 (A( )XV(37))一A ( )× (z)+A( )× ( )(13) 
o．T 

I—VV F FM Mx．((FVfvector—di，厂2 V)( ))八 

((FMfmatrix_di M)( ))一一>(((2137．FM( )**F 

(jr))fvector_di。7nj (M **F、厂( )+F2＼ r)**V)) ) 

函数向量和函数矩阵导数的性质是其实际应用的理论前 

提。本节导数性质的形式化验证不仅为实际使用函数向量和 

函数矩阵导数运算性质进行关键系统的形式化验证减少了大 

量人工干预，还确保了函数向量和函数矩阵微分和导数的形 

式化定义的正确性。 

4 函数矩阵的积分 

4．1 函数向量的积分的形式化 

4．1．1 函数 向量积分 的定义 

定义 7 设函数向量 V(37)一(n ( )) ( 一1，2，⋯， )，如 

果所有的元素a ( )都在某一区间 ，6]上(n≤6)存在积分， 

则称函数向量V( )在此区间上可积。其形式化定义为： 

Val fvector—integrable_def=l—V F Ⅱb 37．fvector_ 

integrable(a，6)FV<一 )V ．(＆< ==6)A(i<diminde37(： )) 

一 一 >3V：real[ ，2]．Dint(a，6)(2,x：rea1．FV(37) )(V'i) 

其中，F 表示类型为 real-->real['n]的函数向量，a和b表 

示积分区间的边界值。HOL4中，Dint(a，b)fk形式化表示 

_厂在区间 ，6]上的积分为k，integrable表示实数函数可积。 

这里用 fvector_integrable形式化表示函数向量可积。 

定义8 若函数向量V(37)在区间[口，6](口≤6)上可积，则 

称 
Fb Fb 

l V(37)出 一(1 a ( )dx) ， 一1，2，⋯， (14) 
J 口 J d 

为函数向量 V(37)在区间 a，6]上的积分。根据 Gauge积分 

库l_】3]中实数函数积分的定义可将函数向量积分的定义形式 

化为： 

Val fvector—integral_def= l—Vab F ．fvector_in— 

tegral(a，6)FV= @ V i．＆< 一 bA <dimindex(： )一一> 

Dint(a，6)( ．FV( ) i)(v'i) 

其中，FV表示类型为real-->real[ 72]的函数向量，V是FV 

在区间[口，6]上的积分。integral在 HOL4中表示函数积分， 

这里定义 fvector_integral(a，6)FV形式化表示 F 在区间 

，6]上的积分。 

4．1．2 函数 向量积分的性质 

性质 16 零向量在任意区间上的积分都为零向量。 
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l— Va b i．(a< 一6)̂ (i<dimindex(： n))一 一 > 

Dint(a，6)(2x．fv(x) )(vti) 

性质17若f ( )出一 ，则f c．v( )如 c．73o 

l— V 7xl b e：real ．(＆< 一6)八(iddimindex(： )) 

一-->Dint(a，6)(2x．fv(x) i)(Ji)一一>Dint(a，6)(2x．(c* 

如Cr)) )(c*v'i) 

Pb f'b 

性质18 若 f V (_1，)cLr— ，并且 I ix)dx一 ，则 

Cb 

I( ( )±V2(_f，))dx一 7Ol 4- 。 

【一V 1，tI2 vl v2 a b c：real i．Cad一6)̂ (iddi— 

mindex(： 72))一一> (Dint(n，6)(2x．fv1ix) )(vl i))八 

(Dint(a，6)(2x．fv2(x) i)(v2 ))一=>Dint(a，6)(ax．( 1 

( )+fv2(x)) i)(vl +v2 i) 

4．2 函数矩阵的积分的形式化 

4．2．1 函数矩阵积分的定义 

定义 9 设函数矩阵A(z)一(＆ ( )) (i一1，2，⋯，m； 

J一1，2，⋯，”)，如果所有的元素 a ( )都在某一区间Ea，6]上 

(口≤6)存在积分，则称函数矩阵A(z)在此区间上可积。其形 

式化定义为 ： 

Val fmatrix—integrable_def= l—V FM a b．fmatrix— 

integrable(a，6)FM(一)Vi J．(ad一6)A(iddimindex(： 

m))̂ ( <dimindex(： ))一一> M Dint(a，6)(ax：rea1． 

FM(x) )( i3) 

其中，FM表示类型为real--~real[ ][ ]的函数矩阵，a和 

b是积分区间的边界值，M 为 FM 在区间[n，6]上 的积分。 

frnatrix_integrable(a，6)FM 形式化表示函数矩阵 FM 在区 

间 ，6]上可积。 

定义 10 若函数矩阵FM在区间[a，6](口≤6)上可积， 

则称 

f ( )出一(r口 (． ，)(Lr) ， 1，2，⋯，m， 一1，2，⋯， 
(15) 

为函数矩阵A( )在区间 ，6]上的积分。同函数向量积分的 

定义类似，函数矩阵积分的定义被形式化为： 

Val fmatrix—integral_def=l—Va b FM．frnatrix—in— 

tegral(a，6)FM = @M．Vi ．(ad 一6)八(id dimindex(： 

))八( <dimindex(： ))一 一> Dint(a，6)(2x：rea1．FM 

( ) i'j)( 乃) 

其中，frnatrix_integral(a，6)FM 形式化表示函数矩阵 FM 

在区间 ，6]上的积分。 

4．2．2 函数矩阵积分的性质 

性质 19 若函数矩阵 A( )在区间[＆，6]上连续，则 A 

( )在 ，6]上可积。 

l— V F』 a bx．((n< 一6)A(Ⅱ< 一 )̂ ( <一6)一一> 

(fmatrix_contl FM ))一一> (fmatrix—integrable(a，6) 

F 

t'b r6 

性质20 若 I A( )dT—A，则 I c·A( )(Lr—c·A。 

I—Vfmma b e．Cad一6)A(iddimindex(=Im))A( < 

dimindex(= ))一：>Dint(a，6)(2x．fro(x) i J)( j) 
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一 --

>Dint(a，6)(2x．(c*fm(x)) i J)(c*m i ) 

性质21 若I Aix)dx=A，并且f B(．，r)dr=B，则f(A 
J a J d J 

( )±Bix))d『一A±B。 

l— V FAFBAB a b．(&< 一6)̂ (iddimindex(： m))A 

( ddimindex(dn))一一> (Dint(a，6)(2x
． FA(x) i )(A i 

))A(Dint(a，6)(ax．FB(x) )(B i i))一 一>Dint(a，6) 

( ．(FA( z)+FB(．1，)) i i)(A +B ) 

同函数向量和函数矩阵的微分运算性质的形式化证明类 

似，本节函数向量和函数矩阵的积分运算性质的形式化验证 

确保了相关形式化定义的正确性，同时也为以后直接使用提 

供了方便。 

5 应用：旋转矩阵的导数 

函数矩阵是动态系统分析的基础，本文提出的函数矩阵 

形式化理论实现为 HOL系统的一个定理库，可作为动态系 

统形式化分析的基础。旋转运动是机器人等刚体机构最主要 

的运动形式 ，通常用旋转矩阵来描述。刚体旋转矩阵的导数 

在机器人等机构的运动学和动力学分析中应用广泛。为说明 

所实现的定理库的正确性和实用性，本节在 HOL系统中用 

所实现的函数矩阵定理库表示刚体旋转矩阵及其微分公式 ， 

并给出微分公式的形式化证明。 

设机器人连杆(视为刚体)绕固定轴做旋转运动，to(roE 

R。)表示旋转轴方向的单位矢量，t(tER)为旋转角度 。以单 
 ̂

位角速度绕 ∞轴旋转角度t的旋转矩阵表示为R(∞，f)=et ， 

 ̂  ̂  ̂

其中∞表示 3维列向量 ∞的反对称矩阵，满足 一一∞。通常 

情况下为了表达方便，取 lI∞ll一1(tO范数为 1)。根据罗德 

里格斯(Rodrigues)公式 ： 

 ̂ A A 

et 一卜卜~osint+∞ (1--COS￡) 

则旋转矩阵的导数为： 

 ̂

一 2～ A (16) 
U 

对其进行形式化分析和验证的过程可分为两步。 

(1)形式化表示作为验证 目标的式(16)，如下： 

l— Vtx．(norm(．z)一&1)一一> ((at．matrix—exp(t 

(VEC了 一2一SSM )))fmatrix_diffl((VECT 一2一SSM 

)**rnatrix_exp(t*(VECTOR一2一SSM ))))(f) 

其中，t表示旋转角度，_z表示旋转轴方向的单位矢量，(T／OrTrt 

( )一&1)形式化表示矢量 的范数为 1，它是 Rodrigues公 

式存在的前提条件。matrix_exp(t*(Ⅵ 丁oR一2一SSM x)) 

 ̂

形式化表示 ，其中(Ⅵ 丁’o尺一2一SSM _z)形式化表示矢量 

-z的反对称矩阵。 

(2)形式化证明此目标：先使用 HOL4的重写策略重写 

Rodrigues公式在 HOL4中对应的形式化定理 SSM—MA一 

 ̂

TRIX_ EXP，将 代人证明 目标中；再利用函数矩阵导数的 

性质 2一性质 4等对应的定理，以及超越函数库中相关三角 

函数微分的定理(例如 DIFF_EXP，DIFF_COS等)，形式化证 
 ̂

明得出 一eA 。 + irut
；最后利用之前已形式化证明 



的 一一∞和相关的普通函数矩阵的性质定理证明∞·et 也 

等于~cost+ si ，便可得证 目标。 

本文提出的函数矩阵形式化方法也可以用于多变量函数 

矩阵对其中一个变量求偏导，这里给出含有两个实数变量 t 

和 t2的函数矩阵(gtl · 2 )对 tl的导数的形式化验证。 

一  

m

A

． etZm

A

(17) — 一 一∞ 。。 。 ) 

其验证目标在 HOL4中的形式化描述为： 

l— V tl t2 ．(norm(x)一&1)一 一> ((2t1．matrix
_ exp 

(tl*(VECTOR一

2
一 SSl̂—互r))**matrix_ exp(t2*(VE CTOR一 

2
一 SSM )))fmatrix—diffl((VE C了 一2一SSM )**lqqa— 

trix
_ exp(tl*(VEC了 一2一SSM z))**matrix

—

exp(t2 * 

(VECTOR
一

2
一

SSM x))))(f1) 

含有两个实数变量的函数矩阵 M 只要以(At1． 的形 

式便可以方便地表达出微分变量为t ，避免了类型形式化为 

(real--~rea1) m 的函数矩阵混淆微分变量的问题。上述 目 

标主要利用式 (16)的结果和函数矩阵导数性质 lO即可证 

明，其得证的结果显示如图 1所示。 

)valit= 

Initial goal proved． 1_!t1 t2 x． 

(norm x一1)一 ：> 

((＼t1． 

matrix
_

exp (tl*VECTOR
_

2
一

SMM x> ** 

matrix
_

exp <t2*VECTOR
_

2
一

SMM x)fmatrix
_ diffl 

(VECTOR
一

2一 SSM x ** matrix
—

exp (tl*VE CTOR
一

2
一  

SSM x)**matrix
—

exp (t2*VECTO
一

2
一

SMM x))>tl ： 

proof 

图 1 证明结果 

图 1不仅显示了式(17)得以验证，同时也说明了式(16) 

已正确通过H0L系统的形式化验证，否则 HOL无法使用式 

(16)证明式(17)。另外，式(16)和式(17)使用本文实现的定 

理库得以正确验证，也验证了本文实现的定理库的正确性和 

有效性。 

结束语 本文提出类型为 real-~real 的函数矩阵和 

类型为 real-+real 的函数向量的高阶逻辑形式化 ，给出了 

函数矩阵和函数向量连续、微分及积分的定义、性质的形式 

化，并在 HOL4中形成定理库，其可直接加载使用。本文提 

出的函数矩阵形式化方法可以继承实数矩阵形式化理论的大 

部分内容，从而避免了大量重复性工作。另一方面，函数矩阵 

和函数向量的连续 、积分性质的高阶逻辑形式化是其他任何 

公开发表的文献中所未涉及的。这部分内容丰富和完善了函 

数矩阵和函数向量的形式化理论体系，拓宽了其形式化理论 

的应用范围。同时，本文较为完整和简洁的函数矩阵高阶逻 

辑形式化理论增强了HOL4高阶逻辑定理证明器在相关领 

域的建模和推理能力，对未来验证相关领域的关键系统具有 

重要意义。 
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