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摘 要 基 于正规 Minkowski距 离研究了区间值三 l算法的鲁棒性。首先，给 出区间值模糊连接词的最大灵敏度和 

区间值模糊集扰动的定义；其次，基于正规 Minkowski距离分别讨论了区间值 Godel蕴涵、Lukasiewize蕴涵、Goguen 

蕴涵以及它们各自对应的区间值三角范数的灵敏度；最后，研究了区间值模糊推理全蕴涵三I算法的鲁棒性。 
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Abstract In this paper，the robustness of interval-valued triple I algorithms based On normalized Minkowski distance 

was investigated．Firstly，the concepts of maximum sensitivity of interval-valued fuzzy connectives and perturbation of 

interval-valued fuzzy sets are proposed．Secondly，based on the norm alized Minkowski distance，the sensitivity of inter— 

val-valued G6del implication，Lukasiewize implication，Goguen implication and their corresponding t-norm s are dis— 

cussed．Finally，we investigated the robustness of interval-valued fuzzy inference fulI implication triple I algorithm． 
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1 引言 

自从 Zadeh提 出了 CRI(Compositial Rule of Inference) 

模糊推理算法[1]，许多学者对其进行改进，提出了许多新的算 

法，其中最重要的是王国俊教授提出的模糊推理全蕴涵三 I 

算法[ 。 

鲁棒性是评价推理算法的一个重要标准，许多研究者对 

其进行了研究。应明生介绍了模糊集的最大以及平均扰动的 

概念l_3 ；Cheng和 Fu研究了模糊集的简单扰动，并进一步讨 

论了模糊推理的误差[4 ；戴松松等基于正规 Minkowski距离 

分析了模糊连接词的扰动，并进一步研究了 CRI推理算法的 

鲁棒性[5]；李德超等基于 Moore距离研究了区间值模糊连接 

词的扰动及区间值 CRI算法的鲁棒性[6 ；罗敏霞教授进一步 

给出了区间值全蕴涵推理算法的三 I解，并基于 Moore距离 

研究了区间值全蕴涵三I算法的鲁棒性[7]。 

距离是研究鲁棒性的一种重要工具。Atanassov将经典 

集的 Hamming距离、欧氏距离拓展到了直觉主义模糊集[。 ； 

Deschrijver证明了直觉主义模糊集等价于区间值模糊集[9 ； 

王艳平给出了区间值正规 Hamming距离、正规欧氏距离及 

正规 Minkowski距离的具体表示形式[1 。 

目前对于区间值模糊推理算法的鲁棒性都是基于 Moore 

距离进行研究的[ · 。显然，选取不同的距离，推理算法的鲁 

棒性结果是不同的。因此考虑以下问题：是否可以找到一个 

统一的距离来研究区间值模糊推理算法的鲁棒性。 

由于区间值正规 Hamming距离、正规欧氏距离及 Moore 

距离都是正规 Minkowski距离的特殊情况，因此使用正规 

Minkowski距离研究区间值模糊连接词的扰动及区间值模糊 

推理全蕴涵三I算法的鲁棒性。 

2 预备知识 

假设 SI={ ， ]lz≤3，， ，yE C0，1]}，若 n≤c，6≤ ，则 

，6]≤[c，d]，称 SJ上的序为 Kulisch-Miranker序。显然， 

定义在SJ上的序是偏序。进一步，由[n，6]̂ [c，d]一 a，6] 

当且仅当 ，6]≤[c， ， ，6]V[c， 一 c，d]当且仅当[a， 

≤[c， ，可以证明(SI，̂ ，V'[O，0]，[1，1])是完备的有界 

分配格。 

定义 1 c“] 设 T是定义在区间 [0，1]上的三角范数。 

T：SJ×S卜+S 是定义在 SJ上的结合三角范数。这里 

T(Ea，6]，Ec，d])一[T(口，c)，T(b，d)]。如果区间CO，11t：的 

三角范数 丁是左连续的，则称S，上的结合三角范数T也是左 

连续的。 
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注：这里的结合三角范数也称为 t表示三角范数[ ]。本 

文所涉及的三角范数都为 t表示三角范数。 

定义2[1。] 对于任意的 ，6]，[c， ∈SJ，区间值剩余蕴 

涵R定义为： 

R(Ea，hi，Ec， ])一V{[ ， ]∈sIl丁([口，hi，Ex， ])≤ 

[c， ) 

其中，丁是S，上的三角范数 

引理 1 E”] 了’是 SJ上与 丁结合的三角范数。设R是了剂 

余蕴涵，可表示为如下形式 ： 

R(Ea，hi，Ec， ])=EIR (n，c)A／R (6， )，／R (6， )] 

其中， 是与 丁相关的剩余蕴涵。 

例 3种常用的区间值剩余蕴涵及其对应的三角范数。 

(1)区间值G6del蕴涵及其对应的三角范数[1 ： 

r lLc 

惑 '6]， )一 
l Ll 

LEd 

1] 

1] 

d] 

n>c，6>d 

口>c，6≤ 

a≤c，6≤ 

a≤c， 

([n，b3，Ec， )一 Ac 9bA 

(2)区间值Lukasiewicz蕴涵及其对应的三角范数 ： 

RL([口，6]，Ec， ])一 

{ l一口+c)̂(1—6+ )，l一6+ ， ～n+c，1]， ，1]， ～6+ 
，1—6+ ， 

口> c，b> d 

口> c， 

n≤c，b-~．d 

口≤c，6> 

TL( ，6]，Ec， )=EoV(n+c一1)，oV(6+d一1)] 

(3)区间值 Goguen蕴涵及其对应的三角范数E ： 

R ( ，hi，Ec， )一 

c

八 
d

，詈]，n>c，b>d 
[ c，1]， n>c， 

E1，1]， 口≤c， 

[要，譬]， ，6> L ’ ， ， 

([口，6]，[c，羽)一[ac， ] 

定义3E 对于任意Ex，y]一(Ex ，y ]，Exz，yz]，⋯， 

[ ， ])∈sI，Ex ，y，]一(Ex ，y ]，[ z ， z ]，⋯，[ ， 

])∈sP，1≤ ≤。。。 

dp([X，y]，Ex ， ])一( 耋(,；el-五 I + 
fy ～ f )) 

称为[x，y]，[x ，y，]的正规Minkowski距离。 

注：当户一1， 

([x，Y-1，Ex ， ])一 蓦(} 一 z I+lyi— ，i) 
则 d 为区间值上的正规 Hamming距离。 

当p=2， 

d2([X，Y-1’[X ，y，-1)一 

,／1砉( ～I+IY I 
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则 dz为区间值上的正规欧氏距离。 

当户一C×。， 

d~(EX，y]，[x ，y，])一max{ l五一 l， m
≤ 
a xlY — 

Y ，】} 

则 为区间值上的 Moore距离。 

引理 2E“ _厂，g是 U上的有界实函数，则 

sup，(z)--sup g( )I≤supl，( )--g(x) 
∈u z∈u ．r6U 

翳，(别-- inf g(LrJ I~sr∈Uuplf( )一g( ) 
引理 3[“] 口，b是非负实数，1≤p<。。，则(rmx(口，6)) ≤ 

a +6p。 

引理 4E (Minkowski不等式) 令(m，a2，⋯，口 )，(6l， 

62，⋯， )∈R”，1≤P<。。，则 (E l ak+bk l p) ／p≤ (E 

I I P) +(E l l ) 。 

引理 5E”] 口，b是非负实数，1≤P，则lira( +bp) ： 

max(a，6)。 

定理 1_7] 假设 X，y是两个非空集。R是 SI上 由左连 

续三角范数T所诱导的区间值剩余蕴涵，则 JFMP的区间值 

R型三 I解为： 

B ( )一 V
． ．

{丁(R(A( )，B(3，))，A ( )))}，yEY 
T ℃ ^  

定理 2c 假设 X，y是两个非空集。R是 Sf上由左连 

续三角范数T所诱导的区间值剩余蕴涵，则 jFMT的区间值 

R型三 I解为： 

A Cc) {R(R(A( )，B( ))，B ( )))}， ∈x 

3 区间值模糊连接词的扰动 

本文只针对有限论域和 pE E1，oo)进行讨论。假设 U， 

是非空集。￡(U)，￡(V)分别是 U，V上的所有区间值模糊 

集。记A(x )一A 一EA ，A ]。 

定义 4 令 ／：SI×S卜 SJ，A一 {A( )，A(zz)，⋯， 

A(x )}，A ：{A ( 1)，A ( 2)，⋯，A ( )}是定义在有限论 

域 U一{32 ， z，⋯， }上 的区间值模糊集 。B=fB( )， 

B(y2)，⋯，B(ym)}，B {B (．y1)，B (yz)，⋯，B ( )}是定义 

在有限论域 V：{Yt，Y。，⋯， }上的区间值模糊集 ，且 e ∈ 

Fo，1]( 一1，2)。则_厂在(A，B)的(￡ ，￡2)灵敏度定义如下： 

△r((A，B)，(e1，￡2))一 V {dp(f(A，B)， 
A，∈￡(u)，B ∈￡(V) 

f(A ，B ))ld (A，A )≤e1，dp(B，B )≤￡2} 

其中，f(A，B)={f(A ，B)，1<i≤ ，1 ≤ }。 

定义 5 _厂的最大灵敏度为：△，(￡1，￡z)一 V 
A∈￡(∽．B6￡(V 

△，((A，B)，(旬，￡2))。 

定义6 令 A一{A( 1)，A( 2)，⋯，A(2Cn)}，A ={A 

( )， (x2)，⋯，A ( )}是定义在有限论域 U：{ 1，Lc2，⋯， 

．27 }上的区问值模糊集，￡∈[0，13。如果： 

；l A—A，I1一 ‘ 耋( l + 
lA，( )一A ( )l p)) ≤￡ 



则称 A 是A 的￡扰动。 

命题1 假设 ll A--A，『l≤￡ ，fl B--B，ll≤sz。则有： 

Af(e~，￡2)≤2“ (￡1+￡2)。这里f6{TL，TGn)。 

证明：只考 虑 f— 。令 A一 (A(X1)，A(-zz)，⋯， 

A(x ))，B一 (B( 1)，B(3l2)，⋯ ，B( ))。A = (A (z1)， 

A ( 2)，⋯，A ( ))，B =(B ( 1)，B (yz)，⋯ ，B ( ))。 

dp(，(A，B)，f(A ，B )) 

=  1 耋蚤m(IA *BO--A *B l +IA *B — 
A *B d I ) 

：‘ 1 

i

妻
=

1蚤 ． A +B 一1)V 0一(A +B 一1)V 

o l + l(A +Bd一1)V 0一 (A +B 一 1)V 

0I )) 

≤ 耋蓦(I(A 一A )+(B —B )l +I(A 一 
A )+(Bd—B )l ) 

l 

≤( ∑ ∑max{(I(A 一A )+ (B 一B )l p， 
m  i一1 J=1 

I(A —A )+(B 一B )I }) 

不妨假设 

max{l(A 一A )+(B。--B ')J ，l(A —A )+(B — 

B )l }一l(A 一A )+(B --B' )lp 

上式可化为： 

dp(，(A，B)，f(A ，B )) 

≤( 喜蓦(1(A —A )+( 一B~s)l 

≤( 耋j善(1(A 一A )l )l， +( 耋墨(J(B 一 
B )I ) 

≤21／ (￡1+￡2) 

即 △r(el，e2)≤2 (￡l+￡2)。 

命题 2 假设 

IIA—A II≤￡ ，II B一／3'II≤ 。则有 △ (E ，晓)≤( + 

￡；) 。 

证明： 

( (A，B)， (A ，B )) 

=  1 耋 m(IA AB口一A ̂B IIA AB 一A ̂ 
B 。I)) 

≤( 砉，蓥((1A 一A I V I B 一B 1) +(1A一一 
A I V『Bd—B I) ))1／ 

≤( 
i =1 ，茎(I A —A l +I B 一B I p+l A 一 

A l +IB --B；l )) 

≤( 砉 蓥(IA 一A I +IA一一A l )+ 1 耋 

(IB --B' I +IB --B；I )) 

≤(s +醴) 

故 △iG(E1，￡2)≤(ep1 I E2p) 。 

命题 3 假设 ll A--A，lI≤￡ ，ll B--B，ll≤sz。则有： 

L
(e1，￡2)≤2 (s1+e2)。 

证明：令 A：(A( 1)，A( 2)，⋯，A(x ))，B一(B(Y1)， 

B(y2)，⋯ ，B( ))。A 一(A ( 1)，A ( 2)，⋯，A ( ))，B 一 

(B ( 1)，B ( 2)，⋯ ，B ( ))。 

( (A，B)，R～L(A ，B )) 

=( 砉蓦(1(A—岛)̂(A一一 )一(A 一 )A 
(A：— B )『 +l(A —，B )一(A — B )I p)) 

≤( 茎(I(A —BfJ)一(A 一 )l V l(A一一 
B )一 (A 一 )1 p+ 1(A 一 B )一 (A 一 

B )I )) p 

≤( 
i

宴
= 1蚤 ．A 一A )+(B 一B )I V l(A一一 

A )+ (B — B )l p+ l(A 一A )+ (Bd一 

)I )) 

≤( marnax{(1(A 一A )+(B 一B )l ， ≤( ∑ ∑ {(1(A 一 )+(fJ—B )l ， 
7 =1 一1 。 

l(A --A")+(B --B")l }) 

不妨假设 

max{I(A —A )+(B --B )l ，I(A --A")+(B。一 

B )I }一l(A 一A )+(B --B ')l 

上式可化为： 

d(RL(A，B)，RL(A ，B )) 

≤( 喜i圣(1(A／／--A )+(B 一B )l ) 

≤( 耋j茎(1(A／／--A )l／ 砉喜(1(B 一 
B Ⅱ)l ) p 

≤2 (￡1+￡2) 

故 L(￡1，e2)≤2 (e1+e2)。 

命题4 假设lIA--A，ll≤￡ ，ll B--B，ll≤sz，则有：△ 

(￡l，e2)≤1。这里R∈{RG0，RG)。 

证明：只考虑R一 。 

d ( (A，B)， (A ，B )) 

一 ( 妻(I(A )̂(A 一B巧)一(A 一B )A
z 

一 ( ∑ ∑(I(A )̂ (A 一B巧)一(A 一B ) r／m
i= 1 = 1 。 

(A：— B )I +l(A —，B )一(A —．．B )l p)) 

≤ ( 
i

妻
= i善 ．A 一岛)一(A 一璐)1 V 1(A 一 

B )一(A：—骂)lp+l(A喝 )一(A 一B )l p)) 

≤( 奎姜(11 I卜 l 一 ))l 
≤ 1 

△ Go(￡1，e2)≤ 1。 

4 区间值三 I算法的鲁棒性 

定理 3 假设 A，A ，A ，A“ 是定义在有 限论域 U一 

{z。， ，⋯， )上的区间值模糊集。B，B ，B ，B， 是定义在 

有限论域V一{ ， ，⋯，ym)上的区间值模糊集。如果 ll A一 
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A，ll≤s ，II B—B，Il≤E ，ll A 一A“Il≤s。。这里B ，B 

分别为定理1中JFMP(A，B，A )和 IFMP(A ，B ，A“)的 

R型三 I解。则有： 

ll B 一B ll≤ 

丁一Tc，尺一飓 

T 丁G0，R 
1 l ～ ～ ～ ～ 

n)7(￡l+￡2)+nTe3， 丁一 ，R--RL 

证明 ：对 于区间值 Goguen蕴涵 、 del蕴涵 及其 对应 的 

三角范数，显然成立。 

下面对区间值 Lukasiewicz蕴涵及其对应的三角范数进 

行证明。 

令 ： 

A：(A(x1)，A( 2)，⋯ ，A(x )) 

A (A (z1)，A ( 2)，⋯ ，A ( )) 

B：(B( )，B(y2)，⋯ ，B( )) 

B 一(B ( 1)，B ( 2)，⋯，B ( )) 

A 一(A ( 1)，A (z2)，⋯ ，A ( )) 

A =(A ( 1)，A (x2)，⋯ ，A ( )) 

B =(B (Y1)，B (y2)，⋯ ，B ( )) 

B =(B (j，1)，B ( )，⋯ ，B ( )) 

R(A(Iz)，B( ))=(R(A(-zf)，B(yj))) 

=(ERz(A ，Bj)，．R，(A ，Bj)]) 

B ( )一
l 

{[(A +品(A，Bj)一1)V o，(A + 

R (Ai，Bj)--1)V O]} 

B ( )一 {[(A +尺z(A ，Bj )一1)V o，(A： + 

，(A ，B )一1)v o-J} 

(B ，B ) 

≤( 蓦(I B，( )一B ( )I p+I B：(∞)一B 
(∞)I )) 

≤( ∑(1 max((A +Rz(A ，Bj)一1)V 0)一max 
7 j一1 1≤f≤ 1≤l≤ 

((A +R (Af ，B )一1)V 0)I +l max((A + 
。  

1≤ f≤ 

尺 (A ，Bj)一1)V O)一max((A +R (A ，B )一 
l≤l≤ 

1)V 0)l P)) 

l ～ 

≤( ∑(1 max(A；+Rz(A ，B )一1)一max- (A + d
m  J=i I≤连 l≤ 

Rf(A ，B )～1)l + I n (A +R(A，B)一1)一 
l≤逛 

．

m ax (A" +R，(A ，B )--1)I ))1／p 
l≤ 出≤” 

I m  ～  ～  

≤( ∑(maxI(A --A'~ )+( (A ，B )一R (A ， 
zrn 一1 1≤f≤ 

B ))l + max l(A 一A )+ (尺，(A ，Bf)一 
l≤ 拄 

最 (Af ，BI ))I ))·／p 
I 卅 ～ 

≤( (max{巴 I(A —A )+( (A，马)一 m 
j一1 1≤f≤ 

· 28O · 

Rf(A ，岛 ))lP，maXl((A 一 )+(Rr(A，B)一 
1≤≤  

Rr(A ，Bj ))f p})) ／p 

不妨假设 ： 

max{maxI(A --A'~ )+(R (A ，B，)一Rz(Af ，Bj ))l ， 
1≤摧 。 

maxI(A 一A“r／)+(R，(A ，B )一R，(A ，B )) 
1≤ ≤ 

I P} 

=max J(A —A )+(兄 (A ，B，)一R(A ，B ))J p 
1≤ ≤n 。 

一 l(A --A~, )+(R (A，，马)一R (A ，Bj ))l 

则上式可化为 

(B ，B“ ) 

≤( 善2 l(A —A )+( (A，马)一R～ (A ， 
马 ))l ) 

≤ 蓦2I( 一 )l )1／p+( 蓦2( (A，马)一 
R(A ，Bi ))l p) 

≤ ／P83+(2 )1／p(￡1+s2)ll B 一B“ II≤(2 ) (￡1+ 

E2)+ 3 

定理 4 假设 A，A ，A ，A“是定义在有限论域 U= 

{Iz ， 。，⋯， }上的区间值模糊集。B，B ，B ，B“是定义在 

有限论域 V={ 。，Yz，⋯， }上 的区间值模糊 集。如果 

lI A～A，ll≤￡ ，ll B—B，ll≤Ez，lI B 一Bh ll≤￡3。这里 

A ，A“分别为定理 2中 JF：M丁(A，B，B )和 IFMT(A ，B ， 

B“)的R型三 I解。则有 ： 

ll A 一A“ ll≤ 

T=丁G，R—RG 

T一丁Gn，R—RG0 

)告(￡ +￡ )+ 1￡。，亍一亍L，R～一R～ 

证明：对于区间值 Goguen蕴涵、G6del蕴涵及其对应的 

三角范数，显然成立。 

下面对区间值 Lukasiewicz蕴涵及其对应的三角范数进 

行证明。 

令 ： 

A=(A(z1)，A( )，⋯ ，A( )) 

A 一(A ( 1)，A ( 2)，⋯，A ( )) 

B=(B( 1)，B(yz)，⋯ ，B( )) 

B =(B ( 1)，B (Yz)，⋯ ，B ( )) 

A 一(A ( 1)，A ( 2)，⋯ ，A (岛)) 

A 一(A ( 1)，A ( 2)，⋯，A ( )) 

B 一(B (yx)，B (yz)，⋯ ，B ( )) 

B 一(B ( 1)，B (3，2)，⋯，B ( )) 

尺(A( )，B( ))=(R(A(x1)，B(∞))) 

一 ([R(A，BJ)，Rr(A ，BJ)]) 

A ( )一 ／＼{I-(B~+Rz(A ，BJ)一1)̂ (B +R，(A ， 
1≤f≤ 。 

BJ)一1)A 1，(B +R(A，B)一1)̂ 1]} 

，，，●●●，●●／、●●● ●●【  



A“(五)= A ([(B +Rz(A ，B 』)一1)A(B + 
l≤j≤拼 

(A ，马 )一1)̂ 1，(B *+五(A ，BJ )一 

1)̂ 13} 

(A ，A“ ) 

=( 耋(IA 一At l -+-IA；一A l )) 

一( ∑ (I min(((1一R (A ，Bi)+B )̂ (1一R， z
ni=1 1≤，≤m 。 

(A ，B )+B ))̂ 1)一 min(((1一Rz(Af ，Bf )+ 
1<-％／≤m 

B )̂ (1一R，(Af ，B )+B ))̂ 1)I p+ l rain 
1≤j≤l棚 

((1一R (A ，B，)+Bj)̂ 1)一 min((1一R (Af ， 
1≤  ≤ 

_ n ～  

≤( i ∑(
， 

I(((1一Rz(A ，Bj)+B )A(1z 一 
i=1 1≤j≤m 

R (A ，Bj)+B ))̂ 1)一 (((1一Rf(A ，马 )+ 

B t )A(1一尺r(A ，Bj )+B ))A 1)I p+max I 
1≤j≤m 

((1一R，(A，马)+B )A1)一((1一R (A ，BJ )+ 

B ))̂ 1)1 ))1／p 

≤( 
：  

(
。
m a x(1(1一 z(A ，马 )+B )一(1一 

R (A ，Bj )+B )l V I(1一R，(A ，马 )+Bg)一 

(1一Rr(A ，Bj )+B )Ip+ITIB．X I(1一Rr(A，Sj)+ 
1≤J 

B )一(1--Rr(A ，B )+ )lp))1／p 

一( ∑(max(I(R (A ，Bj )一R(A ，BJ)+( 一 Z
ni=l 1≤ ≤，，l 

)I V l(R(A ，Bj )一Rr(A，马)+( 一B )Ip+ 

n般 I(R (A，马)一R (A ，Bj ))+(B，；一 )l )) ／p 
l≤ i≤，，l ’ 。 

相似于定理3的证明，可以证明 lI A 一A ll≤(2m)-~ 

(e1+e2)+ 告￡3。 

结束语 模糊推理算法的鲁棒性与距离的选取有密切的 

关系，所以基于不同的距离其结果是不同的。因此 ，考虑采用 

一 种统一形式的距离来研究区间值模糊推理算法的鲁棒性。 

在本文中，采用正规 Minkowski距离讨论了区间值 GOdel蕴 

涵、Lukasiewize蕴涵、Goguen蕴涵以及它们各自对应的区间 

值三角范数的灵敏度。进一步，研究了基于 3种特殊 区间值 

蕴涵算 子的三 I算法 的鲁棒性。本文证 明了基 于区间值 

Lukasiewize蕴涵的三 I推理算法具有很好的鲁棒性 ，从而其 

最适合在工程领域中应用。本文的研究结果为区间值模糊推 

理算法的应用提供坚实的理论支撑。 
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