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基于迭代容积卡尔曼滤波的神经网络训练算法 
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摘 要 针对现有应用非线性滤波算法对神经网络进行训练时存在精度不足的问题，提出了一种基于迭代容积卡尔 

曼滤波的神经网络训练算法。首先，将前馈神经网络各个节点的连接权值和偏置作为状态向量，建立前馈神经网络的 

状态空间模型。其次，利用 Spherical-Radial准则生成容积点，并依据 Gauss-Newton迭代策略来优化量测更新过程中 

获取的状态估计值和状态估计误差协方差，通过容积卡尔曼滤波估计精度的改善，提升神经网络节点的连接权值和偏 

置的训练效果。理论分析和仿真实验结果验证了所提算法的可行性和有效性。 

关键词 前馈神经网络，状态空间模型，容积卡尔曼滤波，Gauss—Newton迭代 

中图法分类号 TP391 文献标识码 A DOI 10．11896／j．issn．1002—137X．2016．10．048 

Novel Neural Network Training Algorithm Based on Iterated Cubature Kalman Filter 
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Abstract In view of insufficient accuracy in the existing application of nonlinear filtering algorithm for neural network 

training，a novel neural network training algorithm based on iterated cubature Kalman filter was proposed．Firstly，the 

connection weights and bias of feedforward neura1 network are used as the state vector tO establish the state space mo- 

de1．Secondly，using the Spherica卜Radia1 standard to generate cubature points，the state estimation and covariance ac— 

quired during the measurement update process are optimized based on Gauss—Newton iteration strategy．The training 

effect of neural network connecting weights and  bias is enhanced through the improvement of the estimation precision of 

cubature Kalman filter．The theoretical analysis and simulation results show the feasibility and  effectiveness of the algo— 

rithm． 
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人工神经网络(ANN)具有大规模并行分布式结构特点 ， 

使其在并行计算、分布式存储、时序序列分析、模式识别、信号 

处理和控制等领域得到广泛应用。随着人工神经网络技术的 

发展，寻找高效的学习算法成为一个研究热点_1]。在很长一 

段时间内，误差反向传播(Back Propagation，BP)方法成为神 

经网络训练中使用最广泛的一种算法。但是 BP算法存在其 

固有缺陷，诸如易陷入局部极小值点、收敛速度缓慢、易受噪 

声和初始状态干扰等，极大限制了BP算法的使用领域和范 

围l2]。随着基于贝叶斯估计的非线性滤波理论应用于神经网 

络的训练，神经网络的训练算法有了突破性的进展。Singhal 

将基于非线性模型局部线性化思想的扩展卡尔曼滤波算法 

(EKF)应用于神经网络的训练，首先将神经网络各个节点的 

连接权值和偏置作为状态向量建立神经网络的状态空间模 

型，并将网络输出作为模型的观测值，然后用 EKF算法更新 

神经网络的权值Is]。该算法相比于 BP算法显示出了极大的 

优势，如收敛速度快、学习精度高、对噪声的适应性强，但是 

EKF算法也有其固有的缺陷，最致命的就是其所使用的局部 

线性化方法舍去了高阶项，易在强非线性情况下产生滤波发 

散。为了解决 EKF算法存在的问题，文献[4]提出了一种基 

于无迹卡尔曼滤波(UKF)的神经网络训练算法，应用 UT变 

换产生一组确定的加权采样点来获得神经网络状态向量的最 

优估计。与 EKF算法相比，UKF算法有效提高了神经网络 

的训练精度，但是当系统的状态向量高于三维时，为了避免状 

态协方差的非正定，需要凭借经验来调整 UKF中的参数Is]。 

de Freitas和 Xi将基于随机性采样策略的粒子滤波(PF)引入 

到神经网络的训练中，虽然提高了神经网络的训练精度，但其 

计算过程中所需的粒子数目较大，计算时间过长，难以在具体 

应用中推广 ' 。文献E8]提出了一种新的基于容积变换思 

想的状态估计方法——容积卡尔曼滤波算法(CKF)，采用一 

组等权值的容积点来对后验概率密度进行近似。CKF算法 
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比EKF和UKF算法具备更高的滤波精度和滤波稳定性，并 

且无需选择任何参数，算法实现更为简便。此外 ，为了获得更 

好的滤波性能，Lefebvre和Mou分别将量测迭代优化思想引 

入 EKF和UKF算法，提出了迭代扩展卡尔曼滤波算法_9]和 

迭代无迹卡尔曼滤波算法l_1 ，在量测更新过程中通过迭代过 

程充分利用最新的量测信息以提高滤波精度。 

本文在 CKF算法的基础上结合 Gauss-Newton迭代策略 

更新过程中状态向量的均值和协方差，提出了一种基于迭代 

容积卡尔曼滤波(ICKF)的神经网络训练算法。该算法以前 

馈神经网络模型为基础，以前馈神经网络各个节点的连接权 

值和偏置量构成神经网络的状态空间向量，将网络的输 出作 

为观测量建立神经网络的状态空间模型；随后应用 CKF算法 

更新网络的权值和偏置量。当完成 CKF算法的量测更新之 

后，引入迭代过程更新状态向量的均值和协方差从而得到更 

精确的网络权值和偏置的训练结果。仿真结果表明，应用 

ICKF算法对神经网络进行训练能得到更好的效果。 

1 前馈神经网络的结构模型 

典型的前馈 神经 网络 (Feedforward Neural Network， 

FNN)由一个输人层、一个输 出层 和隐含层组成，如图 1所 

示_】 。层与层之间通过权值 W 连接，b表示层之间的偏置 

量。神经网络的输入和输出之间的非线性映射关系如式(1) 

所示，式 (1)中的上标表示层号 ，h (·)和 h。(·)分别表示各 

层的非线性映射函数。 

输入层 I 隐含层 I 输出层 

< 
Wsl

，l!bsl。l bsl0 

图 1 典型神经网络的模型结构 

Yk一 (V h (W 口 +b1)+62)+bs (1) 

将网络的所有连接权值和偏置节点组成神经网络的状态 

空间向量，则对于神经网络的训练就可以转化为通过 ICKF 

算法来获得神经网络状态向量的最优估计。图 1中的神经网 

络的状态转移和量测方程可以转化为如下形式 ： 

+1一 + (2) 

= h(wk，ak)+ (3) 

其中， 表示网络中所有的连接权值和偏置节点组成的k时 

刻的状态向量，qk表示均值为零、协方差阵为 的过程噪声； 

第 志+1时刻的网络连接权值 由k时刻的网络连接权值与系 

统的过程噪声所决定；a ∈ 表示神经网络的输入参数；rk 

表示均值为零 ，协方差阵为 的量测噪声； 为网络的一步 

预测输出；̂(·)为神经网络的量测非线性映射，区别于式(1) 

中的 h (·)和 h (·)，此处 (̂·)为状态空间模型下整个神 

经网络的量测非线性映射[“]。 

2 迭代容积卡尔曼滤波算法 

考虑一般离散非线性状态与量测方程： 

+1=f(xk)+ (4) 

= (̂n )+vk (5) 

其中， 为系统的状态向量， 表示过程噪声；厂(·)表示系 

统的非线性状态转移方程； 和 分别表示系统的量测值和 

量测噪声 ；̂(·)表示非线性量测方程；Uk和 Vk为相互独立的 

高斯白噪声序列，并且满足： ～N(O，矗)， ～N(0，毛)，五 

和五分别为“ 和73 的协方差阵。 

标准的容积卡尔曼滤波算法利用Spherical—Radial准则， 

生成一组等权值的容积点，然后利用统计数值积分原理计算 

非线性变换后随机变量的均值和协方差。首先计算出各个容 

积点值以及相对应的权值[8]。 

一 1 

O 

： 
● 

O 

e 

(7) 

其中，m表示容积点的个数，容积点的选取原则为状态向量维 

数的 2倍 ，例如当状态空间向量的维数为 时， 一2m。Xi 

表示生成的容积点； 表示每一个容积点所占的权值。在得 

到容积点之后，将这些点经过非线性系统的传递，可以得到较 

为精确的后验均值和协方差。随后结合卡尔曼滤波中状态预 

测与量测更新的思想实现对系统状态的估计。假设 k时刻的 

状态协方差矩阵P 正定，则令 =chol(Pk)表示对协方差矩 

阵进行乔列斯基分解。迭代容积卡尔曼滤波算法的流程如 

下 ： 

1)时间更新 

计算容积点 ， ( 一1，2，⋯， )。 
 ̂

Xk．f一 +Xk (8) 

A 

其中， =chol(Pk)， 表示应用式(6)生成的容积变换点， 

表示k时刻状态的最优估计。 

将生成的容积点按照状态转移方程进行转移。 

+1．i一厂(墨．i) (9) 

利用状态转移之后的容积点计算状态 + 和协方差 

+ 1 。 

+1一∑ X +̈  (10) 
i— l 

+1一∑鲫X女+ (Xk+̈ ) 一 十1( +1) + 2 (11) 

2)量测更新 

利用式(11)中生成的 +一重新进行乔列斯基分解，生成 

新的容积点 扎 。 

+l-{一 +l + +1 (12) 

对新生成的容积点通过非线性方程进行量测 。 

2 +l，f一^( +1．f) (13) 

 ̂

利用量测后的容积点得到量测的预测值 +-，量测自协 

方差 蹭 。和互协方差 。以及卡尔曼滤波增益 + 。 
^ ， 

+1一∑ Z女+1． (14) 
i— l 

m  ̂ A 

P群1一 ∑ zH (Zk ) 一 +1( +1) + (15) 
— l 

P群1一莹 女+1．f(Zk+1．f) 一 +1( A+1) (16) 
l= l 

Kk+1一尸群l p zz1)一 (17) 

3)状态和协方差更新 
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以+l—m+1+Kk+1(zk+1一 +1) (18) 

Ps+1= +1一K女+l P群1(Kk+1)T (19) 

通过以上 3个过程就完成了一次标准的容积卡尔曼滤波 

过程。 

4)迭代更新过程 

由CKF算法的实现过程可知，在量测更新环节 中 志+1 

时刻 + 的求解利用了状态一步预测结果的五+ 和 + ，而 

量测更新环节中获取 + 和 + 值利用了 + 实现最新量 

测信息 十 对 十 和 + 的合理修正，其对于真实状态的逼 

近程度必然优于 + 和 + 。如果在量测更新环节中能够直 

接使用 + 和 + ，无疑将进一步提升对滤波器的估计精 

度。因此为了最大限度地利用已有的真实量测信息，结合 

Gauss-Newton迭代策略将迭代的方法引入状态的均值和协 

方差的更新之中[1 。首先定义代价函数： 

J(xk+1)一(xk+1一 +1)T ＼(xs+1一 +1)+( +1一 

(̂ +1))TR；Jl(yk+1--h(．一／TS+1)) (2O) 

应用 Gauss-Newton迭代原理，可以得到 ．，(皿+1)取得极 

小值的迭代公式为(其中J表示第J次迭代)： 

嘏 ”一 1+ +1( 1) ( 1 +1( 1) +R+1) · 

[ + 一 (̂ )一H 1( + 一 )] (21) 

其中， -一Oh(xs+ )／Oxk+ 一 。( Pk+ ( ) + 

Rs+ ) 和Pk+ ( ) 为量测方程线性化之后对于量测 自 

协方差 P ， 和状态量测之间的互协方差 (j】的近似，为了 

避免求偏导造成的舍人误差以及提高计算精度，利用第 次 

迭代过程中新生成的容积点 和其对应的量测值z ， 

采用式(15)一式(17)计算 ， 和 K ，从而可以应 

用当前时刻的量测值迭代获得状态估计 z ”和协方差 

”的更新。 

”

一 + +K [ + 一 (̂ )一( ； ) 

p；1 ( +1～ 1)] (22) 

尸 一 +1一K l( z+z(1j )(K 1) (23) 

ICKF的算法流图如图 2所示。 

图2 ICKF算法流图 

3 基于ICKF的神经网络训练算法 

文献E123将IUKF算法应用于前馈神经网络的训练，并 

以此来预测Mackey-Glass时间序列。文献E143将IEKF算法 
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应用于神经网络的训练并以此对引擎系统的可靠性进行了预 

测，显示了良好的训练效果。为了进一步提高神经网络的训 

练精度和训练效率，结合前馈神经网络模型，本节构建了一种 

基于 ICKF的前馈神经网络训练算法(FNN-ICKF)。根据神 

经网络的状态空间模型和 ICKF算法的执行流程，将基于 

ICKF的前馈神经网络训练算法(见图 3)的具体流程叙述如 

下。 

步骤 1 根据式(4)和式(5)建立神经网络的状态空间模 

型。 

步骤 2 初始化神经网络的权值和偏置节点，并作为容 
 ̂

积卡尔曼滤波的初始状态ZUk=E(wo)，设置初始协方差矩阵 

P0。 

步骤 3 当 志≥O时，实现神经网络向前一步预测。 

1)进行时间更新，得到： 
 ̂

+l— (24) 

+1一 +％2 (25) 

2)利用式(24)和式 (25)得到的 + 和 + 进行容积变 

换，生成一组容积变换点 十1l 。将 忌+1时刻的输入值 as+ 

输入神经网络中，按每一组容积变换点 分别进行非线性 

映射，得到一组量测点 +l' 。 
A 

3)利用生成的量测点 _l' 计算得出量测的预测值 + ， 

量测 自协方差 P 和状态与量测互协方差 P 以及卡尔曼 

滤波增益 K +l： 
 ̂

+1一∑蚴 +1， (26) 
i— l 

m A 

P 1一∑OAi +1， (Yk+1，f) 一 +1( +1) + 2 (27) 
f= l 

 ̂

f l一∑ 面 +1． ( 十1j ) 一 +1( +1) (28) 
f= l 

Ks+1一 l(P 1) (29) 

4)获得 +1时刻真实量测值 + 之后，更新状态和协方 

差 ： 

 ̂

+l— +l+ +1( +1一 +1) (30) 

Pk+l—Pk+l—Ks+l P 1(K +1)T (31) 

5)当步骤 4)进行完毕之后就完成了一次标准的 CKF算 

法训练神经网络的流程。如果能充分利用最新的量测信息 

+ 对 + 和 + 进行合理的修正，其对于真实状态的逼近 

程度必然更优。因此，为了提高算法的精度，将迭代更新的过 

程引入神经网络的训练之中。利用步骤 1)中得到的 + 和 

+ 作为初始的迭代过程。 

FORj：一1．Ⅳm (其中 表示迭代次数，N 表示最大迭 

代次数) 
一 产生新的容积变换点 

^ 

一 经过 网络 的映射得 到输 出预测值 ，自协方差 

’和互协方差 以及卡尔曼滤波增益 K 。 
一 状态和协方差更新 
钆  ” 一  

+1+K 1 Eys—h( 1，ak+1)一(P ) 

P；2 ( +1一 )] (32) 

瞄  ’： +1一K 1 p yy(J． )(K 1) (33) 
一 当 If ”一 Il≤误差阈值或达到最大迭代次 



数，结束迭代过程。否则继续下一轮迭代过程。 

END 

步骤 4 令 k=k+1，跳转到步骤 1)。 

建立神经网络状态空间模型 

初始化神经网络状态权值和偏置节点 

神经网络向前一步预测 

利用CKF算法完成神经网络一次训练 

达到指定训练效果 

完成训练 

进入下一轮 
迭代 

图 3 基于 ICKF的神经网络训练算法 

4 仿真实验与分析 

为验证算法的可行性与有效性，选取前馈神经网络 

(FNN)作为模型。仿真实验算例中分别采用了单输入单输 

出模型和多输入多输出模型。考虑到算法的鲁棒性能，仿真 

实验采用 Monte Carlo仿真形式 ，仿真次数取 50，并以均方根 

误差(RMSE)作为算法精度的衡量指标。分别将使用 IEKF 

算法和 IUKF算法对前馈神经网络的训练记为 FNN-IEKF 

和 FNN-IUKF作为对比算法，以 3种算法单步运行所用时间 

作为算法耗时的评价依据。仿真环境为 Intel i5 CPU，主频 

2．5GHz，4GB内存，仿真软件采用 Matlab R2012a。 

算例 1 单输入单输出模型 

以 ：o．5矾一1+ +8c。s(1．2(志一1))+ (34) 

= 器2+6 二 +3+ (35) 

其中，以表示输入向量， 表示输出向量，仿真步长为 120， 

过程噪声uk为均值为0、方差为0．01的高斯白噪声，量测噪 

声均值为0，方差为 3。系统的初始输入 。一0．1。前馈神经 

网络的结构如图 l所示，由于是单输入单输出系统，输入层和 

输出层的节点数 目均为 1，隐含层节点数 目设为 1O个 ，感知 

器选择 sigmoid型函数，输 出层为线性输出。神经网络的初 

始权值为方差为 1O的一组随机数 ，ICKF的初始状态协方差 

P、状态转移噪声协方差吐和量测噪声协方差 最分别设为 

1，1E一5，1。迭代次数均选择为3次，分别进行 5O次 Monte 

Carlo仿真来验证算法的稳定性。 

图 4给出了3种算法的向前一步预测结果 比较，表 1给 

出了 3种算法平均一步状态预测的均方根误差(RMSE)及平 

均一步预测运行时间的结果比较 。从理论上分析，执行一次 

标准EKF、UKF以及 CKF算法的计算复杂度分别为I】 ： 

厂 F一2n。+ +2n。Z+2nl 一 Z一72+Z (36) 

0 ． 3 

， 

F一 +15n +10n。￡+5n+8nl +6nl+z。+ 
o 

3Z。+4l (37) 

O／h=3 

．
厂 F一竺 +10n +10n z+8nl +2 z+z。+3z +z(38) 

o 

其中， 表示状态的维数，Z表示量测维数。引入迭代过程之 

后，3种算法的复杂度则与具体的迭代次数成倍数关系。从 

式(36)一式(38)中可以看出，EKF、UKF和 CKF 3种算法的 

复杂度均为 O(n。)量级，并且存在 -KF>／ F>，EKF的关系。 

从仿真结果可以看出：使用ICKF算法的训练精度优于IEKF 

和IUKF算法，并且运算时间相较于IUKF算法也略有降低， 

这与算法耗时的理论分析也相一致。图 5给出了不同迭代次 

数下的误差比较 ，从图中可以看出在迭代次数达到 3次以后 

各种算法的表现趋于稳定，因此在实际使用时选择 3次迭代 

即可。 

图4 系统状态估计 

表 1 平均一步预测 RMSE与算法耗时 

算法 RMSE 耗时(s) 

FNN—IE’KF 4．437 0．058 

FNN_IUKF 4．327 0．325 

FNN—ICKF 4．108 0．312 

l 2 3 4 5 

Iterafion 

图 5 迭代次数与误差关系 

算例2 多输入多输出模型 

设定仿真场景为二维平面内实现对匀速转弯运动目标的 

一 步预测追踪 ，目标系统状态方程为： 

Xk+l—F +r (39) 

其中，目标的状态向量表示为 以一[以； 挑 ] ；状态转移 

．

--

． ． ． ． ． ． ．

(
． ． ．  

1 
． ． ．

--

．．．．． ．．

c
． ． ．

o
． ． ． ．

s
． ． ． ．

( 
．

w
． ． ． ． ．

T
． ． ．  ． —

)
—

) 

( 

—sin(co丁) 

sin(coT) 

(D 

cos(co丁) 

，状态 

向量中Xk和 表示 轴和Y轴上的位置，五 枷  表示 轴 

和 轴方向上的速度分量。∞为 目标的转弯角速度，取 cc，一 

0．04rad／s。T为采样间隔，在此取 T一1，过程噪声 为高斯 

白噪声，方差为五 一diag[1 1]。噪声转移矩阵为 r一 

『T ／ T
一  

o oT
。 雷达对于目标的量测分别为 L 0 0 T 2／2 T

_I。 。 ’ 

径向距 和方位角 。量测方程如下： 

[ 卜 ㈣ 
Wk为高斯白噪声序列，其方差 =diag[25 0．o1]。令 

目标的初始状态为_z。一[3oo 30 300 103 。网络参数除输 

入层与输出层的节点数均为 2外，其余参数的选取同算例 1， 



网络的输人参数为水平方向的位置 和垂直方向的位置 

Y女，输出为径向距 和方位角0 的一步预测。Monte Carlo 

仿真次数为5O次，仿真步长为 120。 

图 6和图 7分别给出了3种算法对于径向距和方位角的 
一 步预测结果比较，图 8和图 9给出了 5O次独立实验条件下 

各种算法的均方根误差(RMSE)的比较。平均一步预测 

RMSE与算法耗时如表 2所列。从仿真结果可以看出，IUKF 

和 ICKF算法的收敛速度明显快于 IEKF算法，并且当目标 

的运动状态发生突变时能更快地进行相应的调整。ICKF算 

法相比于 IUKF算法在没有明显增加耗时的前提下精度上也 

有所提高，并且 ICKF算法的参数选取有严格的理论依据，不 

会出现 IUKF算法中参数选取不当易发生协方差非正定的情 

况，这一点虽无法在仿真中有所体现，但是在实际应用中却更 

加简便易行。 

图 6 径向距状态估计 

图7 方位角状态估计 

图8 径向距状态估计 RMSE 

图 9 方位角状态估计 RMSE 

表 2 平均一步预测 RMSE与算法耗时 

结束语 近年来，随着神经网络在并行计算和大数据理 

· 260 · 

论上的应用，神经网络的应用范围进一步拓展。对于系统模 

型的大型化复杂化，已有的对于神经网络的训练算法的效率 

变得低下且学习效果不佳。在深入分析现有训练算法存在的 

缺点与不足的前提下，本文提出了一种新的基于迭代容积卡 

尔曼滤波的神经网络训练算法，有效弥补了现有算法的不足， 

提高了神经网络的训练精度。根据 ICKF算法的构建过程和 

仿真结果分析，相对于现有的神经网络训练算法，基于 ICKF 

的神经网络训练算法具有以下优势：首先，CKF算法避免了 

EKF算法中局部线性化带来的高阶舍人误差问题，而且比 

UKF算法具备更高的滤波精度和稳定性，参数选取简便，算 

法更易于实现。其次，为了最大限度地利用 已有的真实量测 

信息，将Gauss-Newton迭代策略引人状态的均值和协方差 

的更新之中，进一步提高了 CKF算法的精度。需要说明的 

是，由于引入了迭代的过程，致使整个算法的实时性指标有所 

降低，如何更进一步地优化 ICKF参数的选取、提高算法的运 

行效率将成为下一步研究的重点。 
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