
第 43卷 第 9期 
2016年 9月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．43 No．9 

Sep 2016 

与副本结合的部分再生码 

丁炳辰 李卫忠 

(空军工程大学防空反导学院 西安 710051) 

摘 要 ( ，k，d)再生码允许存储节点传送所存数据的线性组合以及增加修复入度 d，显著地降低了修复带宽，但是 

引入了更多的参与节点数及磁盘I／O。针对这一不足，提出了一种将复制方式与再生码结合的( ，k，d， ， )部分再生 

码，并得到了与再生码类似的阈值函数和 2个特殊点——最小存储量点和最小修复带宽点。部分再生码可以综合利 

用修复入度 d和副本因子 同时降低修复带宽和磁盘 I／O。当所有的节点存储量相等时，部分再生码的单点修复带 

宽和磁盘 I／0均优于再生码。定量比较的结果也显示，在最小存储量点，部分再生码比再生码有更低的平均修复带宽 

和平均磁盘 I／O；在最小修复带宽点，部分再生码有更低的平均磁盘 I／O以及与再生码相近的平均修复带宽。更重要 

的是，部分再生码适用于d≤ 一2的所有情形。 
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Partially Regenerating Codes Combined with Replicas 

DING Bing-chen LI W ei—zhong 
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Abstract (7z，k， )Regenerating codes(RC)significantly reduce repair bandwidth by allowing storage nodes to send the 

linear combinations of their data to the newcomer and increasing repair degree d．But they bring in more participating 

nodes and disk I／0．To solve this problem，this paper introduced partially regenerating codes(PRC)which combine RC 

( ，k，d， ， )with replicas．PRC have also a threshold function and two special points：minimum-storage point and mini— 

mum-bandwidth point．PRC can simultaneously reduce repair bandwidth and disk I／O by utilizing repair degree d and 

replica factor When the storage capacity of all nodes are the same。the repair bandwidth and disk I／0 per node of PRC 

are superior to that of RC．The results of quantitative comparison also show that，comparing to RC，on minimum-storage 

point，PRC have less mean repair bandwidth and disk I／O；on minimum-bandwidth point，PRC have less mean disk I／O 

and mean repair bandwidth t0 similar RC．What’s more important is that PRC is achievable when d≤ 一2． 

Keywords Regenerating codes，Replica，Repair bandwidth，Disk I／O，Repair degree 

1 引言 

大规模分布式存储系统 中数据量正在以指数 的趋势增 

长，而系统中大量节点的暂时或永久性失效成为一种常态，要 

想可靠地存储这些数据 ，关键技术是引入冗余。相比简单 的 

复制方式，纠删码(Erasure Codes)技术在使用相同的冗余量 

时提供了更高的可用性水平，或在相同的可用性水平下节省 

了大量的存储空间_1 ]。这一优点使得纠删码逐渐得到了大 

范围的应用 ，包括一些云存储系统 (如新版本的 GFS、win— 

dows Azurel3])、大数据分析集群(如 Facebook Analytics Ha— 

doop Cluster~ ])
、归档存储系统和 P2P存储系统。除了纠删 

码固有的编码和解码过程带来的运算能力的消耗，随后的研 

究还表明，传统的(n，是)纠删码 ，如 RS编码 ，消耗了更多的网 

络带宽和磁盘 I／O，通常情况下是复制方式的 是倍_5I 6l。这也 

是传统纠删码没有被当前的存储系统广泛应用的主要原因。 

Dimakis等人[7 将网络编码(Network Coding)[ ]应用到 

纠删码 上，创造性地提 出了( ，k， )再生码 (Regenerating 

Codes，RC)的概念，给出了单节点存储量与单节点修复带宽 

的最优折衷(Optimal Tradeoff)。再生码有效地降低了修复 

带宽，但是其降低修复带宽的方式——增大修复人度d，使得 

磁盘 I／O的消耗在通常情况下比传统的纠删码更严重[6]。而 

随着新一代网络互联速度以及单个存储设备存储容量的增 

加，磁盘 I／O正成为存储系统性能的主要瓶颈，并且修复入度 

的增加也使系统的抗扰动能力减弱。 

针对再生码增加磁盘 I／O的缺点，文献E9，103提出了 

Repair-by-transfer／Uncoded repair的特殊编码方式，同时优化 

了修复过程 的运算和磁盘 I／0的消耗，但是只有在 —r／--1 

时才能实现；文献[6]针对 MSR编码进行优化，得到了同时 

满足“存储一可靠性”、“存储一修复带宽”以及“修复带宽一磁 

盘I／0”最优权衡的编码方式，但是其给出的编码也需要参数 

满足 ≥2是一2；文献[11]通过特殊的设计降低了冗余节点的 

修复带宽和磁盘I／0，但是仅考虑了d=n--1的特殊情况；文 
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献[12]中的混合 MSR编码降低了磁盘 I／O，但是当愚≥5时 

不存在线性精确修复编码。 

上面提到的优化都依赖于再生码d>k的特性，即当d 

等于或接近愚时修复带宽和磁盘 i／o均无法降低，而且至今 

也没有人提出一种适合所有参数的通用方式。本文针对单节 

点修复的情形，将复制方式与再生码结合，提出了部分再生码 

(Partially Regenerating Codes，PRC)，其适用于除d—n一1以 

外所有参数的情形，并且有增加副本因子 与增加d两种方 

式来降低修复带宽与磁盘I／0，即使d=k时，修复带宽和磁 

盘I／0也可以通过调节副本因子 进行优化。通过综合利用 

和d，甚至得到比d=n--1时的再生码更优的修复带宽，却 

有更低的磁盘 I／0。 

2 再生码 RC 

文献[7]中，Dimakis等人使用信息流图(Information 

Flow Graph)对分布式存储系统进行建模，描述了数据通过网 

络进行传递并最终汇集到数据重构节点的过程。通过对最小 

割的分析，得到了单节点存储量 a与单节点修复带宽y的最 

优折衷，达到这个最优折衷的纠删码称为( ， ， )再生码。再 

生码以下列方式引入冗余：原始数据被分成大小相等的k个 

数据块，经过编码得到n(n>惫)个数据块，将这r1个数据块放 

置在不同的存储节点上。 个数据块中的任意 是个足以重构 

出原始数据，所以最多能容忍( 一愚)个节点的失效而不丢失 

原始数据。当有一个节点失效时，一个新的节点从剩下的有 

效节点中选择 (忌≤d<72)个下载数据，然后利用下载的数据 

得到与失去的数据相同或功能上相同(保证任意 k个足够重 

构出原始数据)的数据并将其存储。 

最优折衷曲线上有 2个特殊的点。 

最小存储量点： 

， 、 ， B 、 ‘
RMSR， _)=‘i ，k—(d--—k+1)) 

最小修复带宽点： 

， 、 ， 2Bd 2Bd 、 ( 
艘 ，ŷ徘 )一(k—(2d--—k+1)，k—(2d--—k+1)) 

相应的编码方案分别称为MSR编码和MBR编码。 

3 部分再生码 PRC 

3．1 编码策略及参数 

将所有的存储节点分为两类：编码修复节点{Xi}和副本 

修复节点{ )。对大小为B的原始数据编码后，放人( 一 

1+ )个存储节点，其中有( 一1)个编码修复节点和副本数为 

的副本修复节点，即{ }有( 一1)个元素，{yJ)有 个元 

素；每个 存储数据大小为a，每个 存储数据大小为阳 

(称0为副本因子)，OE[O，1]；原始数据利用 1个 和任意 

(忌一1)个 (共计是个存储节点)重构；当一个 失效时，一 

个新的Xf (称作新节点)仅从集合{Xi)中选择d(d≤ ～2)个 

有效的存储节点(称作帮助节点)下载数据，从每个节点下载 

的数据大小为卢( ≤a)，修复带宽 y= ( ≤y)；当一个 失 

效时，一个新的 从{yJ)中选择一个有效的存储节点下载数 

据，修复带宽为OB。n．A、k、d均是非负整数，R,p、y均是非负 

实数。 

对每一个七元组( ，k，d，d，y， ， )，编码方案用( ，k，d， 
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， )表示，C(a)表示所有的信息流图的最小割容量的下界 ， 

R ( ，惫，d，y， )表示口的阈值函数。 

图1给出了一个(4，2，2，2，R／B)PRC的信息流图，采用 

文献[7]中信息流图的表示方法：S表示数据源节点，存储节 

点用输入点 、输出点out和一条有向边 一0M 表示，数据 

汇集点Dc_．可能有多个。S将编码后的数据块传给5个节 

点：X1， ， ，yl， ，当 失效时，一个新的节点 X4利用 

和 进行修复，DC利用 和 X4重构出原数据。 

图 1 (4，2，2，2，a／B)PRC的一个信息流图 

3．2 折衷曲线 

定理 1 对任意的 口≥a ( ，k，d，y， )，七元组( ，忌，d， ， 

y， ， 都是可行的，且线性网络编码可以满足下界。理论上， 

当a<a ( ，愚，d，)，， )时，( ，k，d，a，)，， ， )是不可行的 阈值 

函数 a ( ，k，d，y，口)女口下： 

a ( ，k，d，y， )一 

f](1 --0)B， yE[f(O)，+。。) 

l-(1-- O一)B1--一g (i)~"，rE Ef(i)，f(i-1)) 
其中， 

) 面 千  (2) 

( )一zx
—

(2
—

d
—

--

—

2k + i
—

+
一

3)i
g (3) ．)=—— — 一  (3) 

证明：详细证明过程可以参考文献[7]附录中( ，忌，d，a， 

y)的 (n，k，d，y)的求解过程 ，下面仅列出关键计算结果： 

(1一生__ ) [ 一(忌一2)+ ]p， 一0，1，⋯，惫一2 

C(口)=阳+∑min{bi，R)(RE[O， 一2])是一个分段线性 

函数： 

rOB+(k一1)a， a∈[O，60] 

⋯  1 0t3+bo+(k--2)a， 口∈(bo，61] c(
a)= ． ． ～ 

l阳+麦+⋯+ 一。+ ， ∈( 一。， 一 ] 
满足 C( )≥B的a的最小值为 ： 

f百(1--0)B， B~[OB，OB+(k—1)b0]k 1 I 
一  

’ ’ 

f ．z-i 
一  二 二 

，

B∈( +i∑-1 ( 
一

1k 1 I 一 --i ’ 、 u。 ‘、 ‘ 

l 铝+蚤i)6j+(忌一 —z) )hi—l， 
J 

一 1。⋯ ，忌一 2 

其中， 

i-- 1

一 蓦( 一 )r=rE + ]一 ) 



 

∑ +(惫一 一2) 
j O 

=

，喜(1一 )y+( _2)(1一 )y 
_y( )[ + ]+(是一 )( + 

寺)y 

— v —
(k--1)(d

—

-- k+2)+v
—

i(2k--
—

i--3) 

d ’ 2 

一  ， —
(1--

—

0)B 

_，。( ) 

因此，有 

一 ( 二 垦二g 
“ 志一1一 i 

B∈(阳 +y ，阳 +y ⋯ ， 

所以有式(1)成立。证毕。 

同RC一样，PRC也有 2个特殊点。 

最小存储量点： 

(amSR， ， ( 1--O再)Bd ． 

最小修复带宽点： 

( 诬 ，y舳 R ． ． =2而(1 --0F)B 再d 
， 二

2 (1 --0F)B d , 

实现这两个点的编码分别称为PMSR编码和PMBR编 

码。注意到 PMBR与 MBR相似，有OIpMBR=7maWR。 

图 2给出了k一7时 RC与 PRC的()，，a )折衷曲线，数 

据在 B一1下计算得到。可以看到，随着0的增大，PRC的折 

衷曲线逐渐下降，类似于RC增大d的效果，但是 d的增大不 

仅使得磁盘 I／0上升，也使得系统的抗扰动能力减弱。而在 

下一节我们将看到， 的增大反而会降低磁盘 I／O。折衷 曲线 

的降低意味着 a的减小 ，除了最小存储量点以外，读取原文件 

时网络传输的数据量以及磁盘 I／O即(志一1) +0／3均减小 

了，对于大文件且读取频繁的情况，带宽和磁盘 I／O的降低是 

不可忽视的。 

△ 1 △ 2d 
O1 T ， —2kd--(k--—1)2-}-k--1 

图 2 一7时 RC与 PRC的(y，a )折衷曲线 

图 2 中 0取 了 3个 特 殊 值 ：0，01 1， 一 △ ， △ 

2惫 一(忌一1)。+志一1。 当0=o时，即为(7z一1，k一1)RC；当 

0=01时，佃一a肼彻=B／k，此时 PMSR编码的所有节点存储 

量相等；当 一 时，0B=a~ R，此时 PMBR编码的所有节点 

存储量相等。注意 ≥ 。另外，当0--1时，即为副本数为 

的简单复制方式。 

通过代数变换，易得下列性质： 

性质 1 

a)a (”，k，d+1，7， )≤ d ( ，k，d，)，， )； 

b)a (7l，k，d，y， )<a (n，k，d，’，， )，0≤ < ≤1 

C)0tPMSR，7~usR，~PMBR， 均随着 0的增大而减小； 

d) ，~PMBR，)'PMBR均随着d的增大而减小； 

e)OtPMSR~OlMNR∞ ≥ ； 

f) 豫≤ 甘 — 

g)a ≤a 筒 一 

4 评估 

垒二 ． 
k( 一忌+ 1)’ 

一 1 

4．1 假设、评估模型及评估量 

做以下一些简化的假设。 

假设有大量动态的节点协作地存储数据，节点可用性是 

独立同分布(L I．n)_5]的，并且可用的节点数不变。 

假设数据的可用性不变，即某个节点失效后，立即进行修 

复，而不是采取延迟修复[”]，导致一定时间内数据可用性 的 

降低。 

假设数据是不变的，因此在任意时刻，3．1小节所述的数 

据重构和节点修复都是可行的，排除了由数据更新所带来的 

带宽与磁盘 I／0消耗 。在许多云存储系统，如 Windows Az— 

ure、HDFSE“]，大量数据都是不变的。 

假设 的修复过程中，d个帮助节点读取所有存储的数 

据a，计算其线性组合得到 除去一些磁盘 I／O特殊优化的 

编码_6 ]，传统的修复模式就是这样。 

在文献[7]中的评估模型基础上稍作修改，得到如下评估 

模型： 

1)每单位时间，{Xi}中永久性失效的节点 比例是 ，l， 

{ys}中永久性失效的节点比例是 ，2，且 O<fl<1，O<，2<1； 

2)在任意时间点， 可用性是口-，ys可用性是a 2，且 O< 

口1< 1，0< a2< 1。 

表 1列出了( ，k，d， ， )PRC与( ，k， )RC的评估量， 

修复带宽和磁盘 I／O均有单节点和均值两种评估量。其中 
----

- nOWSR， R=hair， =( 一1)aP~sR+ OB， = 

(7z一1)ama3R+ ；。 

Pnc—k∑--1 
ni(卜  一 (4) 

i=0 ＼z／ 

PPRC一1一b+b* f 一 1口j(1一a1) 一1--，0-4：o，1(5) i
=0 ＼ 2 ， 

^ 

6=1一(1一n ) 表示有 个元素的{yJ)形成的整体的 

可用性。 

表 1 本文使用的评估量 
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4．2 单节点修复带宽及磁盘i／o 

对于最小存储量点，PMSR在 口= 时，~ZPMSR=0／3= 

删  ， 的单点磁盘I／o与MSR的单点磁盘I／O相等， 的 

单点磁盘i／o是MSR的古；由性质1中f)可知 彻< ， 

降低比例为南 ，当 =忌时有最大的降低比例专，且yJ 
的单点修复带宽小于 MSR的单点修复带宽，降低比例为 

，当d=k时有最大的降低比例(1一专)。 
对于最小修复带宽点，PMBR在 = 时，OB=OgPMBR，再 

由性质 1中 g)可知OIpMBR< ，因此 ， 的单点磁盘 I／O 

均小于 MBR的；由于 O／／V~R： R，0／PMBR一 ，因此 ， 

的单点修复带宽均小于MBR的。 

4．3 定量比较 

首先给出引理 1与定理 2，它们描述了( ，愚)RC中 n，k 

与平均节点可用性n的关系，这对理解后面的仿真结果有帮 

助。 

引理 1 在 4．1节中假设条件下 ，对于( ，忌)RC， ，惫的 

取值必须依赖于存储数据所期望的不可用性e(即1一e有多 

少个 9)和平均节点可用性 口，则有下列等式成立 ： 

一 垄( 一 ㈣ 

里± L—————— ————一 【／) 
其中， 是对应于期望的可用性水平(1一E)的正态分布的标 

准差。例如 =3．7对应于 4个 9的可用性 ，即0．9999。 

证明：因为数据可用性是至少k个节点可用的概率，所以 

有式(6)成立，利用代数化简和二项分布的正态近似，由式(6) 

可推得式(7)，完整表述和推导过程见文献[5，15]。证毕。 

定理2 在4．1节中假设条件下，对于满足存储数据可 

用性 1一￡的(n--m，忌一 )RC，随着平均节点可用性口的降 

低，”逐渐增大，且 越大，，z增长的幅度越小。 

证明：由引理 1可得， 

避 ±坚  忌一／9"／ L———————— —————一J。 (息一)十 
一 ÷[z(口)] +m 

+√ 
当a减小时，z(n)增大，且 越大，z(n)增长的幅度越 

小。也即a减小时，n增大，且 m越大， 增长 的幅度越小。 

证毕。 

本节中取 1一e=O．9999，这是故障可恢复系统的可用性 

水平，即1年有 1小时的停机时间[ ]。更高的数据可用性是 

不必要的，不仅因为需要更高的开销，而且系统其他没有达到 

这个可用性水平的因素，如链路等，将会制约整个系统的可用 

性[ 。仍使用文献[73中的数据，由于是比较 PRC与 RC的 

相对性能，这样做并不会影响结论。表2列出了该数据。 

· 206 · 

表2 本文使用的可用性 

图 3给出了k=7时定量比较的结果，数据在 B—IGB下 

计算得到。 

图 3中，(a)、(b)、(c)、(d)中每个坐标系的左 Y轴表示 

( ，是，d， ， )PRC相对( ，愚，d)RC在每个评估量上的减少比 

例 ，对应于图中的实线；右 Y轴表示 与 X 存储量之 比： 

塑
，

对应于图中的虚线，图中仅显示出了虚线对应的塑 ∈[O
， 

口 

10]的部分。线上标记的点对应于∞一a的特殊情形。图3 

(e)、图 3(f)给出了 PlanetLab、Microsoft PCs平台下 0／3=a 

时，随着d的增大，PRC与RC的平均修复带宽与平均磁盘I／ 

O的变化。注意到 RC中d≤ 一1，而 PRC中 ≤7z一2。 

由于 MBR与 PMBR均有 —y，根据后面的 -厂1、，2、a 、 

az的设置，总存储与平均修复带宽是成比例的，所以增大或 

减小的比例是相等的，因此图3省去了最小修复带宽点的总 

存储曲线；并且，由于d并不改变0B=a时PMSR与 MSR的 
T) 

存储量(阳 懈 一 ：丁D)，因此图 3(e)、图 3(f)中也省 

去了最小存储量点的总存储曲线。 

注意：虽然式(5)的成立要求 O，1，但是图3中0=0和 

一1分别真实反映了( 一1，k一1)RC和简单复制方式 的情 

形。 

对于节点可用性较高 的平 台，如 PlanetLab、Microsoft 

PCs，取 a 一n ^一．厂2，即 与 可用性相同。对于节点 

可用性较低的平台，如 Skype、Gnutella，为了避免 的值过大 

带来的存储消耗，引入高可用性节点作为 ，nz均取 Planet— 

Lab的口值，虽然从理论上有 厂2<^，不过为了保持 PMBR 

总存储与平均修复带宽成比例的特性，仿真中仍然取 ，2一 

．厂l，这样会使得结果偏小，不过并不影响结论。 

为了满足 4个 9的数据可用性，PlanetLab平台下 RC与 

PRC的 值均为 11， =3；Microsoft PCs平台下 RC与 PRC 

的rt值均为 13，A=4；Skype平台下 RC与 PRC的n值分别为 

24，23， 一3；Gnutella平台下RC与 PRC的 值分别为 48， 

46， 一3。 值变化的原因如下：令Q f _ 1n (1一 
l=0 ＼ 2 ／ 

口1) 卜 ，则 P =Q+(1一Q)(1--b)。当 Q与(1--b)相差 1 

个数量级时，如上述仿真中为1O 与 10一， ≈Q。注意到 

Q是( 一1，k～1)RC的数据不可用性 ，P 是( ，是)RC的不 

可用性，根据定理 2，随着平台节点可用性的降低，为保证 4 

个9的数据可用性，二者的”均会增大，并且后者增大的幅度 

更大。 

从图 3(a)、(b)中可以看出，随着 0的增大，在 PlanetLab 

和Microsoft PCs平台上，PMSR会损失存储，但是修复带宽 

和磁盘 I／O均有较大降低，尽管有d=忌，但在损失少量存储 

时，尤其是修复带宽仍有较大降低，如特殊点0B=a的情形： 

在PlanetLab平台上损失18 存储，降低 51 的修复带宽；在 

Microsoft PCs平台上损失 23 的存储，降低 49 的修复带 



宽。PMBR在保持存储与修复带宽少量增大或减小时，磁盘 

I／0有较大降低，如特殊点0B=a的情形：在 PlanetLab平台 

上存储与修复带宽均降低 3 ，磁盘 I／O降低 22 ；在 Mi— 

crosoft PCs平台上损失 1 的存储与修复带宽，磁盘 I／0降 
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低了 2O 。Skype、Gnutella平台中由于引入了高可用性节点 

作为 ，并且n较大，因此随着 0的增大， 带来的修复带 

宽、总存储与磁盘 I／0的增加被 带来的降低所掩盖，整体 

呈现出0越大而修复带宽、总存储与磁盘 I／0越小的趋势。 
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(c)Skype。d=k (d)Gnutella，d=k 

∞士 平均修复囊竞降偃比锶 -E卜平I电磁盘v0降低比倒 — 一总存储降低比例 —E》一日B／a 

(e)PlanetLab，013=a (f)Microsoft PCs，OB—a 

( —， PRc平均侈带宽 —E卜PRCq-~ ItL'O -·△--Rc平均謦复带竞 ￡I-Rc平坷磋盎L () 

注：(i)中的实例适用于(a)、(b)、(c)、(d)，(ii)中的实例适用于(e)、(f)。 

图3 一7时 PRC与 RC的性能对比 

由性质 1可知，PRC也可以通过增大 d来降低修复带 

宽，同 RC一样 ，d的增大会带来磁盘 I／0的增加，这与图 3 

(e)、(f)显示 的结果是一致的。对于 PMBR与 MBR，d的增 

大所带来的修复带宽的降低是不明显的，却增大了磁盘 I／0， 

但PMBR始终保持比MBR更低的磁盘I／O。对于PMSR与 

MSR，d的增大对修复带宽的降低是明显的，但是，我们可以 

看到 PMSR在 —k时的带宽已经接近 MSR在 d：n一1时 

的带宽，甚至 PMSR在 一”一2时的带宽比 MSR在 一；r／D 

1时更低，并且伴随着更低的磁盘I／O。 

结束语 本文将复制方式与再生码结合 ，提出了一种新 

的编码方案：(n，k，d， ， )部分再生码。部分再生码可以综合 

利用修复入度d与副本因子 来优化总存储、修复带宽和磁 

盘I／O。与(”，k，d)再生码相比，在修复入度相等时，PMSR 

比MSR有更优的修复带宽与磁盘 I／O，PMBR比MBR有更 

优的磁盘I／0和相近的修复带宽。由于部分再生码引入了复 

制方式，因此复制方式固有的存储量损失的缺陷也引入到了 

部分再生码中，在 PMSR中较为明显 ，但是对于多数分布式 

存储系统而言，带宽与磁盘 I／O是制约系统性能的主要瓶 

颈 。另外，由于部分再生码的编码修复部分仍然是再生 

码的结构，因此关于再生码的一些优化，如精确修复_】 、多 

节点协作修复ED,~o]、磁盘 I／0E 等，均可以应用其中。 
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