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带等时空载返程运输的双机 Flow shop调度问题复杂性 
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摘 要 流水作业(Flow shop)问题是调度算法研究中经典问题模型之一，有两台处理机和一台运输机且运输机每次 

只运输一个工件的流水作业调度问题模型在现实中有着广泛的应用。同时考虑运输机去程(从机 器M 到 M2)与返 

程(zk机器M2到M )时间，在假定运输机去程运输时间及返程空载时间相等的情况下，通过把一个强 NP-complete问 

题——3一PARTIT10N问题归约成一个研究问题的实例 ，来证明对这个问题求解是强 NP_hard的。 
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Abstrac~ Flow shop is one of the most classic scheduling problems．The model of a flow shop problem with tWO ma— 

chines and a transporter which can transport a job from machine 1(M )to machine 2(M2)every time is widely applied 

in most manufacturing systems．In this paper，the no-load return transportation time from machine M2 to M  was consi- 

dered，and we assumed that it equals with the time from to M2．Then we showed that the NP-complete problem 3- 

PAR TITION iS reducible to an instance of the problem we researched。SO that we can demonstrate that this problem iS 

a Np-hard problem in the strong sense． 
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1 引言 

流水作业(Flow shop)问题是调度算法研究中经典 问题 

模型之一 ，是指一个包含了多台机器，多个待加工的工件需要 

在这些机器上依次加工的生产系统。一个标准的流水线调度 

问题是不计运输时间的，任务可以在被处理完之后立即移动 

到另一台机器上，其数学模型可表述为：给定 m(m≥2)台机 

器和 个待加工工件 J ，Jz， 。，⋯，J ，每个工件 J 包含m 

个工序Q( ， )( 一1，2，⋯， ；． 一1，2，⋯， )，其加工顺序为： 

Q(1，j)，Q(2，j)，Q(3，j)，⋯，Q( ，j)。工序 Q(i，』)在机器 

M 上的加工时间为P 且不允许中断，一台机器同一时刻只 

能加工一个工件。按照 LaMer等人[1]在 1993年提出的流水 

线问题表示方法中，可以把一个两台机器的标准流水线问题 

表示成F2 ll C ，其中“F，’表示这是一个Flow shop问题，“2” 

表示有两台机器，“Cl咖 ”表示问题的目标变量，即所有工件完 

成加工所需的最小时间。 

对于多机( ≥3)不考虑级间运输时间的 Flow shop调度 

问题，文献[2，3]首先做了详细的研究，文献E4]又做了进一步 

探讨，并已证明该问题是 NP-hard问题 ，因此大部分学者都已 

不再探讨这类问题的复杂性 ，而转移至近似算法、在线算法等 

算法优化领域的研究，如文献[53给出了一种遗传分枝定界算 

法求解 3机Flow shop调度问题，文献[6]对流水作业批调度 

问题的一系列优化算法进行研究，文献[7]对置换流水线车间 

调度问题进行研究，文献[8—10]对遗传算法在流水车问调度 

问题做了一系列的研究及改进。 

对带运输时间的 Flow shop问题，目前也有不少学者做 

了大量的研究。文献[11]讨论了带一台运输机的3台机器级 

间运输调度复杂性，并证明所有工件在 3台机器上加工时间 

相同而运输时间各不相等的情况下 ，即 F3，R1lP = ； l 

c瑚 是强 Np-hard问题。 

对于有两台加工机器和考虑级间运输时间的流水线调度 

问题，Lee等人于 2001年曾对此进行详细定义，问题的模型 

为：有 2台加工机器 ，运输机从机器 M 到机器 M 一次运输 

Y个作业，从机器  ̂到机器M 的运输时间为r，从机器A 

回到机器 M 的时间为 d，规定此类问题可以用符号 TF2 l = 

1，c= l c瑚x来表示，其中“ ’表示有考虑级间运输时间，“F” 

表示 Flow-shop问题，“ ”表示运输机的数量 ，“c”表示运输机 

一 次运输多少个作业 ，G一表示所有工件完成加工所需的最 
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小时问 。1991年 Kise等人 ”已经证明在 r+ 等于常数 

的情况下，问题 TF2I —1．f一1 l 是一个弱 NP-hard问 

题 ；2001年 Hurink等人 进一步证明问题 丁、F2 J v一1，c—l J 

在 一0的情况下是一个强 NP—hard问题。目前众多学 

者在前人的研究基础上．对两台机器带级间运输的调度问题 

加入一系列约束限制．进而进一步证明其复杂性，文献[-15]对 

两机无等待流水车间调度问题的基本性质进行了研究并给 

同时存在普通]一件和无等待_T=件的两机流水车间调度问题在 

排列排序范罔内是 NP网难的；文献[16]对带“不可用约束” 

前提的两台平行机排序算法进行了优化改进。 

然而对有两台加1 机器的带级问运输时间的 Flow shop 

问题，目前的研究者均未考虑空载返程时间。本文要证明的即 

是 丁F2I —l，f一1 l 在 口≠0且 f— 情况下的流水调度是 
一

个强 NP—hard问题。 

2 问题描述及相关符号定义 

2．1 问题描述 

问题描述如下：，2个T件(job)在两台机器 M。、M2上处 

理加1 ．同一T件必须先在机器 M 上完成加1：，由运输机 R 

在一定时间内运输到机器 M)并在其上加工。且 R一次最多 

运输一个1-件。运输机 尺到达机器M：立即返回。每一T件 

在机器 Ml、M 上加丁时间不一定相同，每台机器有无限个 

缓存区来缓存待处理的作业；运输机尺从机器M·到机器 M 

的运输的时间为 z_，从机器 返 回到机器 M 的时间为 。 

该问题的F1标是设计一个合理调度，使得所有T件全部加_T 

完毕所需的时间最短．最短时间用 ( (S)来表示，其中 S表 

示一种调度。按 I．ee等人 的表示法可表示为 TF2 l v一1， 

c一1lG ，本文将证明在 r= ≠0的情况下该问题是一个强 

NP—hard问题。 

2．2 符号定义 

为了方便后文的证明，此处定义 Flow shop问题中与时 

间有关的符号：Start 表示T件 在机器 M 上的开始时间； 

P 表示rT=件j在机器Mi上的加T时间；Endi． 表示T件j在 

机器 M 上的完成时间，不难得 End 一Start +P ；r表 

示运输机从M NIL器 M 的运输时间， 表示从机器 Mz到 

机器 Ml的空载返回时间；( (S)表示所有T件全部加T完 

毕所需的最短时间。 

2．3 3-PARTITloN问题 

给定正整数 b和 3m个正整数集合 X一{-r r2 ’ ，⋯， 

．h }，满足式(】)和式(2)两个条件。 

(1) 

(2) 

其中，式(1)表明集合X中每个元素都大于导同时小于等；式 
L  

(2)表明集合巾所有元素的加和恰巧是 倍的b。 

确定是否存在一个将正整数集合 X分成 m个互不相交 

的南 3个元素构成的子集{X。，X!。X ，⋯，X }且满足式(3)。 

Y_2 ，一6， 一1，2，3。⋯ ，m (3) 
J
∈ X 

式(3)表明对任何一个子集 X，集合中所有元素的加和恰好 

是 b。 

3-PARTITION问题的目的是确定是否存在满足条件的 

划分，即是否能将这3m个正整数分成 个集合且保证每个 

集合中元素加和恰巧为b，Garey等人在 1979年已经证明 

该问题是强 NP_Hard的问题。 

3 I-=0,情况下的 2 f'，=1，c=1 fG 问题复杂性 

按照证明强 NP-hard问题 的思路，只要证明一个强 NP- 

hard问题的实例可以归约成要证明的问题的实例，即可得到 

该问题是一个强 NP-hard问题。本文利用强 NP-Hard的 3一 

PARTITI()N问题到 TF2 J 一1，c—l l 的规约来证明本文 

所讨论的问题是强 NP—hard的。 

对带一台运输机的两台机器的流水调度问题 ，Hurink等 

人在 2001年已经证明 rrF2 J —l，f=1 I 在 一0的情况下 

是一个强 NP—hard问题，本文将进一步证明在r— ≠0的情况 

下 丁F2l 一1，c一1【 仍是一个强 NP—hard问题。 

给定 3-PARTITION问题的任一实例，现构造一 丁F2 l 

一1，c一1 I 问题实例，该实例中将 ”个-[ 件分成 4类 ，为 

方便表述，假设 ，2—4m+1，则各工件编号为 0，1，2，3，⋯，4m。 

· 1个开始丁件 Start-job 0：p1．1 一1，P2 =3b 

· 1个结束T件End-job m：P 一3b，P ， 一l 

·  一 1个大T件 Big-job 1．2，⋯， 一1： 

p1． 一 3b， ．i一 3b· 一 1·2，3，⋯ ，m 

·3 z一1个划分lT件 Pnrt-job +1， +2．⋯．4m： 

1．汁 一a ．P2． 十 一al' 一1，2，⋯ ．3m 

本实例中设定 r一 一0．5b，且T件在两台机器上加丁的 

序列一致。按照强 NP—hard问题的规约证明思路 ，只要证明 

满足 (S)≤ 的调度 S存在当且仅当 3-PARTITION问 

题有解，即可证明 (S)在 r— ≠0情况下是一个强 NP— 

hard问题 。 

3．1 3-PARTITION问题有解，则满足条件的调度序列S存在 

现似定 个互不相交的子集 ，。。J?，J。，⋯，J 即为 3一 

PARTITION的解 ，每个子集含 3个划分工件，则构造如图 1 

所示的调度序列。 

M． 

R 

M2 

1 1+0 5b I+3 5b 1 4．5b 1+7 5b 2+0 5b+4mb 

注：■表示空闱状态，【 表示运输机空车返回状态(以下粪同)． 

图 1 根据 3-PARTITI()N实例构造的涮度序列 

从图 1中可以看出，开始工件 Start-job 0在机器 M1上 

开始加_[的时刻为0，运输机开始运输的时刻为 1，在机器  ̂

上开始加工的时间为 1+0．5b；最后一个结束T件 End-job m 

在 Mj上的完成的时间是 2+0．5b+4rob=2+柏一0．5b，所以 

按照图 1的构造的实例序列可知，总的加工时长为 2+n6— 

0．5b，显然，这个调度序列 S符合 C⋯ (S)≤ ，即 3-PAR 兀一 

TI()N问题有解 TF2l v一1，c一1l 则有解。 

3．2 若调度序列 S存在 ．则 3一PARTITloN问题有解 

若存在一个调度序列 S符合C (S)≤ 一2+ 一O．56， 

则根据所构造的实例特征，不难得m引理 1一引理 5。 

引理 1 丁件 Start 06 0一定最先在机器M 上开始加 

I．。 

证明：若T件 Start-job 0不是最先在机器 M。上开始加 

丁的工件，现假定工件 最先在机器Mt上开始加T，如图 2 

所示。 
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M 1 

R 

Mi 

图2 j是最先开始加工的情况下的调度序列图 

根据所构造的实例特征，除 Start-job 0外的其它任何工 

件在 M 上的加工时长均大于 1，因此有 >l，即End1． >1。 

从机器 Mj来看，整个调度的最小完工时间 (S)一定 

满足： 

4m+ 】 

Cma (S)~End1．j+O．5b+ ∑ P2．女 

=E ，，+0．5b+4mb+1 

>4rob+0．5b+2 

=2+柏 一0．5b 

即调度序列S不可能在 2+ 6—0．5b时间前完成，与假设相 

矛盾，因此引理 1得证。 

引理 2 工件 End-job 一定是最后在 M2上完成加工 

的工件。 

证明：假设工件 End-job 不是最后在机器Mz上最后 

加工的工件，现假定工件 J( ≠ )在机器 M 上开始最后加 

工，如图 3所示。 

End1
．I End0+0．5b 

M - 

R 

M2 

图 3 是最后完成加工的情况下的调度序列图 

根据所构造的实例特征，除结束工件 End-job 以外的其它 

任何工件 ( ≠m)在M 上的加T时长均大于 1，即p 24>1。 

从机器 jⅥl看，整个调度的最小完工时间 (S)一定满 

足 ： 

G (S)≥E +0．5b+P2． 

4rn+ l 

≥ ∑ P1． +O．56+ 2，， 

=4mb+1+0．56+ ． 

>4mb+1+0．5b+l 

一2+ 6—0．5b 

即调度序列 S不可能在 2+ 6—0．5b时间前完成，与假设相 

矛盾，因此引理 2得证。 

引理 3 机器 M 在时间段[0，( 一1)6+1]内加工工件 

且无空闲。 

证明：依据引理 1和引理 2可构造如图 4所示的调度序 

列。 

M · 

R 

M 2 

而 

图 4 T件 0最先加工，工件 m最后完成加工的调度序列图 

若 在时间段[O，(”一1)6+1]内有空闲，则一定有 
4rn+ l 

End1． > ∑ pm=( 一1)6+1 
一 U 

· 2O · 

(S)≥E +0．5b+P2． 

> ( 一 1)6+ 1+ 0．5b+1 

—2+”6— 0．5b 

即调度序列 S不可能在 2+柏一0．5b时间前完成，与假设相 

矛盾，因此引理 3得证 。 

引理4 运输机R在[1，( ～O．5)6+1]内无空闲，即要 

么在从机器 M 运输工件到机器 M ．要么在从机器 返回 

至机器 M1。 

证明：依据引理 1易知，运输机在 1时刻开始运输 Start— 

06 0。所有lT件被运输至机器M 的时间为(rl--0．5)6，若运 

输机R在[1，( 一0．5)6+1]内有空闲，则一定有 

Start2． > 1+( 一0．5)6 

而 

(S)≥Start2 +P2． 

>1+( 一O．5)6+ 1 

— 2+柏 一 0．5b 

即调度序列 S不可能在 2+ 6—0．5b时间前时间完成，与假 

设相矛盾，因此引理 4得证。 

引理5 机器M2在时间段[1+O．56，( 一1)6+1]内加 

工工件且无空闲。 

证明：依据引理 l和引理 4知，丁件 Start-jo6 0在机器 

 ̂上开始加工的时刻为 1+0．5b，而所有_丁件在机器 Mj上 
4m 十 l 

的加工总时长为 ∑ P2， =4rob+1一(W一1)6+1，若 M2在时 

间段[1+O．5b，( 一1)6+1]内有空闲，则一定有 
4m + 】 

(S)≥l+0．5b+ ∑ 2．̂ 
一 'J 

> 1+0．5b+(n一1)6+1 

—2+ 6一O．56 

即调度序列 S不可能在 2+柏一0．5b时间前完成，与假设相 

矛盾，因此引理 5得证。 

依据引理 1一引理 5进一步证明若调度序列 S存在，则 

3一PARTITION有解。现将调度序列 S用图例表示出来，如 

图 5所示 。 

M- 

R 

M： 

图 5 调度序列可行解至3-PARTITI()N解的分析过程图 

不失一般性，假设T件 1，2，3，⋯，m一1在 Mt上按递增 

顺序加_T，集合 J-为在 Start—job 0和Big-job 1之间加T的 

lT件集合，假定 J，一{ ，i 一，i女)。 

由于 Pl_】一3b，而运输机 R运输T件 Start-job 0至机器 

M2及返回的时间为b，显然若集合 Jt— ，则运输机 R在 1+ 

b开始必定有一段空闲才能开始运输T件B ob 1，这与上 

述引理 4运输机在 1+0．5b开始工作且无空闲相矛盾，因此 

J ≠D。接下来，进一步证明 ∑a 一6且 k一3。 
，∈ I1 

引理 6 在上述构建的 Flow shop实例中，若存在调度序 

列使得 G (S)一 ：2+”6—0．5b，则集合 fl中的工件数 目 

必须为 3。 

证明：在构造的实例中，对任一Part-job J均有 

1．J=P2．J一口，·j一1，2，3，⋯，3m 



 

根据式 (1)所示的 3一PARTITION问题特征及上式知， 

Vit∈I1均有 

b b
， 一1，2，3，⋯，3m (4) 

根据式(4)的结果，不难得出V it∈Jl，End 一1+∑ 

Pl <1+ ·号<1+ ， 一1，2，⋯，忌。 

根据引理 4，运输机在[1，1+(是+1)6]时间内无空闲，即 

要么在运输工件 0，i ，iz，⋯，i ，要么在返回机器 M 的途中。 

若 是≤2，运输机完成工件 i 的运输并空载返回至机器 

M-的时间为 1+(忌+1)b，即一定在 1+36时问前完成运输工 

件 is并返回，而 EndlIl一1+∑P2 +3b>1+3b，即工件 1在 

机器M 完成加工时间 1+36时间后，因此运输机在运输完 

工件 i 返回至M。后与开始运输工件 1之间定有空闲，这与 

引理 4相矛盾，因此 忌>2成立。 

若 是≥4，则依据式(4)有 

壹 <忌· b≤愚· b+(愚一4)· b一( 一2)·b 
另一方面，由于运输机必须首先将工件 0，1，i1，i2，⋯，is 

按顺序运输完成后才能在机器  ̂ 上开始加工Big-job 1，故 

Start2，1不可能早于 1+(愚+1．5)·b；而 End2，o一1+3．5b； 

Endz。ik—Endz，o+ P2， ，即Endz，is一1+3．5b+ 蚤P2． < 
1+3．56+(忌一2)6—1+(是+1．5)b。也就是说 ，工件 i 完成 

在机器Mz上的加工时间不晚于 1+( +1．5)b，即 在完 

成工件 i 与开始加工B 06 1之间有空闲，与引理 5矛盾。 

因此引理 6得证，即 是一3。 

引理 7 在构建的 Flow shop实例中，若存在调度序列使 

得 ( (S)一 一2+碰，一O．56，则 ∑n 一6。 
∈ l1 

依据引理 6知集合 J 中元素个数为 3，这意味着工件 

Big-job 1需在[1+46，1+4．5b]时间内被运输机R运输至机 

器 ，这也就是说 Start1．1≤1+b且 Start2，1≥1+4．5b。因 

为 Start]．1=Pl，o+ pl， 一1+ p̈ <1+6，则有 夕 ≤ 
t J1 ℃ 11 11 

b成立。 

根据所构建实例特征，对任何一个划分工件 Part-job J 

均满足 P ．』=p2，J—n ，因此式(5)成立。 

∑P2， ≤6 (5) 
i6I1 

同时由于 Startz， ≥1+4．56，依据引理 5，机器 M2在时 

间段[1+0．5b，( 一1)6+1]内加工工件且无空闲，可以得出： 

Star&，l=End z．o+ P2， 一1+3．5b+ p2， 

因此式(6)成立。 

∑ P2． ≥6 (6) 
iEI1 

综合式(5)和式(6)知 ∑ P2． 一6。 
iE11 

在构造的实例中对3 个划分工件 06规定 抖 一 

口 ，P2，件 一国，因此易得出 ∑ 一6。 
iE11 

类似，很容易得出被工件 1，2，⋯， 个分割开来的集合 

Jz，L，⋯，L 均满足集合元素个数为 3，且 ∑a 一6( 一2，3， 
 々

4，⋯，m)。因此 J1，J2，J3，⋯，L 是 3一PARTITION的解。 

也就是说，若满足条件的调度序列 S存在，则 3-PARTI— 

T10N存在可行解。 

3．3 在 r=a~0情况下的 TF2f'，=1，c=1 lG眦的复杂性 

定理 1 丁F2l 一1，c一1I 在 r— ≠0是强 NP-hard 

的。 

证明：由于本文用 3-PARTITION到 丁F2f 一1，c一1} 

问题的规约来证明其复杂性，通过设计的实例，3．1节中 

已经证明出若 3一PARTIT10N有解 ，则满足条件的调度序列 

S存在 ；3．2节证明出若调度序列 S存在，则 3-PARTITION 

有解。因此定理 1得证。 

结束语 本文主要证明了 了、F2l 一1，c一1 lCl瑚 问题在 

r— ≠0情况下是一个强 NP-hard问题，即该问题不能在多 

项式的时间复杂度内求解。为了引出这个问题 ，首先给出了 

前人的研究成果 ，在证明过程中，也用到了前人证 明的 NP_ 

complete问题——3一PARTIT10N问题来作为主要的证明依 

据 ，通过证明 3-PARTIT10N问题可以归约成一个所研究问 

题的实例 ，来证明该问题是一个 NP-hard问题。 

关于 TF2问题的研究，不同的学者有不同的研究角度， 

该问题的大部分模型都被证明是 NP-hard问题，因此具有很 

高的理论研究价值和实践价值，如可进一步研究 当 ≠0且 

r≠ 或运输机容量 c)2时该问题的复杂性。 
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