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基于图正则化和稀疏约束的半监督非负矩阵分解 

姜小燕 孙福明 李豪杰。 

(辽宁工业大学电子与信息工程学院 锦州 121001) (大连理工大学软件学院 大连 116300)。 

摘 要 非负矩阵分解是在矩阵非负约束下的分解算法。为了提高识别率，提 出了一种基 于稀疏约束和图正则化的 

半监督非负矩阵分解方法。该方法对样本数据进行低维非负分解时，既保持数据的几何结构，又利用已知样本的标签 

信息进行半监督学习，而且对基矩阵施加稀疏性约束，最后将它们整合于单个目标函数中。构造了一个有效的更新算 

法，并且在理论上证明了该算法的收敛性。在 多个人脸数据库上的仿真结果表明，相对于 NMF、GNMF、CNMF等算 

法，GCNMFS具有更好的聚类精度和稀疏性。 
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Semi—supervised Nonnegative M atrix Factorization Based Oil Graph Regularization and Sparseness Constraints 
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Abstract Nonnegative matrix factorization (NMF)is a kind of matrix factorization algorithm under non-negative con— 

straints．With the aim to enhance the recognition rate，a method called graph regularized and constrained non-negative 

matrix factorization with sparseness(GCNMFS)was proposed．It not only preserves the intrinsic geometry of data，but 

also uses the label information for semi-supervised learning and introduces sparseness constraint into base matrix．Final— 

ly，they are integrated into a single objective functiom An efficient updating approach was produced and the convergence 

of this algorithm was also proved．Compared with NMF，GNMF and CNMF，experiments on some face databases show 

that the proposed method can achieve better clustering results and sparseness． 
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1 引言 

为高效率地处理存放于矩阵中的数据信息，一般采取将 

矩阵进行分解的方法 。分解后 ，不但可将用于描述问题的原 

始矩阵的维数大大消减，同时也可以对原始矩阵中存放的大 

量数据进行压缩和概括。常用的传统矩阵分解方法有：主成 

分分析(PCA)、独立成分分析(ICA)、矢量量化(VQ)、奇异值 

分解(SVD)等，其共同点是允许分解后结果出现负值，从计算 

的角度看这是正确的，但从应用的角度看负值是没有实际意 

义的。与上述 矩 阵分解方 法不 同 的是 ，非负矩 阵分解_l 

(Non-negative Matrix Factorization，NMF)是 目前国际上新 

的矩阵分解方法 ，并 已初步成功地应用于图像处理、生物医 

学、文本聚类和语音信号处理等领域。1999年，Daniel D．Lee 

和 H．Sebastian SeungE 。]在{Nature))上首次提出了非负矩阵 

分解的概念 ，其详细介绍了 NMF心理和生理学的理论依据， 

并从直观上展示 了 NMF“局部构成整体”的特点。非负矩阵 

分解通过添加“矩阵中所有元素均为非负数”的限制条件，保 

证了分解结果的可解释性，同时，它还具有实现简便和占用存 

储空间小的优点，从而更加贴近应用领域。因此，探索矩阵的 

非负分解方法一直是非常有意义的。 

NMF自提出后 受到 了广泛 的研 究与应用 ，为 了提高 

NMF算法的有效性 和识别率，人们提 出了许多改进算法。 

Hoyer等_4]提 出了非 负稀疏编 码 (Nonnegative Sparse Co- 

ding，NNSC)算法。NNSC算法结合了稀疏编码方法和 NMF 

方法。后期 Hoyer等进一步提出一种改进算法，在分解原始 

矩阵的同时，对基矩阵和系数矩阵进行一定程度的稀疏度控 

制，从而得到一种可 以较为精确控制 的稀疏性 NMF算法 

(Non-negative Matrix Factorization with Sparseness Co n- 

traints，NMFSC)E ，使得分解后 的矩阵具有较好的稀疏性， 

不仅节省了存储空间，同时还提高 了运算效率。Wang等 

人_6]提出了基于 Fisher约束的监督 的非负矩阵分解方法，其 

在矩阵分解过程中通过最大化类间散度和类内散度的比值， 

将监督信息引入到图像表示 中。David Guillam等人_7 提出 

了加权 NMF；Ding等人_8]提出了一种对输入数据的正负性 
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不敏感的 Semi-NMF的矩阵分解算法。近几年 ，将流形学习 

与非负矩阵分解相结合已成为当前热点。Cai等[9]提出了图 

正则化非负矩阵分解(GNMF)，在 NMF的低维表示中，考虑 

原始样本的近邻几何结构，引进近邻图，使得低维表示很好地 

保留了原始样本的近邻结构。姜伟等人[1o]提出了稀疏约束 

图正则非负矩阵分解算法(GNMFSC)，其不仅考虑了数据的 

几何信息，而且对系数矩阵增加稀疏约束，使分解后的人脸 图 

像具有更高的识别率。 

上述的标准 NMF及其改进算法都属于无监督分解方 

法，没有考虑样本的标签信息。Liu等口1]提出的CNMF算法 

直接将已知样本标签信息约束到NMF算法的目标函数，单 
一 目标函数就实现了半监督分解 ，不足之处是无法保持样本 

所在空间的几何结构。本文结合半监督学习和流形学习的思 

想 ，并在此基础之上施加稀疏约束 ，提出一种基于图正则化和 

稀疏约束 的半 监督非负矩 阵分解 (Graph Regularized and 

Constrainted NMF with Sparseness，GCNMFS)。该方法不仅 

充分考虑样本的类别信息和数据空间固有的几何流形结构信 

息，还对进一步稀疏分解结果。实验结果证明了基于图正则 

化和稀疏约束的半监督非负矩阵分解算法的有效性。下面将 

重点介绍 GCNMFS的求解 、收敛证明及实验结果。 

2 非负矩阵分解算法 

对给定的矩阵进行分解，其结果往往是不唯一的。利用 

NMF算法进行分解时往往也是不尽相同的。对于给定的 

个非负样本 32 ， 一1，2，⋯， ，每一个 32 ∈ 均是列向量，组 

成非负矩阵x一[ ，zz，⋯， ]∈R 。NMF算法的目的 

就是寻找两个非负矩阵 U∈ 和 VE ，忌≤mn／(m+ 

)，使得 X≈L兀厂。也就是最小化下列 目标函数： 

OF一}i x一 l}； S．t．u≥o，v>jo (1) 

其中， f F是Frobenius范数。其乘性迭代规则为： 

(X ，0、 
‰ 一 “ z 

一 (3) 

其中，u一[‰]， 一[ ]。计算过程中，给定迭代终止条件 

后，随机选取非负初始矩阵U0和V0，按照式(2)和式(3)交替 

迭代更新直到满足终止条件，可得到最终的 和 。 

3 基于图正则化和稀疏约束的半监督非负矩阵分 

解算法 

3．1 图正则化非负矩阵分解 

蔡登教授等l_9 针对流形数据提出了图正则非负矩阵分解 

(GNMF)算法。GNMF非负分解算法要求在矩阵分解过程 

使降维后的数据(基矩阵)尽可能多地保持原始数据的几何内 

蕴结构。假设样本分布在高维欧氏空间的低维流形上，通过 

构建所有样本的近邻图来估计数据 ，即在矩阵分解过程中明 

确考虑数据集携带的几何信息：如果数据点 z 和37，在原空 

间是邻近点，那么对应到新的基下h 和h 也是邻近点。 

设原始数据点构成的图为 G，其中 是权矩阵，N ( ) 

表示 五 的P个近邻，则 

f一 二!z 
一 e ， 32 ∈Np( )或 ccj∈Np(丑) 
10， 其他 

定义 L=D--S，D是对角矩阵，Dii一2s L是拉普拉斯 

矩阵。则 GNMF算法最小化 目标函数： 
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OF一_l x—u _l；+ Tr(V L ) 

式(4)的迭代更新规则如下： 

(X 

一‰瓦 

S．t．U≥O，v>f0(4) 

(5) 

(x'rU十 SV) ， 

一 『二干 

3．2 受限的非负矩阵分解 

传统的 NMF是非监督学习算法 ，没有考虑数据样本的 

类别信息，因此 ，Liu等[11]提出了 CNMF算法 ，对部分有标签 

信息的样本进行监督约束，使得具有同类标签信息的样本在 

低维空间中投影为一个点，再进行聚类和识别会得到更好的 

效果。 

假设X一 ， z，⋯， ]为 个非负样本，前 1个样本 

， z，⋯， 的标签信息已知，剩余的 —1个样本的标签信 

息未知，共包括 C类样本。定义标签索引矩阵 C，如果样本 

被标记为第i类 ，则令 C f=1，否则令 C 一0。定义标签约束 

矩阵A： 

A一( 0) ㈣ 
其中，矩阵 L— 是一个( 一z)×(7z— )维单位矩阵。 

在 NMF目标函数中，引入标签约束矩阵A，即X．~UVr— 

U(AZ) 。其中 Z∈R“ 是辅助矩阵，c为样本的类别 

数，忌《 且 《 ，同NMF算法中的矩阵 一样，辅助矩阵Z 

的初始值也是随机产生的。很容易得知 ，如果 和 j具有 

相同的标签 ，那么其加权系数矢量是相同的。CNMF算法中 

的目标函数如式(8)所示。 

Or一}}X一【，Z A II； S．t．u≥o，Z≥O (8) 

式(8)的迭代更新规则为： 

(XAZ) ， 、 
‰一 ‰ —(UZTA—TAZ) L 

一 (1o) 一 —(ATAZU—TU)
jk 

(1u) 

3．3 基于图正则化和稀疏约束的半监督非负矩阵分解 

近年来，稀疏表示在信号处理领域得到了广泛的关注。 

为了使分解结果尽可能的稀疏以获得主要特征，本文对基矩 

阵u施加正则化稀疏约束。常用的正则化范数有： 范数、 

L 范数和 Frobenius范数等。 范数很难优化求解，是 NP 

难问题。L 范数正则化在估计问题中，通常会产生额外的基 

向量，且在某些特定情况下是无效的。Frobenius范数不但可 

以防止过拟合 ，还可以让优化求解变得稳定和快速。因此 ，本 

文选择了 Frobenius范数。 

本文结合流形学习和半监督学习_1 ]的思想，提出一种基 

于图正则化_1 ]和稀疏约束的半监督非负矩阵分解算法(GC— 

NMFS)。在半监督 NMF算法中加入拉普拉斯 图正则化限 

制，这样不仅能保持样本的类别信息 ，而且能在低维空间保持 

样本的几何结构信息。在基于图正则化的半监督非负矩阵分 

解算法的基础之上对基矩阵进行 Frobenius范数稀疏约束， 

那么就可以得到更加有效和稀疏的基矩阵，从而节省了存储 

空间，提高了分解质量。 

综合 GNMF算法、CNMF算法和基矩阵稀疏约束条件， 

获得新的最小化 目标函数为： 

OF—ll x—u_Z A }1}+2Tr( A LAz)+口ll u II； 
S．t．【 O，z>j o (11) 

其中，矩阵A是标签约束矩阵，L是拉普拉斯矩阵， 是正则 

化参数， 是稀疏系数， ∈(0，1)。 l1．1lF是 Frobenius范数。 



注意，如果基矩阵的稀疏度增加了，学习部件的能力也会提 

高。在这个意义上，稀疏性对 NMF是至关重要的。 

利用最速下降法和迭代法 ，可以推导出如下最小化 目标 

函数的乘性迭代规则： 

0 =Tr((X—UZ A )(X—UZ AT) )~aTr 

(ZrA LAz)+．8【l u ll； 

=Tr( )一2Tr(XAZ )+Tr(UZ A AZU。r)+ 

,lTr(2 A L4z)+ Il【，Il； 

对约束 “ ≥O和 ≥0，令 和 是相对应的拉格朗 日 

乘子，则拉格朗 日函数为： 

L—O +Tr( )+Tr( ) 

对上式分别求 U和Z的偏导数并令其等于 0，得： 

=一2XAZ+2UZ A Az+ +2 u一0 
口U  ’ 

：一2A u+ AZU u+2 LAz-~-9=o 

使用 KKT条件 “ —O和 一0，最终得到下列迭代 

更新规则 ： 

一 面  ( XA Z)Uik (12) 一 

孙一 丽(AT
放

xT

，
U 

u

++,,~
九_A
TS
T

A

DA

Z)

z
jk (13) 孙一 丽 放， u+九A DAz 

3．4 GCNMFS算法的收敛性分析 

定义 1 定义 G(x， )是 F(z)的辅助函数，并且满足 

G( ，z )≥F( )，G( ， )一F( )。 

引理 1 若 G(z， )是 F( )的辅助函数，那么 F( )对于 

以下更新规则是单调不增的：。 

“=arg min G(x， ) (14) 

证明： 

F( _。 )≤G(z件 ， )≤G( ，z )一F(-z ) 

需要注意的是，F(x件 )一F( )等式成立的一个充分条 

件是 ： 是函数G(x， )的一个局部最小值 。如果函数 F存 

在导数且在,Tg 的一个微小领域内连续 ，则微分x7F(x )一0。 

通过式(14)即可得到收敛到局部极小点 一arg minF(-z) 

的序列： 

F( )≤⋯≤F(_z川 )≤F(x )≤⋯≤F( )≤F(X0) 

所以，通过定义这样的辅助函数 G(x， )，使得 目标函数式 

(11)的相应的迭代规则满足z件 =arg rain G(x )。首先需 

要证明更新规则式(13)的收敛性。对于z中的任何元素 ， 

用 表示 目标 函数中仅与 z 相关的部分。 

引理 2 假设 是关于Z的一阶微分，函数 

G(z，为)一Gi，( )+ (z-- )+ 

．(ATAZUTU2~-TDAZ)ii( 一 i)。 (15) 

是 ．的辅助函数。 

证明：容易得到 G(z， )一 ：(z)，根据辅助函数的定义， 

只需要证明G(z，为)≥ (z)。 (z)的泰勒展开式为 ： 

，
(z)一F2 (硝)+ (硝)( 一菇)+[(AA u'ru)o+ 

(A LA) ]( —z )。 (16) 

与辅助函数相 比，G(z，硝)≥ ． (z)等价于： 

± ≥(AAT) (uTu)甜+ 

(A L4) 

将上式等价分解成 

≥专 一(AA (uTu) (17) 

(A LA) (18) 

由于 

(A AZU U)一∑(A AZ)(U U)≥(A AZ)(U U) 

≥∑(A A) (UTU)≥ (A A)(【 U) 

故式(17)得证 。 

由于 

(ATDAZ)一 ∑(A DA)z ≥A(A DA)z~ 

≥ (A (D—U)A) 一 (A LA) 

故式(18)得证。由式(17)和式(18)可证 G(z， )≥ 
．．

(z)。 

引理 3 假设 是关于 U的一阶微分，函数 

G(u，吗)一Fu (嘞 )+ (砖)(u--如)+ 

．

(UZTATAZ+flU)o(
“一 )。 (19) 

是 目标函数 OF关于变量 的辅助函数。其证明过程与引理 

2相似。 

定理 1 目标函数式(11)在迭代式(12)和(13)更新条件 

下是非增的，当且仅当U和 Z是不动点，目标 函数式(14)是 

不变的。 

证明：将式(15)中G(z， )应用到式(14)中，得到： 

硝 一arg rainG(z，硝) 

一
面一面—2(—A—TA—Z—U—T』

U )~j +

血
2 a—(A—r—D—AZ)o 

(AT U+ sA 
一商 一(ArAZUTU+XATDAZ)

o 

根据引理 2可知式(15)是一个辅助函数，因此 ． ( )在 

更新过程中是非递增的。 

将式(19)中G(u，“ )应用到式(14)中，得到： 

一arg inG 蛎)一啦面  
I ii “ ＼L／厶  1 1．￡ L ， 

同理，由引理 3可知式 (19)是一个辅助 函数，因此 ． 

(“)在更新过程中是非递增的。 

由此可知，定理保证 目标函数(11)在式(12)和式(13)迭 

代更新后能收敛到一个局部最优解。 

4 实验与结果分析 

实验环境：Windows 7，CPU：2．60GHz，内存：4GB。程序 

环境：Matlab R2012b。 

4．1 数据集 

本文使用以下数据集验证算法的有效性：ORL数据集和 

PIE
_ pose27数据集。 

(1)ORL人脸数据库是 由英 国剑桥大学 AT&T验室创 

建的，包含 4O个人的人脸图像，每人 1O张总共 400张灰度图 

像 ，图像大小为 112×92，其中部分图像包含了光照、姿态、表 

情和面部饰物的变化。 

(2)PIE数据集(PIE—pose27)是由美国卡耐基梅隆大学 

创建，包含 68名自愿者的面部表情 图像，每个人的姿态和光 

照变化都是在严格控制的条件下采集的。PIE—pose27数据 

集共有 42种不同的光照条件共计 2856幅图片。 

两个数据集的对比情况如表 1所列，部分 图片如图 1所 

示。 
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数据的表示 ； 

(2)CNMF：受限的非负矩阵分解算法，充分考虑 了样本 

的类别信息； 

(3)GNMF：图正则非负矩阵分解算法，将流形学习与非 

负矩阵分解相结合； 

(4)GCNMFS：本文提 出的一种基于图正则和稀疏约束 

的有监督非负矩阵分解方法。 

实验中的对比算法同样都是随机取 k(愚一2，3，⋯，10)类 

进行实验 ，并且对每个 k值都运行 2O次后取平均值作为最终 

的结果。 

各算法在数据集上聚类的准确率见表 2和表 3，相对应 

的聚类准确度的曲线如图 3所示。 

表 2 不同算法在 ORL数据集上聚类的准确率(AC) 

表 3 不同算法在 PIE数据集上聚类的准确率(AC) 

瞽 
俸 

k 

(a)ORL数据集 

(b)PIE
_ pose27数据集 

图3 聚类准确率 

由表 2、表 3可知，GNMF算法、CNMF算法和 0￡NMFs 

算法在两个数据集上的聚类准确率平均值相对于 NMF算法 

聚类有较大的改善。在 ORL数据集 中，GCNMFS算法 比 

NMF上的聚类准确率平均高 4．71％，比 GNMF算法平均高 

2．69 ，也比 CNMF算法的聚类效果好。在 PIE—pose27数 

据集 中，GCNMFS算法 比 NMF上的 聚类准确率 平均 高 

4．4 ，比 GNMF算法平均高 1．23％，比 CNMF算法平均高 

2．92Vo。 

聚类的归一化互信息见表4和表5，相对应的曲线如图4 

所示。 

表 4 不同算法在ORL数据集上的互信息 

表 5 不同算法在 PIE数据集上的互信息 

(a)ORL数据集 

(b)PIE_ pose27数据集 

图 4 归一化互信息 

由表 4和表 5可 以看 出，GNMF算法、CNMF算法 和 

GCNMFS算法的归一化互信息平均值比NMF的要高得多。 

在ORL数据集中，GCNMFS算法比NMF上的聚类互信息 
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425．449 

(上接 第 82页) 

非负矩阵分解，并给出了相应的迭代求解公式和收敛性证明。 

在 ORL和 PIE_pose27图像库上，本文对提出的新方法进行 

了实验 ，利用两个评价指标即聚类准确率和归一化互信息衡 

量算法的识别能力 。从实验结果可看出 GCNMFS算法明显 

优于其它几种 NMF算法，说明了CA2NMFS算法的有效性。 

最后，考察了算法的稀疏度 ，结果显示提出的算法的稀疏度最 

高。因此 ，该算法能够得到图像的最佳局部表示，使得基图像 

具有更好判别能力。但本文算法中的参数 需要通过搜索得 

到最优值 ，因此如何有效选择 是以后研究的重点之一。 
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