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基于分数阶全变分正则化的超分辨率图像重建 

刘亚男 杨晓梅 陈超楠 

(四川大学电气信息学院 成都 610065) 

摘 要 从退化的低分辨率图像重建得到高分辨率图像的本质是一病态逆问题，针对该问题 ，通过添加正则项进行处 

理。在使用传统的全变分(TV)的基础上，添加了分数阶全变分(FOTV)作为另一正则项来约束解空间。分数阶全变 

分正则项的使用可以更好地重建图像的细节纹理信息，弥补 了全变分算子在平滑区域易出现阶梯效应的缺陷。利用 

交替方向乘子(ADMM)算法将问题划分为子问题，将全变分和分数阶全 变分算子作为循环矩阵，通过傅里叶变换将 

其对角化，降低了计算的复杂程度。实验结果表明，与已有的方法相比，所提方法有效地避免了阶梯效应的产生，较好 

地保持 了细节信息，并且具有更好的峰值信噪比(PSNR)和结构相似度(SSIM)。 
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Super-resolution Image Reconstruction Based on Fractional Order Total Variation Regularization 

LIU Ya-nan YANG Xiao-mei CHEN Chao-nan 

(College of Electrical Engineering and Information Technology，Sichuan University，Chengdu 610065，China) 

Abstract It is an ill-posed that a high resolution image is reconstructed from a degenerate low resolution image，and 

regularization is added tO deal with the problem usually．In this paper，we introduced fractional order total variation 

(FOTV)as another regularization tO constrain the solution space on the basis of traditional total variation(TV)opera— 

tor．Detailed texture information of the image was better reconstructed by using F0TV regularization。and staircase 

effect was eliminated．Moreover，we divid the problem into sub-problems by alternating direction multiplier method 

(ADMM)，and tota1 variation and fractional total variation operators were constructed as cyclic matrices．Then，these 

were diagonalized by Fourier transformation．Therefore，computational complexity is reduced．Experimental results show 

that compared to existing methods，the proposed model does not suffer from staircase．Furtherm ore，the proposed model 

can keep the details of the inform ation and has better value of peak signal tO noise ratio(PSNR)and similarity index 

measure(SSIM)． 

Keywords Super_reso1ution image reconstruction，Total variation，Fractional order total variation，Alternating direction 

multipliers method，Staircase effect，Texture 

1 引言 

超分辨率图像重建是在现有成像系统的基础上，利用数 

字信号处理技术，将低分辨率图像重建从而得到细节更丰富 

的高分辨率图像的技术。超分辨率图像重建技术广泛应用在 

医学、军事、安防等领域。它利用同一场景的一幅或多幅低分 

辨率(Low Resolution，LR)图像，重建出具有更多细节信息的 

高分辨率(High Resolution，HR)图像[1 ]。在实际应用中，很 

多情况下只能得到一幅低分辨率图像。因此基于单幅的超分 

辨率图像进行重建具有较高的研究价值。本文利用单幅图像 

进行重建来得到高分辨率图像。 

在图像获取的过程中，各种不确定因素的影响使得图像 

的质量降低，将图像的退化过程用数学表达式表述为 Y— 

DHX+ ，其中D是下采样(Down Sampling)因子，H是模糊 

(Blur)因子， 是噪声(Noise)，X是高分辨率图像，y是低分 

辨率图像。高分辨率图像退化到低分辨率图像时，被滤掉 了 
一 些信息，再加上噪声等不确定因素的影响，使得根据低分辨 

率图像 y重建得到高分辨率图像 X是一病态逆问题，对于该 

问题，可通过附加先验信息、添加正则项进行约束求解[3]。 

Tikhonov正则化重建方法l_4]是超分辨率图像重建中的 

代表性正则化方法，它可以重建出质量较好的图像，但是在重 

建过程中丢失了一些低分辨率图像的细节信息。与 Tik— 

honov正则化相比，全变分正则项的使用使得图像质量有 了 

很大的改善，全变分的优势是在抑制重建图像噪声的同时，仍 

保留图像的边缘细节信息。由于全变分是基于图像局部信息 

处理的算子 ，因此应用其重建出的图像易出现阶梯效应l5]。 

为了改善图像的重建质量，可将分数阶全变分作为正则项应 

用到图像重建中。不同于全变分算子，分数阶全变分的本质 

属性是非局部的。正是由于该特性，应用其重建的图像可以 

更好地保持图像的结构纹理信息 。 
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基于正则化的图像重建有两个关键的问题，一是正则项 

的选择，二是最小化求解算法的设计。为了使得重建得到的 

图像边缘清晰，结构纹理细节丰富，结合TV和 FOTV两种 

正则项的优点，本文选择 TV和 FOTV双正则项约束解空 

间，使用交替方向乘子算法将优化函数划分为子问题进行求 

解，利用全变分和分数阶全变分算子作为循环矩阵，通过傅里 

叶变换将其对角化，简化求解过程，重建得到高分辨率图像。 

2 优化函数的构造 

2．1 全变分正则项 

全变分正则项是超分辨率图像重建常用的正则化算子 ， 

可表示为[胡 

Tw(X)一 ll X 1}1 (1) 

X为对 X求梯度运算。 

全变分还可以表示为 

ll X fl 一~／( x)。+(DyX) (2) 

其中， x、 分别表示图像X在水平方向和垂直方向的 

梯度分量。对于二维图像中的像素点，常用矩阵差分的形式 

表示为[ 

Try(X)一∑ (z +1．，--XIllJ)。+(zhJ+1--X⋯) (3) 
’J 

全变分算子使重建后的图像有较高的精度，具有各项异 

性的平滑作用，通过梯度的计算不但能够保护图像的边缘，而 

且可以较好地保持图像边界原有的对 比度锐度；并且受噪声 

污染的图像的全变分要明显比没有经过噪声污染的图像的全 

变分大 ，通过限制全变分的大小就可以限制图像中的噪声。 

但是，其在平滑区域的处理效果相对较差，尤其是对灰度值比 

较相近的区域的处理效果比较差，容易出现阶梯效应，并且全 

变分在去除噪声的过程中一些细节如纹理信息容易被滤掉， 

影响重建效果。 

2．2 分数阶全变分正则项 

为了更好地重建图像的纹理细节信息 ，弥补全变分算子 

易产生阶梯效应的缺陷，本文添加了分数阶全变分正则项对 

解空间进行约束。通过分数阶梯度构造分数阶全变分算子， 

分数阶梯度可以看作是整数阶梯度的推广，但是目前并没有 

对分数阶梯度的统一定义，本文主要根据 Griimwald-Letni- 

kov(G-L)分数阶微分的定义 ]构造分数阶全变分算子。 

一 般实数意义下的二项式系数定义为 

( )一 而 (4) 
其中 

)一 e-~dx， > 。 
(5) 

Lv- r(v+ 1)， 口< 0 

其中， ，k为实数。规定当 k<0时， 一0，当 口为整数，且 

忌≥ +1时， 一0。 

根据Grt~mwald-Letnikov(G-L)的定义，分数阶梯度定义 

为[。] 

∑(一1) C'~f(x--kh) 
，一 逊 — —  — — 一 ，v>0 (6) 

其中 为分数阶梯度的阶次。当 =1时，实际上就是整数阶 

的一阶梯度算子。当 7d固定时，随着 k的增加，二项式系数 

会快速趋近于 0，所以，当 ：1时，分数阶梯度算子可以用 

前 K项分数阶差分近似表示为 
K 一 1 

，(-z)一∑ (一1) C~f(x--k) (7) 

二维数字图像的分数阶全变分要进行两个方 向的分离， 

分为图像 X在水平方向和垂直方向的分数阶梯度分量 D X 

和D；X，具体可以表示为Eg,10 
K 一 】 

( X) 一 ∑ (一1) C X 一 (8) 
k= 0 

K一 】 

(p；X) 一∑ (一1) C X 一 (9) 

因此分数阶全变分可以简单表示为[6] 

Twrv(X)一 ll x ll 1一~／(D x)。+(D x) (10) 

口的取值范围为 l<v<2。 

分数阶梯度∥ 不同阶次的幅频特性曲线如图1所示。 

图 1 分数阶梯度算子的幅频特性曲线 

与整数阶不同，分数阶在某个点附近的导数是不确定的， 

因此分数阶全变分的本质特性是非局部的。正是由于这个特 

点，分数阶全变分算子使得重建图像的细节纹理信息相对较 

好。从图1可以看出，不同阶次的分数阶梯度算子对信号都 

有加强的作用，并且随着频率的增大，呈非线性增长。在信号 

的高频部分，分数阶梯度和整数阶梯度对信号都有增强作用， 

整数阶的增强作用更大，但是在信号的低频区域，分数阶梯度 

可以更好地保护信号信息__6]。以此构造的分数阶全变分，选 

择合适的分数阶阶次 ，可以在提高信号高频成分的同时，非线 

性地保 留信号的低频部分，因此，分数阶全变分的应用使得图 

像的边缘更加突出，更好地保留图像的纹理细节信息，并且可 

以很好地处理平滑区域中灰度值相近的像素点，避免阶梯效 

应的产生。 

2．3 优化函数 

超分辨率图像的退化模型为 

Y= DHX (11) 

基于该退化模型进行图像重建，当 DHX—y最小时，重 

建得到的高分辨率图像最接近原图。由于重建过程是一病态 

逆问题，导致解空间不存在或者不唯一。针对该问题，本文使 

用正则化方法进行求解，添加上述 TV和 FOTV双正则项来 

约束解空间，保证重建图像的边缘清晰，纹理细节丰富。添加 

正则项之后 ，优化函数可以表示为 
1 

X=arg
． 
n卜 It DHx—yII；+ II VXI『 + II x ll } 

^  

(12) 

其中， 是 正则化系数，用来平衡各项所占的比重。式(12) 

中的第一项是保真项，用于衡量重建的误差，表示重建图像的 

拟合程度。通过求解式(12)的优化函数，可以得到相应的高 

分辨率图像。 
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3 优化算法 

3．1 近端映射 

对于式(12)的优化函数，首先利用近端映射的思想对其 

处理，将其转换为两步求解的方式，从而将超分辨率重建的问 

题转换为去 噪的问题进行处理。用 Jr代表保真项表示式 

(12)，即变为对式(13)进行非约束最小化求解。 

arg min{／~TTv(X)+OT~-rv(X)+T(X)} (13) 

Combettes等人在 Moreau提出的近端算子的基础上，描 

述了利用前向后向的方法对式(13)所述问题进行处理 。根据 

凸优化分析的经典论据，式(13)满足 

a Ⅳ(X)+OaTmTv(X)+aT(X)一O (14) 

将式(14)添加正参数 )，，并进行变形得到： 

(X+y( Tw(X)+ Tmrv(X)))一(X一 T(X))一O 

(15) 

根据式(15)，利用前向后向分裂算法可以得到 ”]： 

“ =Proxr( 一 T( )) (16) 

含有带上标 、 +1的 X(如 、 )为某次迭代时的 

当前值和迭代后的值，下文中也是同样的用法。 

由于在点U处的近端算子 Proxr(【，)为 

Proxr(U)一arg min{~OTw(X)+O0Tmrv(X)+ 

Il X--U ll z2} (17) 

因此，将式(17)代人式(16)，并转换为如下的两步求解方式进 

行迭代，表示为式(18)： 

r 一 一y DT(DHX"一 ) 

_』Xn州一arg min{ ll II 1+ ll x”ll + (18) 

l ll 一 ) 
对式(18)迭代中的 y用式(19)进行更新： 

一  +(y—DH ) (19) 

将问题转换为式(18)、式(19)表示的求解方式，即将其转 

换为去噪的问题进行处理。对于该问题，利用 TV和 FOTV 

作为循环矩阵，并通过傅里叶变换将其对角化 ，从而进行问题 

的求解。转换过后的问题简化了求解过程，降低了计算的复 

杂程度。 

3．2 交替方向乘子算法 

为了求解上述式(18)，引入另外两个辅助变量 Z和Q，将 

其分解成多个子问题进行优化求解。引入变量后，将式 (18) 

的第二个公式用 ADMM方法展开可得_1 ： 

州=arg n{ ll ll 1+ ( 一 )+号ll 一 

+ l1 Q”II + ( x 一Q )+告 ll x”一 

Q”II i+ II 一 II i} 

S．t．Z— X；Q— X (20) 

将式(20)转化为如下3个子问题进行求解 1 ： 

=argmin{ II II。+ 1( 一 )+等ll 一 

} (21) 

Q =arg min{O 11 Q ll 1+A2( X 一Q )+ 

要 II X 一Q } (22) 
6 
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l—arg in{ ( 一 )+导【l 一 + z 

( X"--Q )+导ll x”一Q”II；+ ll 一 
州 } (23) 

其中可以用迭代收缩阈值(IST)E“ 对式(21)和式(22)进 

行求解。即 

斗1一s 砌 ( +等，学) (24) 

Q'+~=shrin + ，号) (25) 
式(23)可以转化为 

1一arg in{导ll 一 +等{I 22+3-2 lI x”一 

Q”+等ll l+ ll 一 ’。 ll{} (26) 
在 处对式(26)等号右边进行求导 ，并令导数为 0，可 

得线性方程： 

(vXn一 + +卢( rr( ”X"-Q +告 + 
专( 一 )一0 (27 

根据式(27)可得 ： 

Xn+ 一 

F(专 +卢 一 1+ ) Q 一( ) 2) 
F-1 

F(-~Iq-flV + ) ) 
(28) 

式中， 、 为一阶梯度和分数阶梯度算子， 、( ) 为 

对其做逆运算。对于式(28)的迭代求解，利用全变分和分数 

阶全变分算子作为循环矩阵，通过傅里叶变换将其转化为对 

角矩阵进行处理，降低了计算的复杂程度 ]。根据式(28)即 

可得到重建的高分辨率图像 。 

3．3 算法流程 

对退化后的低分辨率图像进行插值，得到的结果作为初 

始值X0。退化的低分辨率图像y作为初始值 。 

本文的超分辨率图像的重建算法如下。 

初始化 ，0， ，Xo，Yo 

While( converged) 

W hile(criterion is not satisfied) 

U 一Xn一 7H DT(DHX⋯ Y ) 

Zn+1=shrink(VX叶昔，昔) 

Qn+1~shrin vxn+昔，号) 
F(÷U“+ +口V Zn—V l+p(v v) Qn一(V ) 2) 

Xn+I— F一1———L————————：————————————————————————————一  

F( I+8 +B( v) V v) ‘ ‘ 

1一 1+ ( X + --Z + ) 

2一 2+(V X“ -Q“ ) 

end 

Yn+1一Yn+(Y—DHXn+ ) 

end 

输 出 X 

4 实验结果和分析 

实验环境：处理器为 Intel(R)Pentium(R)P6200@2．13 
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