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与数据挖掘相关的整数矩阵的左右可逆性研究 

陆成刚 

(浙江工业大学理学院 杭州 310023) 

摘 要 考虑了数据挖掘中基于整数矩阵的离散数据观测模型，并提出了观测矩阵的整数分解问题。该问题实质上 

是求解经典的线性丢番图系统，只是要求基矩阵是被分解矩阵的一个部分。提出了一个新的求解方法——左右逆法， 

并研究了与此相关的一类满秩非方整数矩阵的整数左右可逆性问题，提 出了一些左右可逆的充分条件 以及求整数左 

右逆的方法。该方法可以求出某些最小二乘法无法求出的整数逆，并与最小二乘法结合构成 了一个整数分解的完整 

解决方案 。 
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Research on Left-Right Invertibility for Integer Matrix Related with Data M ining 
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Abstract We considered the discrete data observation mode1 based on integer matrix like boolean observation matrix。or 

non-negative observation matrix in history．We proposed the problem on the integer decomposition for any integer ob— 

servation matrix．The problem is equivalent to solving one classical Diophantine linear system in nature，but the only 

condition is that the base matrix is originated from the decomposed matrix part．Then we provided a new method based 

on left—right inverse to find the integer inverse of the base matri~Because the base matrix choice is an option designing 

in engineering，it is convenient to consider the base matrixes only of possessing integer inverse．Additionally，it is known 

that any non-full rank matrix can be decomposed into the product of tWO full rank matrixes．So we explored some suffi— 

cient conditions on the existence of integer left-right inverse only for full—rank rectangular matrix，and also designed the 

integer inverse algorithm in computation．Our proposed integer inverse constructor can find integer inverse under some 

conditions while the constructor based on the least squares method fails．Lastly our method merged with the least 

squares method will become a complete solution to integer decomposition of integer observation matrix． 

Keywords Integer matrix，Integer left-right invertibility，Moore-Penrose inverse，Least squares method 

1 引言 

近年来，在数据挖掘的热点理论领域里有一类布尔矩阵 

分解方法的研究受到了较多的重视，其核心的工作主要是 P． 

Miettinen的布尔离散基问题[1]以及 H．Lu的扩展布尔矩阵 

分解研究[2 ]。布尔矩阵分解与历史上更知名的 NMF非负 

矩阵分解工作[4_6]相关，布尔矩阵被认为在某些离散数据的表 

述上更切合实际的背景。本文从另外一个角度考虑一般的整 

数矩阵的分解问题 ，与布尔矩阵一样，对于实际场景的离散数 

值描述，有时候整数形式更加合适。 

整数分解的一个典型例子就是计算机位图格式里的调色 

板应用。调色板是一个颜色表，其定义了图像中用到的颜色 

信息，如下面的矩阵分解式： 

O 1 ⋯ 0 

O O ⋯ 1 

1 0 ⋯ 0 

(1) 

KX” 

等式(1)左端的矩阵是位图 个像素的颜色值分布。右 

端第一个矩阵是调色板包含的K个颜色值，其中i ，i 一，i 

互不相同且i1，i ”，iK∈{1，2，⋯， }，K远小于 ；第二个矩 

阵就是所谓的表示矩阵，提示了某个位图像素所对应于调色 

板的颜色索引值，根据位图数据存储的原理，自然地，此处的 

表示矩阵均是每列含一个 1、其余元素皆为 0的单位向量。 

基于调色板颜色索引的位图表示是非真彩数字图像的无损压 

缩方法之一 。 

一 般地 ，本文考虑如下的矩阵分解问题：在某个离散数据 

观测的应用场合涉及到一个整数值的观测向量集合，需要求 

解在某个子集下的表示问题，例如 

A—A^·X (2) 

或 

B—Y·Bb (3) 

式(2)中A是观测矩阵，列向量是一个观测值向量， 是 

观测向量子集形成的基矩阵，X为整数元素的表示矩阵；式 

(3)中B是观测矩阵，行向量是观测值向量， 是观测向量子 
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集形成的基矩阵，y为整数元素的表示矩阵。基矩阵 、 

往往表示有特定的含义，如上面的调色板的例子，它揭示了观 

测数据集合的重要特征。以上涉及到的所有矩阵不一定是方 

阵。从线性代数的角度看，问题(2)、(3)的表示形式实质上是 

等价的，在文献[1—3]中分别是任选一进行讨论的。这类问题 

的研究还和布尔矩阵分解、NMF矩阵分解的意义相仿，具有 

精简化数据表示形式的作用。 

关于问题(2)、(3)在已知基矩阵的情形下整数表示矩阵 

的求解 ，其实质上是线性丢番图系统的问题_7]，通过将基矩阵 

(A 或B )Smith正则对角化才能判断其有无整数解。本文 

着重考虑基矩阵的整数可逆性问题 。虽然基矩阵不存在整数 

／2 3 5、 

逆时也可能有整数分解式存在，例如(。。 )一 

( )( ； )且其基矩阵之逆( )_。一l一 I不是 
整数矩阵，但具备整数逆的基矩阵却是获得整数分解式的充 

分条件；更因为在观测矩阵中选取具备整数逆的基矩阵也是 

工程上的可行因素”，所以判断基矩阵是否整数可逆 以及设 

计具体的求逆算法显得更为实用。 

一 般整数方阵的整数可逆性由其行列式值决定，当且仅 

当其值为+／一1时有整数逆[8]。由于基矩阵一般是非方矩 

阵(可能是非满秩的，也可能是行或列满秩的)，并且非满秩矩 

阵经满秩分解可化归为满秩矩阵的乘积，因此这里重点讨论 

满秩非方矩阵的整数左右可逆性，研究它的判别条件和计算 。 

最后结合最小二乘法提出整数分解的有效解决方案。 

2 整数分解的左右逆法 

2．1 整数分解的左右逆法的可替性 

Penrose于 1955年提出了一般矩阵的广义逆方程_g]： 

AXA—A (i) 

XAX— X (ii) 
(AX)T=AX (iii) (4) 

(XA) 一XA (iv) 

满足上述条件组合的各种形式的 X称为 A 的 Moore- 

Penrose广义逆，共有 15种，满足所有 4个条件方程的广义逆 

称为 Moore-Penrose-{1，2，3，4}逆，记作 A 。当A是行满秩 

非方阵时，满足AX—E(E为单位矩阵)之 X称右逆 ，右逆满 

足 Penrose方程(4)(i，ii，iii)；同理当A是列满秩非方阵时，满 

足 XA—E之 X称左逆，左逆满足 Penrose方程 (4)的(i，ii， 

iv)。A的右逆或左逆可以记作 A一或A～。 

如果去掉问题(2)、(3)矩阵的整数限制，则其本质上是一 

个线性系统的求解问题。一般线性系统的求解问题基于 

Moore-Penrose广义逆可以得到较彻底的解决，它可以看作是 

最小二乘法的推广[1o_。以(2)为例，可以证明在问题(2)有解 

的情形下，左右逆法也可以求得问题(2)的表示矩阵，并且当 

A 的列向量组为A 的列向量组的极大无关组时，左右逆法与 

最小二乘法的求解结果是一致的。此外，由于问题(2)、(3)局 

限在整数范围内求解，Moore-Penrose广义逆方法(即最小二 

乘法)并不优于左右逆法，在 Moore-Penrose广义逆为非整数 

1 关于整数可逆的基矩阵选取的研究成果将另文阐述。 

· 248 · 

矩阵时却可以存在整数左右逆，文末给出了证明和实验比较。 

这里先说明当问题(2)有解时总能通过左右逆法计算表 

示矩阵。首先假设(2)中基矩阵 A 列满秩 ，则取其左逆 ， 

使得 A A 一E。令 X—A A，考虑 到 A—A X—A— 

A6A A一(E—A6A )A。由于(E—A6A )Ab—A6一A6— 

0，可知 A6的列向量属于E— A 的零核，因为(2)有解，所 

以A的列向量可以视作由A 的列向量线性组合得到。因而 

A的列向量仍属于E—A 的零核 ，从而 A—A X一(E— 

A )A一0。其次若 行满秩，则取其右逆 A ，使 得 

A6A 一E。令 X—A rA，则 A—AX—A—A rA—A— 

EA=A--A=O。最后当A6非满秩时，总存在满秩分解 — 

A ·A ，其中A 为列满秩，A 为行满秩。对式(2)两边 

同时左乘A 的左逆，就可以将问题(2)化为基矩阵为行满秩 

的情形。 

当问题(2)的 A 列向量组为A 列向量组的极大无关组 

时，通过左右逆法求得 的表示矩 阵与最dx_c乘求得 的结果 

X一(A A ) ATA一致。这是由于A 列向量作为A列空间 

的一组基 ，使得表示系数唯一。问题(2)中A 行满秩时，表示 

矩阵往往不唯一，通过最dx--乘法(即 Moore-Penrose广义逆 

方法)可能无法获得整数逆，进而无法获得整数表示矩阵，但 

是却可能存在整数左右逆，进而获得整数表示矩阵。 

当问题 (2)在左右逆方法下无 整数解 时，通过 Moore- 

Penrose广义逆可以获得在 Il A— ·x ll矩阵范数最小条 

件下的非整数解 X[1 。左右逆法未必能获得范数意义下最 

优(非整数)表示矩阵，此时整数最优近似可以取上述 X的每 

个元素取整的矩阵。综上所述，左右逆法和最小二乘法结合 

可以构成有效的整数分解方法：可以先试用左右逆法求取整 

数表示矩阵；若不成功 ，再使用最小二乘法求取有理数表示矩 

阵，然后对每一个元素取整，获得近似的整数表示矩阵。 

2．2 整数左右逆的存在性 

在讨论定理 1之前，首先定义整数初等变换。整数初等 

行(列)变换分别为将矩阵的任意两行(列)交换顺序，将矩阵 

的某一行(列)乘以±1，以及将某一行(列)的任意整数倍加到 

另外一行(列)。整数初等变换对应的初等矩阵称为整数初等 

矩阵，整数初等矩阵是行列式为±1的方阵。下面定理 1给 

出了右逆或左逆的解析形式，该结果融合了行列式和矩阵块 

分解形式，不同于文献[-11]中关于广义逆的行列式表示式。 

定理 1 A为 m×n行满秩非方矩阵，m<n，则其右逆 

A一可取 

／A71一A A，X，＼ 

A_r—PI 一 ) (5) ＼
X2 ／ 

P是整数初等矩阵，仅限于交换任意两行 (列)的顺序，且 P 

满足AP一(A1 A2)，A1是 mXm可逆方阵，A2为 m×(／'t-- 

m)矩阵，Xz为( —m)×m自由块，可见右逆具有无穷多种取 

值。当自由块X2受如下条件(6)约束时，右逆A一变成唯一 

的 Moore-Penrose-{1，2，3，4}逆 A 。 

(A A2X2A1) 一AT A2X2Al 

(X2A1) 一A A2一A__ A2X2A2 (6) 

(X2A2) 一X2A2 



 

列满秩非方阵可以获得相仿的结果 ，此处不予赘述。 

证 明：代 人 验 证 可 得 A ·A一 一 (A Az)P P 

( L ) AV1--A
⋯
? ) 根 

据 A·A一一E易验证满足 Penrose方程(4)的(i，ii，iii)，若限 

制自由块 Xz，使之满足条件式(6)，则由于 P—P 一P～，易 

验证A一满足 Penrose方程(4)的(iv)，从而得到其为 A 的 

Moore-Penrose-{1，2，3，4}逆。证毕。 

推论 1 当行(列)满秩非方整数矩阵含有值为4-1的满 

阶子式时，必有整数右(左)逆。满阶表示子式的阶数与秩数 

相同。 

由定理 1左右逆的解析形式知道推论 1是显然的。引言 

所述整数方阵含有整数逆的充分必要条件是其行列式为±1， 

可见推论 1是该结论的充分性向非方阵情形的整数可逆的推 

广。推论 1只是满秩非方阵整数(左右)可逆的一个充分而非 

必要条件，例如 

5 9 

93 — 156 

47 79 

38 ——64 

一 ( ) 

式(7)左端的第一个矩阵没有 2阶值为±1的子式，但它 

具有右逆。 

后文将基于对 Gregory问题l_1 ]的讨论 ，研究一般满秩整 

数非方阵的其他(左右)整可逆充分条件。 

2．3 Gregory问题 

Gregory问题是研究含对角块 的满秩非方阵的(左右)整 

可逆性问题，例如考虑行满秩非方阵如 M一(A A)，其中 A 

为 m×m的主对角元均不小于 2的整数对角阵，A为 m×” 

整数矩阵，Gregory猜想在 M 中每行元素相素(即它们的最大 

公因子为 1)条件下有整数右逆。这个猜想不成立。反例如 

下 ： 

(8) 

方程(8)没有整数解，因为如果假设有解，将 2个方程相 

加得到： 

2 +2 +8z+12w=1 (9) 

等式(9)左端是偶数，右端是奇数，这是不可能的，所以式 

(8)一定无整数解。修正 Gregory问题的相素性表述如下，若 

M每行元素相素并且在任意有 限次整数初等行变换下保持 

每行的相素性不变，则猜测M有整数右逆。该相素性保持不 

变实际上是要求保证类似的方程(8)在同解变换时不会生成 

矛盾方程。后文将对 Gregory问题作出其它相异的修正并给 

出证明，此处先对 Gregory问题的结论作修正，即在 M 中每 

行元素间相素的条件下可以证明M存在整数右因子使得乘 

积为一个整数对角阵，即定理 2。 

定理2 当行满秩矩阵 

M 一 

对任意固定 i， 与 ，a一⋯，a 为相素整数， ：1，2，⋯，m； 

则一定存在(m+ )Xm整数矩阵 ，使得 

M． 一n ， 

1 
● __ 一  

1 

1 
● _ 一  

2 

1 
_ 。 - 一  

(10) 

证明：考虑以 的第 i列为未知量的如下线性方程组 

1 “+m1X( +1)f+⋯+口1 32 + ) 一O (1) 

一 1．z(z 1) +口( 一1)1．z( +1) +⋯+以( 一1) z(m+ ) ==0 (i--1) 

．z +allX(m+1)i+⋯+n z c +州一 1 m (i) 

+ 1． ( + 1) + ( +1)1．z(m+1) +⋯ +a(1+1)n．z(m+")f一0 (i+1) 

z +a 1 ( +1) +⋯+amn32( + 一O (m) 

(11) 

由于 ，a a ⋯，a 相素 ，因此存在整数 ￡ ， +1，⋯， 

em+ ，使得 

；tie +∑Ⅱ ￡ + 一1 (12) 

对式(12)两边同时乘以寺 ，得到 
一 一 ’ l 

；ti( ~- iia,)+2口 ( fj~_laJ)Ai 1 1 Ai 1一÷Ai墨1 』 (13) = 
令 

。 ff ， 
,hi 一1 

(14) 

和 

-z( + ) 一e + ÷Ⅱ|：【，，是一1，2，⋯， (15) 

将式(15)代人式(11)中除式(i)之外的所有式子 ，可得到 

1 1 I,1,l 1 m 

一 一 ÷At 1n ( + 砉i置1 )一一A iAl( 1 ) 1a e + 一 』̂= J= = 
(16) 

其中，Z一1，2，⋯，i--1， +1，⋯，m。 

至此，已经 构造 出方程 (11)的整数解，即式 (14)一式 

(16)。证毕。 

2．4 整数左右逆存在的另外一个充分条件 

首先给出Gregory问题的一个修正 ，并作 出证明；其次， 

给出一般满秩整数非方阵整可逆的另一个充分条件。 

定理 3 当行满秩矩阵 

M 一 

对任意固定 i， ，口订，靴 ，⋯，a 为相素整数，且 1， ”， 

两两互素， =1，2，⋯，m；则M一定存在整数右逆。对于列满 

秩情形，也有相仿的结论，此处不予赘述。 

证明：考虑以右逆 的第 i列为未知量的如下线性方 

程组： 
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‰ ％ ～ ‰ 

～ ～ ～ ～ 

～ 

～ 

O O ～ 

～ ～ 一 ～ 

0 ～ O 

h O  ̈ O 

‰ ％ ～ ‰ 

一 ～ ～ ～ 

～ 

蚴 ～ 

O O ～ 

～ ～ ～ 一 

O ～ O 

O ～ O 



 

1 1 +allz(m+1) +⋯+口1 ‘z(m+ ) 一O (1) 

一 l-z(t—1) +n(￡一1)1 (啪+1) +⋯+a(t 1)"z(聊+") -=0 (i一1) 

z +以 l (卅+1) +⋯+口mo12(m+ ) 一1 (i) 

+lz( +1) +以( +】】】 ( +1) +⋯+以( +1) ( 4- ) ==O (i—卜-1) 

~tmSC +n卅l~12( +1) +⋯ +口棚 (m+ ) 一0 (m) 

(17) 

记 P 为 a a ⋯，a 的最 大公 因子，因此存在 整数 

￡卅+ 一，e + ，使得 

∑n ￡ + 一 (18) 

令 

l m  

( 一￡·E埘+ ÷Ⅱ ，是=1，2，⋯，，z (19) 
^ z J一 1 

其中，t为待定整数变量。将式(19)代人式(17)中除式(i)外 

的其余式子，得到 
1 n 1 

一 一 ÷ n (据m--k
Az 1 

÷
Ai骂1 ) 一̂ ，一 

● " 

一一￡÷ (Ⅱ ，)∑口 ￡ + (2O) 
AiA z 1 =1 

其中，z一1，2，⋯， 一1，i+1，⋯， 。再将式(19)代入式(17) 

中的(i)，得到 

1 卅 1 州 

2iJc +n 1t· +1÷ Ⅱ +⋯+n t· + ÷ Ⅱ J一1 
Ai J一1 Ai j一1 

即 

z +(日n +l+⋯+a ￡ + )(÷ⅡA，)￡一1 (21) 

将式(18)代入式(21)，得到 

z + 马 )tzl (22) 
由于 ，a ai2，⋯，a 相素，因此 丸，P 互索；又由于 ， 

z，⋯， 两两互素，因此九，÷ Ⅱ 互素。所以 ，P (÷ Ⅱ l l 埘 
Ai J=1 Ai J=1 

)互素，从而存在整数 ，叩，使得 

(去 )r／=l 
可令 

(23) 

Xii一 ，￡一 刁 (24) 

从而构造出方程(17)的整数解，即式(19)、式 (20)和式 

(24)。证毕。 

定理 3中“ ， z，⋯， 两两互素”是整数右逆存在的充 

分但非必要条件，例如 

2 6 

3 2O 

3 — 3 

— 3 — 2 

(25) 

式(25)左端第一个矩阵对角元间不互素，但仍有整数右 

逆 。 

引理 1 对任意行满秩非方阵作整数初等行变换、列变 

换，总可使得其变形为(A A)形式。其中A是整数对角方 

阵，A是整数非方阵，即对行满秩整数非方阵M存在对应阶 

数的整数初等方阵P、Q，使得 

PMQ一(A A) (26) 
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对于列满秩非方阵也有类似的结论，不作赘述。 

证明略。只简述一下理由，每行(列)的元素都是它们的 

最大公因子的倍数，而最大公因子可由辗转相除法得到。对 
一 行(列)的元素作辗转相除相当于对该矩阵作整数初等列 

(行)变换，经有限次变换总可以变成除最大公因子外其余元 

素皆为0的状态。 

定理4 对行满秩非方整数矩阵M，存在整数初等矩阵 

P、Q使得 PMQ=(A A)；当(A A)每一行元素间相素，且 

A的对角元素两两互素时，则 M 存在整数右逆 ： 

M- 一Q(A A) P (27) 

对于列满秩矩阵仍有相仿的结论，此处不再赘述。 

证明：前半部分由引理 1自然可得。由 =(A A) 

得到 M—P (A A) ，令 一Q(A A)～P，则 M · 

M- 一P (A A)Q ·Q(A A) P=E。 

现在说明推论 1是定理 4的特例：当行满秩非方阵含有 

值为±1的满阶子 式时，必可在 整数初 等变换 下变形 为 

(E A)，由于单位方阵 E对角元素为 1，自然满足“(A A) 

每一行元素间相素，且 A的对角元素两两互素”，因此存在整 

数右逆。 

3 左右逆法与最小二乘法的比较以及整数分解式 

举例 

对于满秩非方阵，也可以基于最小二乘法写出其左右逆 

形式。可以证明在整数情形下，满秩非方阵有整数左右逆时 

可能基于最小二乘法无法取得整数逆 ；反之，基于最小二乘法 

过程中的A·A 有整数逆时，非方阵 A一定有整数左右逆。 

定理 5 对于行满秩非方整数矩阵 A，方阵 A ·A 有整 

数逆 时，A有整 数右逆 ；反之 ，当 A有整数 右逆时 ，A · 

(AA ) 不一定是整数右逆。对于列满秩的情形 ，有相仿 的 

结论，此处不予赘述。 

证明：因为 E一(A ·A )(A ·A ) 一A ·(A (A · 

A ) )，所以A 一A ·(A·A ) ，当方阵 A·A 有整数 

逆(即 det(A ·A )一± 1)时，A一为整 数矩 阵。反之 ， 

f 2—5] f1 21 门 2] 

( 1 2 3)·J—z ·c( l 1 1 J 【3 6 J l3 6 J 

一  2]． 13 2 ～3 l 5 l 
3 

5 

定理 5说明基于传统的最小二乘法求整逆并非是最好的 

方法。本文基于定理 3、定理 4提出了如下的整数逆求解算 

法： 

1．选定满秩非方阵的一个满阶子块作为 目标块 ； 

2．对非方阵施加整数初等行(列)变换 ，使得 目标块对角 

化 ； 

3．对含对角块的行(列)满秩非方阵，判别每行(列)的元 

素是否相素以及对角元元素是否两两互素； 

4．如果是，则使用定理 3证明里的方法进行右(左)逆整 

数数值的构造，转到 7； 

5．如果否，则判断是否还有其他的满阶子块作为目标块 



等待检验，如果有则返回到 1； 

6．如果没有待检目标块，对非方阵使用最小二乘法求右 

(左)逆，如果逆为非整数矩阵，对非整数元素取整； 

7．结束。 

为验证算法对求取整数逆的有效性，使用C++语言实 

现了上述整逆算法，采用随机生成的矩阵进行批量测试，并统 

计在整数逆情形下使用基于定理 3、定理 4的算法和使用最 

小二乘法能解出精确整逆的数 目比较，如表 1所列。其 中还 

特别列出了使用最小二乘法过程中 A·A (或 A ·A)整数 

不可逆对应的求解例子数，实验中对应的分项统计为 0。事 

实上对于行(列)矩阵而言，A ·(AA ) (或(A A) ·A ) 

为整数右(左)逆当且仅当A·A (或 A ·A)为整可逆方阵， 

对于一般多行多列情形也是成立的，这与实验的情况是吻合 

的。通过表 1看到，本文提出的整逆求解算法求出了最小二 

乘法所不能解出的整逆的数 目为 186—42—144，由此可见左 

右逆法在整逆求解上优于最小二乘法。表 1中“矩阵数”表示 

随机生成的矩阵数 目，其中存在整逆的矩阵数 目为 287，判别 

标准以Gregory问题的修正条件“行(列)相素性在初等变换 

下保持不变”为依据。在这 287个整数可逆矩阵中有 186个 

满足定理 4的可逆判别条件。而最小二乘法解出整逆的情形 

中没有一例是 A·A (或 A ·A)不整可逆的。 

表 1 关于求解整逆算法的有效性评价 

表 1说明，在求解整逆方面，最小二乘法的有效性没有左 

右逆法强。为了衡量左右逆法的执行效率，表 2给出了在最 

小二乘、左右逆法求解整逆均有效时的算法复杂度分析，其中 

(A A )右逆可由辗转相除法求得，所以在该项上复杂度呈 

对数级增长。 

表 2 关于求解整逆算法的效率比较 

整数逆解出后，根据 2．1节的讨论可以得出整数分解式。 

例 1 求矩阵 

一 176— 114—205 17__455— 221 

9 — 34 —50 — 5—44 47 

23 25 43 — 1 76 2O 

一 40 — 4 — 14 6 — 66 — 70 

65 44 79 — 6 171 80 

的 

整数分解式。选第一、二和四列作为基矩阵，且其有整数左逆 
一 176 一 ll4 17 

9 — 34 — 5 

23 25 — 1 

—

4O 一4 6 

65 44 —6 

整数分解式如下 ： 

2 2 0 3 7] 

2 1 3 1 —6 I 

2 —1 2 —3 3 J 

一 176 

Q 

23 

— 4O 

65 

— 176 

9 

23 

— —

40 

65 

— 114 

— 34 

25 

— 4 

44 

一 l14 

— 34 

25 

—

4 

44 

— — 205 

— 50 

43 

— — 14 

79 

17 

—

1 

6 

— 6 

17 ——455 

— 5 —44 

— 1 76 

6 — 66 

— 6 171 

— 221 

47 

20 

— 7O 

80 

f1 0 1 0 1 2] 
． 1 0 1 1 0 2 —1 I l
0 o 5 1 — 3 1 J 

其中右端第二个表示矩阵由基矩阵的左逆左乘被分解矩阵得 

到。 

例 2 在某角斗类数字游戏的设计中含 9个角色，每一 

个角色具有 2个层级的武器件数，形成 2行 9列的矩阵： 

／4 19 15 45 64 21 43 32 24、 

＼2 11 9 26 37 13 24 20 16／ 

取第一、三、五和七列组成基矩阵，该矩阵为行满秩 ，存在整数 

右逆，使该右逆左乘上述矩阵得到整数分解的表示矩阵，分解 

式如下： 

( 45 4 21 4。。2 241一( 1511 9 26 37 13 24 20 16／ 9 3 7 241／。 ＼2 ＼2 

这样，任一角色的武力都可以用 4个角色的线性组合得 

到 。 

结束语 本文考虑数据挖掘中基于整数矩阵的离散数据 

观测模型，并提出了观测矩阵的整数分解问题。由于整数可 

逆基矩阵的可选性，整数分解问题的核心需求是考虑如何求 

基矩阵的整数逆。对于一般满秩非方整数矩阵的整可逆性的 

研究，给出左右逆的解析形式，并探讨存在整数左右逆的若干 

个充分性条件。此外，本文还研究了在满秩情形下基于最小 

二乘法计算整数逆的局限性，设计了更优的整数逆构造算法。 
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”由于尚没有含整数逆的等价性条件，此处以是否符合修正 Gregory问题的已知条件为统计基准，即每行(列)整数元素相素并且在整数初等行 

(列)变换下保持每行(列)元素间相素性不变。 

· 251 · 

4  6  2  

4  6  3  1  
2  2  1  1  一 一 

O  4  6  4  

2  1  7  6  一 一 

5  2  8  

1  2  1  9  
— 

2  5  O  4  

1  7  4  3  一 一 

O  

3  8  5  4  

1  1  8  6  

9  

— 

2  1  6  
9  1  6  4  — 

6  9  6  6  一 一 

1  4  8  

4  5  2  1  一 

O  O  4  
2  6  3  2  
一 一 



静  

嚣  

霸  

盘  

剥 
畏 

呆样橇平p 

图4 不完全网络测试结果(soc-Epinionsl， 一5) 

结束语 本文研究了大规模网络中的 k团挖掘问题，k 

团挖掘是各种基于网络应用的基础问题之一。将寻找最大密 

度的 k团问题进一步转化为寻找超过给定密度值的 k团的问 

题。接下来，以网络中的顶点和 k一1团顶点为两类顶点构建 

二部图，并在该二部图中寻找网络的最大割。在稀疏网络中， 

本文提出的算法的时间和空间复杂度分别为 O( )和 O(q)， 

因而可应用于大规模稀疏网络的k团挖掘。通过与文献[11] 

中的算法进行对比发现，提出的算法能更准确地挖掘大规模 

网络中的 k团，并且具有更高的运行效率。此外通过实验发 

现，本文提出的算法可应用于不完全网络中的 k团挖掘，并且 

在k较大时具有较高的准确率和性能加速比。在未来的研究 

工作中，将进一步研究 k团挖掘问题的并行性，并在主流的分 

布式和并行系统中进行测试。 
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