
第 43卷 第 4期 
2016年 4月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．43 No．4 

Apr 2016 
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摘 要 针对很 多文献都一直规避的基于最大Lyapunov指数的混沌预测会 出现两个预测值的问题，引入马尔科夫链 

改进最大 Lyapunov指数的混沌预测方法。改进的方法将时间序列的斜率作为状态变量，并根据马尔科夫链建立状态 

转移矩阵，判定预测值演化方向，进而根据混沌动力学系统的演化规律选择最优的预测值。最后利用渝武高速公路的 

交通流数据进行验证，结果表明了改进算法的可行性和有效性。 
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Improved M aximal Lyapunov Exponent Chaotic Forecasting M ethod Based on Markov Chain Theory 
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Abstract Forecasting of chaotic time series based on maximal Lyapunov exponent may bring two results，and few litera- 

tures have studied on it．The paper introduced Markov chain to improve it．The improved method makes the gradient of 

time series as state variables，builds the state transition matrix on the basis of Markov chain which will be used to verify 

the evolution direction of the forecasting results，and then chooses the best prediction value based on the evolution of 

dynamical chaotic systems．At last，the paper verified the improved forecast model using the traffic flow data of Yuwu 

Highway．The result shows that the improved maximal Lyapunov exponent forecasting method is valid and feasible． 
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1 引言 2 最大 Lyapunov指数的预测方法 

混沌系统的一个重要特征就是初始状态的微小不确定性 

将会按指数发散规律迅速扩大，相空间中轨道的这种演化规 

律可以通过 Lyapunov指数来刻画，若最大 Lyapunov指数是 

正的，则可以认为系统具有混沌特性。Lyapunov指数作为量 

化相空间中相点演化轨道的发散程度的估计量，是混沌系统 

的一个很好的预测参数_1 ]。Wolf等_7]根据混沌时间序列重 

构相空间，提出根据最大 Lyapunov指数进行预测的混沌时 

间预测方法。随后，很多文献建立了基于最大 Lyapunov指数 

的混沌预测模型，并取得了较好的效果[_9 。 

虽然最大 Lyapunov指数能够很好地刻画混沌系统的特 

性，然而，根据最大 Lyapunov指数进行预测时会出现两个预 

测值 ，这种情况给实际应用带来了很大的困扰，大部分文献针 

对这一问题都选择了规避，没有进一步地讨论和分析。本文 

针对这一问题，在分析相空间的相点演化特性的基础上，对如 

何选择预测值进行了分析和讨论。 

设时间序列为 (￡)，￡一1，2，⋯，N，嵌入维数和时间延迟 

分别为 m和r，重构相空间为 

X( )一{z(￡)，x(t+r)，⋯ ， ( +( 一】)r)} (1) 

其中，￡一1，2，⋯，M；M—N一(m一1)r。 

最大 Lyapunov指数法是根据近邻点在若干个演化时间内 

会呈现出按指数发散的演化规律而提出的，其基本原理如下： 

设 X(M)为中心点，X(tk)为最近邻的点 ，令 X(M)与 

X(t )的欧氏距离为 d，则 

— ll X(M)一X(t )ll (2) 

设 A 为系统最大 Lyapunov指数，其 中，X(M+1)和 

X(tk+1)是 X(M)和 X(tk)进一步发散演化的结果，则 

1 一  

 ̂

则最大 Lyapunov指数预测算法的预测值 为 

(3) 

一  ( +1+(m一1)r)±√e2̂ II x( 一x( )II。一11蚤1--1( (M+( —1)r+1)一z( 十1+( 一1)r)) (4) 
根据式(4)计算得到 的预测值有两个 ，这并不能满足 的相点演化特性的基础上 ，对如何选择预测值进行分析和 

实际预测的要求 ，因此下文针对这一 问题 ，在分析相空间 讨论 。 
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3 改进的算法 

3．1 问题分析 

混沌系统相空间中的相点在进行演化时具有短期的规律 

性 ，其在某一平面的投影曲线在短期 内是平滑的，因此，其相 

邻几点之间的斜率具有相关性 ，即 x(N+1)、 (N)的斜率和 

z(N)、z(N一1)的斜率大致保持一致，至少斜率的正负性是 
一 致的，但是随着相点距离的增加，其相关性会越来越弱。下 

面以 Lorenz系统为例对相点在 — 平面的投影曲线进行分 

析 。采用的 Lorenz系统如式(5)所示，并 以 o一0．1、 一 

0．1、Z0=0．1作为初始值。 

f dx一10(y--x) 
l， ．{ 一28z— —zz (5) 

I d 8 l 
xy--了 

对于3，一 平面的变量z投影曲线，截取变量 的一段演 

化序列，如图 1所示。 

图 1 变量 投影曲线 

设 (N一5)、z(N一4)、z(N一3)、z(～一2)、z(N一1)、 

(N)为已知实际值， (N+1)为要预测的值。由图 1可知， 

(N+1)到 (N)的斜率和 z(N)到 z(N一1)的斜率几乎相 

等，正负保持一致 ；但是，z(N+1)到 z(N)的斜率和 (N一 

3)到 z(N一4)的斜率是相反的。通过以上分析，可以佐证 

x(N+1)到 (N)的斜率与离它们较近的点的斜率具有较强 

相关性的结论。 

这种根据当前参考点的斜率正负判断预测值的过程是一 

种马尔科夫过程，因此本文引人马尔科夫链来对最大 Lya— 

punov指数的预测算法进行改进和完善。考虑到混沌相点轨 

道演化的发散性，选择过多的参考点会造成斜率的不确定性， 

所以最好只考虑最近邻的两个点的斜率。 

3．2 马尔科夫链 

马尔科夫链[” 是安德烈 ·马尔科夫(A A Markow，1856— 

1922)提出的一个离散随机过程 ，其基本思想是该过程的未来 

演化规律与先前的状态无关，只与当前的状态有关。 

马尔科夫过程定义如下： 

设{X( )，t6玎的状态空间为 S，如果对于任意的 ≥2，任 

意的 t1< 2<⋯< ∈T，在条件X(t1)=五，五∈S( 一1，2，⋯， 
一 1)的条件下 ，X(t )的条件分 布 函数恰好 等于在条件 

X(t 一1)一 一1下的条件分布函数 ，即 

P(X( )≤ IX(￡1)一 1，X(￡2)一z2，⋯，X( 一1)一z ) 
一 P(X(t )≤z lX( ～1)一 一1) (6) 

则称{X( )，tE T)为马尔科夫过程。 

时间和状态都离散的马尔科夫过程称为马尔科夫链，简 

记为 X(n)，n一1，2，3，⋯。综上所述，如果一个序列具有马尔 

科夫性质，那么其未来取值X(n+1)和过去取值的关系如式 

(7)所示： 

P(X(n+1)一XIX(1)，X(2)，⋯ ，X(n)) 

一P(X( +1)=z』X( )) (7) 

3．3 改进算法的原理 

将式(4)进行简化得 x(N+1)的预测值为 
 ̂ A 

(N+1)一卫一 (悫)士D (8) 

其中，z(忌)： ( +1+(仇一1)r)， 

I 一 1 

D=，、／e24 ll x( --X(tk)ll。一∑(z(M+(i--1)r+1)--x(tk+1+(i--1)r))。 
V ，= 1 

设k。为点 (N+1)、z(N)的斜率，惫-为点 (N)、z(N一 

1)的斜率，引人马尔科夫链 的基本思想来解 决如何确定 

x(N+1)演化方向的问题 。 

本文以 (N)、z(N一1)的斜率 k-作为 x(N+1)、z(N) 

的斜率 k。为正负取值的状态变量，即式(8)中正负号取舍的 

状态变量 ，一步状态转移矩阵形式为： 

：
Fv(k。>o I kilO)P(k。>OlkP(k <o ] fq1 

o l是l LP(愚
。
<0l忌1>o)P(ko<Olkl~0)j‘。’ 

其中，P(k。Ik )第一行为 P(k。>O)的状态转移矩阵，第二行 

为 P(k。<0)的状态转移矩阵；P(ko>0l愚 >0)为当愚 >O时 

ko>O的概率，状态转移矩阵中的其他元素的意义类似。ko 

和k 取值的概率关系如表 1所列。 

表 1 。和 1取值的概率关系 

P(愚0)=P(惫o l忌1)*P(k1) 

vP(k0>O Jkl>O) P(志o>0l愚1<O)] 

LP(ko<Olkl>O) P(惫0<O}是1<O)_J 

[P(愚l>O)P(k1<O)] 

FP(ko~Olkl>O)*P(k1>0)+P(ko>OIk1<O)*P(k1~o)-i 

LP(k0<OI志1>O)*P(岛>O)+P(志0<Olk1<O)*P(志1<O)．J 

(11) 

式中，P(k。)为一个二维的变量，第一个变量为 ‰>O的概率， 

第二个变量为 ko<O的概率，所以可以根据 P(ko)来决定混 

沌系统中相点在相空间中的演化方向。 

以图 1为例，将 (N～5)、z(N一4)、 (N一3)、z(N一 

2)、 (N一1)、 (N)作为已知实际值，x(N+1)为要预测的值。 

此时 P(k0>0lk1>0)：1，P(ko>Ol愚1<0)--o，P(ko<Ol k1< 

O)一1，P(ko<O l k1>O)一0，将它们代入式(11)得 P(k0)一 

[1 O]，确定了预测变量的演化方向： 

设 (N+1)>z(N) (12) 

P(k1)一[P(五1>0) P(k1<0)] (10) 根据式(8)可知，若要确定 z(N+1)，还须先判断z(N)、 

其中，P(k。>O)，P(k。<o)已知。 D和X(忌)三者之间的关系。当z(N)≥z(愚)时，由式(12)可 

将式(9)和式(1O)代人 P(A}B)一P(AB)／P(B)得， 推出预测值 z(N+1)为 (惫)+D，如图 2所示。 
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图 2 z(N)≥ ( )时的预测值演化图 

当 (N)<z( )， (是)一D< (N)时，由式(12)可推出预 

测值 z(N+1)为 z(忌)+D，如图 3所示。 

图3 z(N)<z( )且 z( )一D<-z(N)时的预测值演化图 

当 z(N)<z(最)， (忌)一D≥z(N)时，依据式(12)可知 

(是)+D和 (k)一D都可能是预测值，为了减少误 差，以 

)+D和 (忌)一D到点 (N)的N+2'4率中与z(N)、 (N一1) 

的斜率 k 最接近的原则来确定预测值，如图 4所示。 

图 4 (N)<z( )且z( )一D≥z(N)时的预测值演化图 

同理可以推导计算在 (N一2)、z(N一1)、 (N)的斜率 

为负值时的基于最大 Lyapunov指数法的预测值 。 

综上所述，本文改进 的最大 Lyapunov指数预测算法的 

主要原理就是以混沌系统相空间中相点演化规律为基础，引 

人马尔科 夫链来 确定预测值的发散方 向，并根据 (N)、 

-工(最)、D之间的关系对预测值进行推导计算。 

3．4 建立预测模型 

利用上述改进的预测算法建立的预测模型的算法流程如 

下 ： 

(1)选定高速公路交通流量时间序列，主要是确定时间序 

列的长度，时间序列长度的确定至关重要，因为时间序列长度 

太长容易引入噪声，会稀释当前一段时间内的序列的混沌特 

性 ，时间序列长度太短又不能充分反映出时间序列的混沌特 

性 。 

(2)时间序列去噪处理。 

(3)确定嵌入维数 m和时间延迟r。 

(4)对时间序列进行相空间重构：X( )一{ ( )，x(t+r)， 

⋯ ，x(t+(m一1)r))，其中￡一1，2，⋯，M；M—N一(m一1)r。 

(5)计算最大 Lyapunov指数 A1。 

(6)寻找 X(M)的最近邻点 X(to)，计算欧氏距离 d— 

fi x(M)一x(岛){f作为预测值的参数变量。 
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(7)根据预测值公式(4)计算预测值x(t+1)。 

(8)计算 (￡)、z(￡一1)的斜率。 
 ̂

(9)基于马尔科夫链基本理论对预测值z(t+1)进行取 

舍，获得唯一预测值。 

(10)等待序列更新 ，进行下次预测。 

(11)判断是否连续进行了L0次预测，如果否，则 L=L+ 

1，并用原来计算的嵌入维数 m和时间延迟 r重构相空间X 

(￡)，并进行预测；如果是，则根据C-C算法重新计算序列的嵌 

入维数 m和时间延迟 r，重构相空间 X(￡)，继续进行预测。 

4 实例验证 

本文以渝武高速公路的交通流信息作为实验数据对改进 

的算法进行验证。本文将按照建立的基于单参数的高速公路 

交通流量短时预测模型分别对渝武高速公路西山坪检测器的 

流量进行 5min和 15min的预测。 

实验 1 以渝武高速公路西山坪检测器的流量数据作为 

样本数据 ，以2014年 3月 1日--2014年 3月 6日的流量数据 

作为选定的时间序列，以 2014年 3月 7日的数据作为预测数 

据，预测时长 T=Smin，其预测结果及其绝对相对误差如图 5 

和图 6所示。 

壤 

橱 
赠 

图5 预测时长 T一5min，改进预测算法的预测结果 

图 6 预测时长 T一5min，改进预测算法的绝对相对误差 

实验 2 以渝武高速公路西山坪检测器的流量数据作为 

样本数据 ，以2014年 3月 1日一2014年 3月 6日的流量数据 

作为选定的时间序列，以 2014年 3月 7日的数据作为预测数 

据，预测时长 T一15min，其预测结果及其绝对相对误差如图 

7和 图 8所示 。 

图 7 预测时长 T一15min，改进预测算法的预测结果 
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图 8 预测时长 丁一15min，改进预测算法的绝对相对误差 

由图5和图6可知，基于改进的混沌预测算法对高速公 

路交通流量进行的 5min预测具有较好的预测效果 ，其在早上 

8：OO到晚上 8：OO的绝对相对误差较小，其他时间段的误差较 

大，这是由于该时间段的交通流量较小 ，使得其绝对相对误差 

较大。由图7和图8能够得到相似的结论。实验 1、实验2的 

两种模型的预测误差指标如表 2所列。 

表 2 基于不同预测时长的预测模型的误差指标对比 

平均绝对误差 

(MATE) 

平均绝对相对误差 

(MAPE) 

均方根误差 

(RMSE) 

6．807 7．307 

29．1 35．1 

12．386 14．386 

从表 2可以看出，本文改进的最大 Lyapunov指数预测算 

法在 5min和 15min时长的预测效果均良好，但是 5min的预 

测精度要比 15min预测精度高，一方面是由于随着预测步长 

的增加 ，交通流的混沌特性的演化规律性会降低；另一方面是 

由于随着预测步长的增加，会引入较多的序列噪声 ，进而降低 

预测精度。然而，这两种预测步长都能够满足高速公路交通 

流量短时预测的需求 ，表明了基于马尔科夫链的改进的最大 

Lyapunov指数预测算法的可行性和有效性 。 

结束语 本文通过引入马尔科夫链理论改进 了最 大 

Lyapunov指数的混沌预测算法，验证结果表明了改进算法的 

可行性和有效性，但是本文为了减少因引入过多近邻点而可 

能会增加的噪声和数据冗余，只选择了预测值前一个近邻点 

作为状态向量的计算参数，将来可以在尽量降低噪声和数据 

冗余的前提下，研究利用多个近邻点预测相点的演化方向。 
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