
第 43卷 第 4期 
2016年 4月 

计 算 机 科 学 
Comouter Science 

Vo1．43 No．4 

Apr 2016 

水波优化算法收敛性分析 

张 蓓 郑字军 

(浙江工业大学计算机科学与技术学院 杭州 310023) 

摘 要 水波优化(Water Wave Optimization，WWO)算法是一种受浅水波现 象启发的新兴进化算法，它通过模拟水 

波的传播 、折射、碎浪等运动机制来在高维解空间中进行高效搜索。该算法已被证明在大量基准测试问题和工程实际 

问题上优于其它许多前沿的启发式优化算法。从理论上分析了WWO算法的收敛性条件。通过对目标问题和算法参 

数设置的简化，证明了WWO中任何个体在两种特殊情况下都是收敛的：(1)只执行传播操作；(2)只执行折射操作。 

这两种情况分别对应两种特殊的适应度变化状态。进行了数值仿真实验，验证了上述两种收敛性条件。 

关键词 进化算法，水波优化算法，收敛性 ，传播，折射 

中图法分类号 TP18 文献标识码 A DOI 10．11896／j．issrL 1002—137)(．2016．4．008 

Convergence Analysis of W ater Wave Optimization Algorithm 
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AbstI曩ct Taking inspiration from the phenomena of water waves for global optimization。water wave optimization 

(WWO)is a novel evolutionary algorithm which mimics wave motions including propagation。refraction and breaking 

for effectively searching in a high-dimensional solution space，which has shown promising performance advantage over a 

variety of state-of-the-art metaheuristic optimization methods on well-known benchmark problems and real-world engi— 

neering problems．The paper theoretically analyzed the convergence conditions of the WWO algorithm．By simplifying 

the target problem and the parameter setting of the algorithm ，we demonstrated that in WWO any individual can guaran- 

tee the convergence in two specia1 cases：1)when only performing the propagation operation and 2)when only perfor-- 

ming the refraction operation，which respectively happen under two special states of fitness changing．The paper also 

conducted numerical simulations for the two special cases respectively to validate the above convergence conditions． 
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进化算法(EAs)是一类受自然进化过程启发的随机搜索 

算法，它们能够有效求解传统精确算法无法解决的复杂优化 

问题 ，如高维非凸空间中的复杂非线性函数优化问题_1]。随 

着经典进化算法如遗传算法(GA)E2]、粒子群优化(PSO)L3]、 

蚁群优化(ACO)[4 等算法的提升空间日趋饱和，近年来涌现 

了一系列新兴的进化算法，如和声搜索(HS)E 、杂草入侵优 

化(1WO)c 、生 物地 理 学 优化 (BBO)[7]、重 力 搜 索算 法 

(GSA)E8]等，这些算法大都具有独特的搜索机制，能够更好地 

平衡全局搜索与局部搜索，在很多复杂优化问题上的求解效 

率明显优于经典进化算法。由于性能表现优 良，这些新兴进 

化算法吸引了众多研究者的关注，并在实际工程问题上不断 

取得丰硕的应用成果[9-n]。 

水波优化(WWO)算法E ]是 Zheng最新提出的一种进化 

算法 ，该算法以浅水波理论[13-15]为基础，通过模拟传播 、折射、 

碎浪等水波运动方式在高维解空间中进行高效搜索。WWO 

算法具有简单的算法框架、较少的控制参数，并采用小种群规 

模 ，因此实现简单 ，计算开销较小。在 CEC 2014基准测试函 

数集[】 ]以及在一些实际优化问题上的计算结果表 明，Ww0 

算法的总体性能明显优于包括 IWO、BBO、GSA等在内的其 

它新兴进化算法。作为一种年轻的算法，WWO在算法改进 

和工程应用方面具有广阔的发展前景[17,18]。 

作为一种最新提出的进化算法，对 WWO的收敛性进行 

分析具有重要的理论和现实意义。在对 目标问题和算法参数 

设置进行简化的基础上，本文证 明了两种特殊情况下 WWO 

的收敛性，并通过数值仿真进行了验证。这为全面分析算法 

的收敛特性奠定了基础，并为算法的进一步改进提供了指导。 

1 水波优化算法 

WWO算法是一种受浅水波理论启发的新兴进化算法， 

它通过模拟水波的运动来求解优化问题。在该算法中，一个 

解对应于一个水波，它具有两个属性，即波高 h和波长 。问 

题的解空间对应于海床，到海床(垂直)距离越近的水波的适 

应度值越高，反之适应度值越低。算法在初始化时构建一个 

水波群，其中每个水波的波高 初始化为一个常数 一，波长 

初始化为0．5。在算法迭代过程中，通过反复应用传播、折 

射和碎浪这3种操作来对种群进行演化。 
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(1)传播。每个水波在算法的每次迭代过程中都将执行 

一 次传播操作。设水波 X传播后得到的新波为X ，其每一维 

(14d≤D，其中 D表示问题的维度)的位置按下式进行计 

算 。 
一  十rand(一1，1)· (1) 

这里的 rand()函数生成一个指定范围内的均匀分布随机数， 

表示第d维搜索空间的长度。若新水波的位置超出了搜 

索界限，则重新赋予其一个搜索空间内的随机位置。 

传播后比较新水波 X 与原始水波 X 的适应度值。记适 

应度函数为，，若 f(X )> ，(x)，则用X 取代种群中的x， 

并将 X 的波高设置为 一̂ ；否则保留X，并使其波高减 1以记 

录能量损耗。 

由观察可知，处于深水 区(低适应度位置)的水波具有较 

长的波长和较低的波高，而处于浅水区(高适应度位置)的水 

波具有较短的波长和较高的波高 ，如图 1所示[1 。水波通过 

传播变优的过程可视为由深水区向浅水区运动的过程 ，因此 

WWO算法在每次迭代后按下式更新每个水波 X的波长 ： 

2=a．a一‘f(x)-fminq-E)／(，眦x in (2) 

其中， 和 分别表示 当前种群中最大和最小的适应度 

值 ， 是波长衰减系数 ，e是一个极小的正整数(以避免除以 

0)。 

Shortwavewith high 

energy 

C sealevel 

图 1 处于深水区和浅水区的水波具有的不同波形 

(2)折射 。如果一个水波在尝试多次传播操作后都没有 

得到改善，其波高将衰减为 0。对于这样的水波 X，算法按下 

式对其执行折射操作 ： 

t=nom ( ，Xj--
．

~ ) (3) 

其中，X 表示当前种群中最优的水波，norm(p， )函数用于 

生成一个均值为 方差为 的高斯随机数。这实际上使得 

X向当前最优解X 进行学习。 

折射后新水波 X 的波高重新设置为  ̂ ，波长则更新 

为： 

、 ，
一  

’( ) 
一̂“7 (4) 

(3)碎浪。如果水波能量持续增加，其波峰会变得越来越 

陡峭，直至破碎成一连串的孤立波。在WWO算法中，一旦搜 

索到一个新的最优水波 X，即对其执行碎浪操作。具体方式 

是随机选取 D中的k维(是是一个介于 1和预定义参数 k⋯ 

之间的随机数)，再分别对选中的每一维按下式进行更新 ： 

一  +norm(0，1)· d (5) 

其中，控制参数 称为“碎浪系数”。 

执行碎浪操作得到k个子波；如果它们的适应度值都低 

于原水波，则保留X；否则用其中最优的一个子波取代种群中 

的 X。 

上述 3个操作算子共同为算法提供了良好的搜索机制。 
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传播操作使得适应度值高的水波可在较小范围内进行开发， 

而适应度值低的水波可在较大范围内进行探索；折射操作从 

种群中移除了能量耗尽的水波 ，有效避免了搜索的停滞，用向 

最优水波学习生成的新水波取代原始较差水波的方法也在一 

定程度上加快了算法的收敛 ；碎浪操作增强了在当前最优解 

附近的密集搜索 ，进一步提高了解 的精度。这 3个操作算子 

的结合有效地平衡了算法的全局搜索(探索)能力和局部搜索 

(开发)能力，这是 wwO算法成功的关键。 

WWO算法的基本框架描述如下。 

Step 1 随机初始化生成一个包含 个解 (水波 )的种 

群。 

Step 2 评估每个解的适应度；如果终止条件满足，则返 

回当前已找到的最优解，算法结束。 

Step 3 对种群中的每个水波 X依次执行下列操作 ： 

Step 3．1 按式(1)执行传播操作，生成 X 。 

Step 3．2 如果 (X )> 厂(X)，则： 

Step 3．2．1 如果 f(X )>．厂(X )，则按式(5)对 X 执行 

碎浪操作，并将 X 更新为 X 。 

Step 3．2．2 将种群中的 X替换为 X 。 

Step 3．3 否则 ：将 X的波高减 1；如果 X·h=0，则按式 

(3)、式(4)执行折射操作。 

Step 3．4 按式(2)更新每个水波的波长。 

Step 4 更新整个种群的全局最优解，转 Step 2。 

基于经验分析，WWO算法求解一般全 局优化问题时的 

建议参数设置为：种群规模 设为 5～10，最大波高  ̂ 设为 

6～12，波长衰减系数 a设为 1．001～1．01，碎浪系数 J9设为 

0．001～0．O1，最大碎浪维度数 是 设为 min(12，D／2)。 

2 水波优化算法的收敛性分析 

在理论上对进化算法的收敛性进行分析有助于深入理解 

算法 ，并对算法的改进起到指导作用。进化算法的收敛性主 

要指在迭代时间或代数趋于无穷大的条件下，算法能否最终 

搜索到并保留问题的全局最优解，或整个种群 中的个体能否 

都变为全局最优解Dg,zo]。 

根据 WWO算法的基本执行过程可知，水波 X的位置受 

其波长 的影响，而 的改变又与其适应度 ，(X)紧密相关。 

为此 ，首先针对种群进化过程中个体适应度变化的两种特殊 

情况进行分析： 

(1)个体的适应度随迭代次数的增加而不断提高。在该 

种情况下，WWO算法将对个体一直执行传播操作，每次传播 

得到的新水波都将取代种群中的原始水波。 

(2)个体的适应度始终保持不变。在该种情况下 ，随着水 

波能量的耗尽，算法将一直执行折射操作 ，使新生成的水波不 

断向最优水波靠近。 

在传播操作(式(1))和折射操作 (式(3))中，虽然 表 

示多维变量，但每一维相互独立，因此在对算法进行分析时先 

将问题简化到一维的搜索空间。下面分别对只执行传播操作 

和只执行折射操作的情况进行收敛性分析。 

2．1 只执行传播操作的算法收敛性分析 

令 k表示算法的迭代(进化)次数，记 L—L( )，r为随机 

数，则式(1)、式(2)可分别改写为如下形式： 

X(志+1)一X(愚)+r· (志)·L (6) 

(尼)一 (忌一1)· 一‘ ‘ ‘ 一 卜fmin(k 1)+~)／(frrhax(k--1)-- mm‘ 一 

(7) 



 

对式(7)进一步展开可得： 

— —

(一
f(X(k-- 1))--frffln(k--1)+e 

—

J(X(k--2))--f
—

min(k--2)+~

、 (走)一 (是一2)·a ， 哪(̂ 1)一， (̂ 1)+e，眦 (̂一2)一‘ (̂一2)+e 

一 (O)．口一￡：1(f(X(k--i))--fmin(k--i)+~)／(fmax(k-i)- n‘ 

k一 1 

一 (O)．口一 o‘ ‘ m—frnin(i)+e)／(fmax(1)- n‘ 

用7表示指数项(厂(x( ))一fmi ( )+￡)／( ( )一 

fmi ( )+￡)在前 k次迭代中的平均值 ，则上式可变为： 

(志)一 (O)· --k 7 (8) 

将式(8)代入式(6)中可得 ： 

X(矗+ 1)一 X( )+r (O)口一 ’7 (9) 

其中， (O)=0．5；再假设随机数数值不变 ，则 (O)为一常 

数，底数项a为一个 1．001~1．O1之间的正数，指数项7的取 

值根据种群中个体的适应度变化状态可分两种情况。 

(1)个体在每一次迭代中并非都是种群中最差的个体。假 

设在第 i次迭代中，令F一(，(x( ))一 ( )+e)／( ( )一 

，mi ( )+e)，若 ，(X( ))一 ( )，则 F一0；若 厂(X( ))一 

( )，则 F一 1；若 ，mi (i)<f(X(i))< ，懈 (i)，则 0< 

F<1。因此O<y~l。当忌一。。时，limX(k+1)：x(愚)，即水 

波的位置不再随时间改变，此时算法迭代收敛。 

(2)个体的适应度在每一次迭代中都是种群中最差的(尽 

管其适应度值本身在不断提高)，则在前 k次迭代中始终有 

，(x(忌))： (惫)，因此7=o。当惫一cx3时，x(愚+1)=x(是)+ 

rL2(O)，此时算法不收敛。 

情形(2)是一种极端情况：某个个体的适应度虽然始终在 

提高，但它始终是种群中最差的一个解，即种群中的所有其它 

个体也都在提高且提高得更快。在实际问题求解时，如果迭 

代次数较大，该情形几乎不可能出现。但从理论上说，为保证 

收敛性，应对上一节中 WWO算法 的 Step 3．3．1做如下修 

改：如果水波 X的适应度没有得到改善，或是 X为种群中的 

最差解，则将 X的波高减 1；如果 X·̂ 一0，则按式(3)、式(4) 

执行折射操作 。 

2．2 只执行折射操作的算法收敛性分析 

在个体适应度始终得不到提高的情况下，算法将对该个体 

不断执行折射操作。记高斯随机数为 g，同时假定整个种群中 

搜索到的最优解 X 保持不变，则式(3)可改写为如下形式： 

x(五)一 +g． (1o) 

对式(10)进一步推导可得： 
1 1 

x(是)=寺(1+g)X +寺(1--g)·X(k--1) 

一 ÷(1+g)X +(百1)。(1--g)(1+g)X + 

( i) (1--g) ·X(k--2) 

1 一】 1 1 

= ÷(1+g)x ·∑(-T。) (1--g) +(÷) (1--g) · 

X(O) 

1 1 

一(1一(寺(1--g)) )·x +(寺(1--g)) ·x(0) 

其中高斯随机数g的数学期望为0；当惫一。。时，(÷(1--g)) 

的值也必然趋向于0，故有limX(k)一x ，即水波的位置最终 

收敛到最优位置 X ，此时算法迭代收敛。 

3 数值仿真 

再通过数值仿真实验，模拟计算 WWO算法求解过程中 

个体解位置的变化，对上述理论分析结果进行验证。 

实验环境为一 台配置为 Intel Core i5-2520M 处理器、 

4GB运行内存的电脑。为了避免偶然性对实验结果的影响， 

针对每一种情况，算法均独立运行 2O次，记录每一次运行过 

程中水波位置的变化，并取 2O次运算的中位数值(median)作 

为最终结果，绘制水波位置与迭代次数之间的关系。 

3．1 只执行传播操作情况下的数值仿真 

为满足适应度随迭代次数增加而不断提高的前提，在实 

验中选取最简单的一维线性递增函数作为适应度评估函数： 

，( )= ，一10≤z≤10 

则 一10， 一一10，L一20。在式(6)中，r是一个[一1， 

1]范围内均匀分布的随机数，而实验中限定为 r>O的情况。 

这样 r>0， (k)> 0，L> 0，则 X(k)单 调递增 ，适 应 度 

，(X(志))也单调递增。 

实验中个体的初始位置为[一10，10]范围内的一个均匀 

随机数，参数r分别取r一0．5和r—rand(0，1)两种情况，其 

余参数均取 WWO算法的建议设置。值得注意的是，在 

WWO算法的传播操作中，若新生成水波的位置超出了规定 

的界限，需重新随机化其位置；而实验中规定，若发生了越界 

情况，则重置水波的位置为上一代的位置，从而保证适应度的 

单调性，同时避免重复随机所带来的干扰。 

图 2给出了r一0．5时水波位置与迭代次数的关系结果。 

从图中可以看到 ，随着迭代次数的增加，水波的位置不断向最 

优位置靠拢，到第 900次迭代左右，水波的位置不再随迭代而 

改变。 

图 3给出了 r—rand(O，1)时前 100次迭代中水波位置与 

迭代次数的关系。从图中可以看到，从第 75次迭代开始，水 

波的位置就已收敛于最优位置，其收敛速度明显快于当 r取 

值为 0．5时的收敛情况。由于当 r取随机数时，其值有 5O 

的概率大于 0．5，这会大大加快水波位置的收敛速度。 

10 — —  

詈 J 

：， 

”

0 11D 渤 锄 440 550 660 m  880 9。0 

迭代次数 

图 2 r=O．5时只执行传播操作情况下水波位置与迭代次数的关系 

lC 、 

； 一 

妻 f * 

i{ 
”

0 n ∞ “ 55 66 88 g9 

迭代次数 

图3 r取随机数时只执行传播操作情况下水波位置与迭代次数的关系 

3．2 只执行折射操作情况下的数值仿真 

实验所选择的适应度函数与算法参数设置均与上一种情 
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况相同，此时显然有最优值 X 一10。对参数g的取值同样采 

取了两种方式 ，即取固定值和随机取值，并分别进行了实验。 

图4给出了g：0．5时水波位置与迭代次数的关系。从 

图中可以看到，从第8次迭代开始，水波的位置就已逼近最优 

位置 ，最后随着迭代次数的增加 ，水波的位置一直固定在最优 

位置 ，不再改变。 

图 5给出了 g随机取值时水波位置与迭代次数的关系。 

同样可以看到，从第 16次迭代开始，水波位置就逐渐收敛于 

最优位置，但与 g取固定值的情况稍有不同的是，在第 7次迭 

代到第 9次迭代过程中，水波位置出现了小幅震荡，这是高斯 

随机数取值可能为负引起的，而水波位置最终会不再随时间 

改变。 

图4 g—O．5时只执行折射操作情况下水波位置与迭代次数的关系 

图5 g取随机数时只执行折射操作情况下水波位置与迭代次数的关系 

结束语 本文从理论上对 WWO算法的收敛性进行了 

分析 ，在分析时对维度和参数都进行了简化，并根据种群中个 

体适应度的不同变化情况，将对算法收敛性的分析简化为分 

别对只执行传播操作算子的算法和只执行折射操作算子的算 

法进行收敛性分析，结果证 明 WWO算法随迭代次数的增加 

可搜索并收敛到问题的全局最优解。数值仿真实验也验证了 

理论分析的结果。特别地，通过分析只执行传播操作的情况， 

发现了一种可能导致算法不收敛的极端情形，并据此给出了 

算法的修正策略。 

本文仅针对 WWO算法在连续优化问题上是否收敛进 

行了分析和实验，今后将对算法在更多组合优化问题上的收 

敛性进行分析[1 ，并在算法收敛速度评估和时间复杂度 

分析等方面进行更为深入的探索。 

Eli 

[2] 

[3] 
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