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摘 要 通过对 3-CNF公式加 以限制，要求其中每个变元出现的次数相同，引出正则 3-SAT问题。进一步，通过对两 

种子句产生机制形成的(3，s)一CNF公式进行可满足性观察，发现在规模较小的情况下，正则 3-CNF公式比非正则 3一 

CNF公式更容易满足。从而推测与非正则 3-SAT问题相比，正则 3-SAT问题的相变点有偏移现象。最后，从 变元 自 

由度的角度对这一现象给出了定性解释。 
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Abstract We considered the restriction on the 3一CNF formula on Boolean variables{x1，动，⋯， )，in which each of 

the 2n literals Occurs precisely{Xl，—7 1，⋯ ， ，—7 )times．We called such forI~ulas as regular(3，s)一CNF formulas． 

Through the two kiMs of clauses generating mechanism of(3， )一CNF formula，we observed that the regular(3，s)一 

CNF form ulas are easier to be satisfied than non-regular 3-CNF formulas while the input size iS smal1．ThUS we inferred 

that compared with non-regular 3-SAT，the transition point of regular 3-SAT problems has offset phenomenon．Finally 

we explained this phenomenon from a perspective of the number of the variable’S degree of freedom． 
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1 引言 

T问题是计算机科学中的核心问题，其理论及其应用 

研究是计算机与数理逻辑界众多学者共同关注的一个重大问 

题。在可满足问题的相变现象研究中，随机统计现象表明：可 

满足与不可满足之间出现一种临界现象，在这一现象中，出现 

在公式中的子句数与变元数之比是一个重要的参数。对于3一 

CNF公式而言，当这个参数在 3．52_1]至 4．506-2]这一区间 

时，公式可满足性的判定难度很大；但是，当这个参数远离这 

一 区间时 ，公式可满足性 的判定有可能在多项式时间内就可 

以完成。SAT问题的这一相变现象的发现进一步催生 了概 

率方法在 SAT问题中的研究和应用。 

在具有某些规则限制的 CNF公式类中，可能会得到可满 

足性问题复杂性的具体结果和性质，文献[3—5]研究了线性公 

式类，一个 CNF公式称为线性公式，如果任意两个不同的子 

句至多有一个公共变元。线性公式类的可满足性判定问题仍 

然保留 NP完全性。但是，如果限制到“任意两个不同的子句 

恰有一个公共变元”，则这样的CNF公式子类是可满足类。 

Tovey等人研究了变元出现次数受界的公式类的可满足性判 

定问题，得到了一些简化了的 NP-完全问题[。 ]。在这些类 

中，变元出现的次数受一个较小界控制。基于极小不可满足 

公式的应用 ，通过构造适 当的极小不可满足公 式，可 以将 

CNF公式多项式归约到具有某些特殊结构的公式类[】“”]，类 

似技术可以用到 愚一CNF公式和 t-CNF公式之间的相互转 

换_1 ，其中忌，￡≥3。 

SAT问题的 NP完全性的深入研究一直是 SAT问题研 

究的重点，通过对公式结构的各种限制，在保留 NP完全性的 

公式子类上研究 SAT问题会得到一些具体而有用的结果。 

通常，在限制子句长度、变元出现次数受界等情形下进行研 

究。在正则结构下研究SAT问题的工作并不多见，一个正则 

的(惫，s)一CNF公式是指：每个子句的长度恰好为k，每个变元 

出现的次数恰好为 S。 

本文对规模较小的正则(3，s)-CNF公式算例的可满足性 

进行了观察研究，发现对正则(3，s)-CNF公式而言，变元出 

现在公式中的次数s(换算为子句变元比后为 s／3)是一个重 

要的参数，当这个参数在 13至 15之间时，公式可满足性的判 

定难度很大；但是，当这个参数远离这一区间时，公式可满足 

性的判定有可能在多项式时间内就可以完成。这一现象表 

明，正则 3一SAT问题除了同 3-SAT问题一样有着相变现象 

外，与 3-SAT问题相比，其相变点有所偏移。 

2 产生(3， ) NF公式的两种随机机制 

一 个文字L是一个命题变元z或其否定一 ，一个子句C 
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是文字的析取 (L-V Lz V⋯ V L )，或表示成一个文字集合 

{L。，Lz，⋯， )，k称为子句长度。长度为k的子句简称 忌一子 

句。一个 CNF公式 F是子句的合取(C1 A C2 A⋯  ̂ )，或 

表示成一个子句集合{C ，Cz，⋯，G)，或表示成一个子句表 

[C ，C2，⋯， ]。 

用 CNF(m， )表示含有 m个变元、r／个子句的CNF公式 

类；用(是，s)一CNF表示正则 CNF公式子类，其中每个公式中 

每个子句长度恰为 k、每个变元出现的次数恰为 s，特别地，用 

k-CNF表示每个公式中每个子句长度恰为 k的 CNF公式子 

类。 

由于所有的 CNF公式都可以在多项式时间内归约到 3一 

CNF公式，简单起见，只研究正则 CNF公式中的(3，s)一CNF 

正则公式子类。又由于在(3，s)一CNF公式中所有变元的总出 

现次数必须为 3和 S的公倍数 ，方便起见 ，不妨假定该公倍数 

为 3s的t倍。这样 ，我们研究的(3， )一CNF正则公式子类中 

的每一个公式都是由3￡个变元产生的，其中每一个变元随机 

产生S个文字，在这 3st个文字中随机选取每3个不同变元产 

生的文字组合为一组，相互析取形成 st个子句 ，最后这 st个 

子句相互合取形成一个(3，s)一CNF公式。 

尽管出现在 CNF公式中的所有变元都是自由变元，但若 

目标是使公式的取值为真，则其 中每个变元取值的“自由程 

度”是不同的，这种取值 的“自由程度”称为该变元的 自由度。 

具体地 ，一个可能使公式取值为真的变元取值空间大小称为 

该变元的自由度。对于 CNF公式，一个取任何值都可能使公 

式的取值为真的“完全自由”的自由变元的取值空间为{0，1}， 

其 自由度为 2；而一个被约束到取任何值都不会使公式的取 

值为真的“完全不自由”的自由变元的取值空间为空集，其 自 

由度为 0；其他情况下，变元的取值空间为{0}或{1}，其 自由 

度为 1。同时，称力迫变元取值空间为空集的子句为互不相 

容子句。 

另外 ，即使是 自由度不为零的变元，公式的取值对其中每 

个变元的依赖程度也是不同的。换言之，在其余变元取值不 

变的前提下，单个变元的取值改变若影响到公式真值的改变， 

则公式对该变元的依赖程度较大；反之，则公式对该变元的依 

赖程度较小。具体地，对某个变元而言，其依赖度可以用以下 

方法取得：①将公式真值表列出，同时将变元所在列与最后一 

列变元置换；②将真值表中的行按二进制升序排列；③真值表 

中奇偶行的公式真值变化率即为公式对该变元的依赖度。 

例如：对(3，4)一CNF公式 

( 1 V 2 Vz3)A( 1 V 2 V—7 3)^( 1 V—7_z2 Vz3)A 

(z1 V—7 2 V—7z3) 

变元 动 的自由度是 1，公式对变元 X 的依赖度为 1；变 

元 z和SC。的自由度都是2，公式对变元zz和 s的依赖度都 

是 0。 

再如，对单子句公式( V z V 。)而言，其中所有变元的 

自由度都是 2，公式对所有变元的依赖度都是 0．875。 

对 CNF公式，显然有如下结论成立 ：①公式中所有变元 

的自由度的取值空间都为{0，1，2}，对所有变元的依赖度的取 

值空间都为[o，1]；②重言式中所有变元的自由度都是 2，对 

所有变元的依赖度都是 0；③矛盾式中所有变元的自由度都 

是 0，对所有变元的依赖度都是 0。 
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3 产生(3， )一CNF公式的两种随机机制 

由于(3，5)一CNF公式中限定了每个变元的出现次数，使 

得其子句中变元的分布变得比较复杂，而且公式中文字产生 

的随机机制不同，公式的可满足性及判定公式可满足性的难 

易程度也可能不同。为此，选择两种不同的随机机制来产生 

(3，s)一CNF公式，并用实验的方法观察这些公式的可满足性 

及判定公式可满足性的难易程度，进而研究正则 3-SAT问题 

的相变点，并同非正则 3-SAT问题的相变点做比较。 

3．1 历史即时作用的随机机制 

在这种随机机制下，算法优先保障每个变元在公式中出 

现的次数相等。每个变元在之前被选择的次数越多，下次被 

选取到的概率越小。即前期的选择在时刻改变变元被选取到 

的概率，历史上的选择即时在起作用。 

公式生成机制：一个有 3￡个变元 、 个子句的(3，5)一CNF 

公式 F按如下规则生成： 

第 1步 将所有 3￡个变元标记为 S。 

第 2步 重复以下步骤 st次： 

①在所有变元中不等概率无放回地依次选择 3个变元产 

生 3个文字，其 中各变元被选到的概率与其被标记的数值成 

比例，每个文字正负出现的概率相等。 

②若这 3个文字在之前被同一个子句使用过，则转0；否 

则使其形成一个子句，并使所选变元的标记全部减 1后再放 

回。 

③检查标记不为 0的变元的个数，若小于 3且不为 0，则 

算法提前结束，公式产生失败；否则继续。 

第 3步 将上面产生的 st个子句依次合取成一个公式 。 

例：取 一2，s一4，一个成功产生公式 的算法过程如表 1 

所列。 

表 1 用历史即时作用的随机机制产生一个(3，4)一CNF公式 

3．2 历史延后作用的随机机制 

另外，即使是自由度不为零的变元，公式的取值对其中每 

个变元的依赖程度也是不同的。换言之，在其余变元取值不 

变的前提下，单个变元的取值改变若影响到公式真值的改变， 

则公式对该变元的依赖程度较大；反之，则公式对该变元的依 

赖程度较小。具体地，对某个变元而言，其依赖度可以用以下 

方法取得：①将公式真值表列出，同时将变元所在列与最后一 

列变元置换；②将真值表中的行按二进制升序排列；③真值表 

中奇偶行的公式真值变化率即为公式对该变元的依赖度。 

在这种随机机制下，算法优先保障每个变元被选取到的 

概率是相等的。同时为了保证每个变元在公式中出现的次数 

都是 S，在一个变元被选取 s次后，算法就禁止再次选择该变 

元。即前期的选择在累积到一定程度(某个变元已经被选择 



了s次)后才改变变元被选取到的概率(变为 0)，历史上的选 

择要经过一定的延迟后才起作用。 

公式生成机制：一个有 3￡个变元、时个子句的(3，s)一CNF 

公式 F按如下规则生成 ： 

第 1步 将所有3￡个变元标记为5。 

第 2步 依次重复以下步骤 st次： 

①在所有标记不为 0的变元中等概率无放 回地依次选择 

3个变元产生3个文字，其中每个文字正负出现的概率相等。 

②若这 3个文字在之前被同一个子句使用过，则转①；否 

则使其形成一个子句，并使所选变元的标记全部减 1后再放 

回。 

③检查标记不为 0的变元的个数，若小于 3且不为 0，则 

算法提前结束，公式产生失败；否则继续。 

第 3步 将上面产生的st个子句依次合取成一个公式。 

例：取t=2，s一4，一个成功产生公式的算法过程如表 2 

所列。 

表 2 用历史延后作用的随机机制产生一个(3，4)一CNF公式 

注 1：由于 3￡个变元最多可以产生 8C； 个不同的 3一子 

句，公式生成过程中为减小相同子句重复出现的几率，子句数 

st应当远小于 8 ，即参数 s和t之间的关系应当满足 S《 

4(3￡一1)(3 一2)。 

在本文中，考虑实验规模将公式变元数都限制为 300个， 

即 3t=300，于是 一100；同时为保证 s《4(3￡一1)(3￡一2)，且 

考虑到子句变元比s／3大于 10时公式必然高概率满足这一 

事实，取 5≤30。 

4 正则 3-SAT问题的相变现象 

对 1≤ ≤30中的每一个 s值都随机生成 30个 (3，s)一 

CNF公式并用求解器 z-chaff进行求解 ，同时观察并记录是否 

可满足及求解时间。由于主要关注的是公式可满足性及判定 

公式可满足性难易程度的一个对比效果，为更加直观 ，对实验 

数据做如下归一化预处理： 

1．由于求解器 z-chaff的最大求解时间为 86400秒，因此 

将 86400秒当作 1个单位求解时间，并将每个公式的具体求 

解秒数与86400的比值作为其求解时间。对同一5值，用 3O 

个公式的平均求解时间 作为该(3，s)一CNF的求解难度。 

2．对于可满足性，令可满足公式的值为 1，不可满足公式 

的值为0，若求解器z-chaff无法确定其是否可满足，则公式取 

值为 0．5。同样，对同一 S值 ，用 3O个公式的平均取值v作为 

该(3，s)-CNF的可满足程度。 

4．1 历史即时作用时的相变现象 

用历史即时作用的随机机制产生(3，5)一CNF公式，在同 

一 台计算机上求解，实验结果如表 3及图 1所示。 

表 3 历史即时作用时正则 3-CNF公式的平均可满足程度与平均求解难度 

图 1 历史即时作用时正则 3-CNF公式的平均可满足程度与 

平均求解难度 

注 2：实验中，在 s值小于等于 14时没有发现不可满足公 

式，在 s值大于等于 15时同样没有发现可满足公式 。实际将 

值拉大或缩小的原因在于求解器z-chaff无法确定可满足性 

的公式的存在。 

现象 1 从表 3及图 1可以看出，当 3-CNF公式中要求 

每个变元出现次数都相同且同一变元正负出现的概率相等 

时，相应正则3一sAT问题的相变点出现在 s值为 13到 15之 

间，换算为子句变元比后，该值为4．33到 5之间。这已经远 

大于一般随机 3-SAT问题的相变点了。 

原因分析：首先同一变元正负出现的概率相等这一现象 

并不会导致 3一SAT问题的相变点变大。通过考察极端情况 

便知，对于公式中的所有变元 ，当同一变元在要么全部正出现 

要么全部负出现时，公式一定可满足。这表明，同一变元正负 

出现的概率相差越大，公式越容易满足。从而同一变元正负 

出现的概率相等可能导致3-CNF公式更难满足，即相应的3一 

SAT问题的相变点变小。那么，导致正则 3一SAT问题相变点 

变大的原因只能是正则 3一CNF公式中变元出现次数相同了。 

现象 2 由表 3及图 1并结合注2可以看出，实验中产生 

了大量的求解器 z-chaff无法确定可满足性的公式。而实验 

中问题实例的规模并不大，这间接表明正则 3-SAT问题的求 

解难度较大。 

原因分析：一般情况下，同一变元正负出现的概率相差越 

大，公式对该变元依赖度越大，求解算法往往会优先考虑这些 

变元的赋值。若公式是可满足的，则比较容易找到可满足赋 

值；另一方面，变元在公式中出现次数越多，受到的约束越多， 

求解算法往往也会优先考虑这些变元的赋值。这时，若公式 

· 35 · 



是不可满足的，则比较容易找出矛盾。 

综上 ，公式中每个变元出现次数都相同及同一变元正负 

出现的概率相等都会导致求解难度增大。 

4．2 历史延后作用时的相变现象 

用历史延后作用的随机机制产生(3，s)一CNF公式，在同 

一 台计算机上求解，实验结果如表 4及图 2所示。 

表 4 历史延后作用时正则 3-CNF公式的平均可满足程度与平均求解难度 

1 3 5 7 9 n l3 15 l7 19 龃 ∞  25 27 29 

——·一 平均可满足程度 —-_一 平均掌鼻堆度 

图 2 历史延后作用时正则 3-CNF公式的平均可满足程度与 

平均求解难度 

现象 3 表 4及图 2的结果表明，当正则 3-CNF公式中 

子句产生的随机机制发生改变时，相应正则 3一SAT问题的相 

变点换算为子句变元比后虽然还是在 4．33到 5之间，但具体 

取值上已经有一点改变。从数据上看，改为历史延后作用的 

随机机制后，同历史即时作用的随机机制相比，其相变点要略 

微小一点，但同非正则 3-SAT问题相 比，其相变点还是要大 

得多。 

原因分析：在历史延后作用的随机机制中，当(3，s)一CNF 

公式中的变元被选择次数没达到 s时，其子句生成机制同非 

正则 3-CNF公式一致。由于这一机制的影响，同历史即时作 

用的随机机制相比，其相变点要相对小一点。但由于每个变 

元出现次数都相同这一限制依然存在，同非正则 3一SAT问题 

相比，其相变点还是要大得多。 

结束语 本文对两种随机机制下产生的正则 3-CNF公 

式类进行了可满足性测试 ，归纳总结了正则 3-CNF公式类随 

着子句变元比的变化，其可满足性及求解难度的变化规律。 

通过同非正则 3一SAT问题的相变点做比较，指出在问题规模 

较小的情况下正则 3一SAT问题的相变点明显要大一些，即在 

子句变元比相同的情况下，正则 3-CNF公式比非正则 3-CNF 

公式更容易满足，并对这一现象做出了定性解释。同时指出， 

同一变元正负出现概率及子句产生的随机机制对 3-CNF公 

式的可满足性和求解难度都有影响。 

如何对 3-CNF公式进行某种恰 当限制后再研究相应 3一 

SAT问题的相变现象，是一个值得深入研究的课题 。本文受 

限于实验条件，只对小规模正则 3-SAT问题进行了实验 比对。 

对大规模问题的实验及理论解释等都有待进一步的研究。 
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