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摘 要 研究了用矩阵来计算不完备信息系统的属性约简方法，引入了容差关系矩阵等概念来计算决策表的上下近 

似集；然后给 出了基于容差关系矩阵的决策表边界域的计算方法，再利用边界域的基数相等作为评价属性约简的准 

则，提 出了基于边界域的启发式约简方法；最后，举例说明了属性约简的操作方法和所提算法的可行性。 
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Abstract The method of attribute reduction for incomplete information systems was studied by using matrix．The con．一 

cept of tolerance relation matrix was introduced to calculate the upper and lower approximations in the decision table．A 

method for calculating the boundary region of decision table based on the tolerance relation matrix was presented．The 

criterion for evaluating the attribute reduction was based on the equal of cardinal number of the boundary region．A heu— 

ristic reduction method based on boundary region was proposed in this paper．At last，the feasibility of the operation 

method and the algorithm of attribute reduction were illustrated by examples． 
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1 引言 

粗糙集理论是一种处理不确定性问题的数学工具，已被 

成功应用到模式识别、数据挖掘和决策支持等领域。在数据 

分析任务中，并不是所有的属性都是必要的，实际上，一些属 

性是多余的，这些多余的属性会占用很多存储空间和耗费更 

多的计算时间。因此，期望能找到一个属性子集，它与原始属 

性集具有相同的数据分类能力，这个处理过程就叫做属性约 

简。通过属性约简可以减少数据冗余，从而简化决策规 

则 ]。 

经典的粗糙集理论是基于完备信息系统的，文献[3，4]提 

出了用不可区分矩阵进行属性约简的技术，文献[5，6，163提 

出了基于正域的属性约简，文献[7，2o3利用信息熵进行属性 

约简，这些技术为属性约简的研究开拓了新的视野 ，并且已经 

成功地应用到了完备决策信息系统中。但是现实生活中，很 

多情况下信息都是不完备的。专家学者对经典粗糙集理论在 

不完备信息系统下进行扩充，提出了容差关系、非对称相似关 

系、限制容差关系等。文献[8一10]分别用容差粗糙集模型、非 

对称容差粗糙集模型、限制容差粗糙集模型对不完备信息系 

统进行了研究。在这些模型中，容差粗糙集模型已被广泛应 

用到不完备信息系统的属性约简研究中[】 引。 

基于矩阵的计算方法是很有实用价值的数学方法，在经 

典的粗糙集模型中已经有很多基于矩阵的属性约简算法，例 

如文献[13]运用区分矩阵研究信息系统的属性约简，文献 

[14]对信息系统中属性形成的不可分辨关系及等价关系矩阵 

进行了研究，文献[15]提出了一种利用矩阵来计算粗糙集上 

下近似集的方法，但以上算法并没有将矩阵的计算应用到属 

性约简的过程中。 

目前，几乎所有研究容差粗糙集模型的属性约简算法都 

是基于下近似集的，很少一部分研究是基于边界域的属性约 

简，实际上，基 于边 界域 的属性 约简具 有更 高 的约简 效 

率[16-19]。本文在文献[15，19]的基础上，给出了在不完备信息 

系统中利用矩阵来计算基于边界域的属性约简的启发式算 

法 ，并从理论上证明了该方法的正确性。 

2 容差粗糙集相关知识 

本节简单介绍容差粗糙集的相关概念l_8 ]。 

决策表 S一( ，cUD，V，，)，其中U是非空有限对象集， 

c是条件属性集，D是一个决策属性集，Va∈C U D，映射 

厂：U— 是信息函数，其中 是a的值域。如果在条件属性 

C的值域中有缺失的数值，这样的决策信息系统就是不完备 

的，通常用“*”表示缺失的数值。 
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令决策表s一(U，cUD，V，-厂)为一个不完备决策信息系 

统，对任意的子集P C，P决定的U上的容差关系可定义为 

S／M (P)。 

SIM(P)：{(“， )∈【，×U『Vn∈P，f(u，口)一，(口，口)V 

f(u，口)： *Vf(v，口)一 *} 

容易得出 SIM(P)满足 自反性、对称性，不满足传递性。 

对于VuEU，SIM(P)决定的容差类表示为 SP(“)，SP(“)描述 

了与对象 U在属性集合P下的最大不可区分对象子集。5尸 

( )={vEUl(“， )∈SIM(P)}，显然 Sv(“)是 U上的一个覆 

盖，U SP(“)一U。 

彻={Di l =1，2，⋯，m}是由决策属性集 D决定的在 L， 

上的划分，其中 为决策类，容差决策粗糙集模型的上、下近 

似集分别定义为P(Di)一{“∈UISp(“)nDi≠ )，P(Di)一 

{“∈UISP(“) Di}。 

通过上、下近似集，决策系统 S的对象集合U被划分到 

两个互不相交的决策域：正域 POSp(兀D)和边界域 BNDe 

(兀力)。 

POSp(兀D)一UP(Di) 

BNDv(仰)一U(P(Di)一P(D )) 

因为 o：{D I =1，2，⋯，m)是由决策属性集D决定的 

在U上的划分，所以UDi=U；又因为对于VuEU，总是存在 

一 个 ∈ 使得SP(“)nDi≠D，所以UP(n)=u，即对象 

集合 U负域为空，所以 POSe(兀力)U BNDp(彻 )一U，并且 

POSp(丌D)nBNDp(兀D)一D。当且仅当 BNDv(兀D)=D或 

者POSp(兀D)一u时，决策表 S是一致的，否则决策表S是不 
一 致的。 

3 基于矩阵的边界域计算方法 

本节提出了在容差粗糙集模型中边界域的基于矩阵计算 

方法的理论分析。 

3．1 理论分析 

定义 1 给定一个决策表 S一(U，CUD，V，，)，P C，令 

U一{“1，U2，．．·， )，并且 SIM(P)是 U上的容差关系，Sp(“) 

是容差类 ，1VI~SxP
．

一 (％ ) × 是SIM(P)对应的容差关系矩阵。 

f 1， ( f， f)∈Sp( ) 

撕一10，(嘏，“ )q~Sp(“) 

定义 2E 令 X为 U的子集，特征 函数 G(X)一(g ， 

g2，⋯， ) (T表示转置操作)，其中 

f 1， 础∈X 

＼0， Ui x 

定义3[ 给定一个决策表 S=(L，，CUD，V，D ，P C， 

决策属性 D导出的划分为 =(n Ii=-1，2，⋯，m)，G(Di)是 

基于 Di的 列的布尔向量，令决策矩阵GD．× ：(G(D )， 

G(D2)，⋯，G( ))，它是一个 ×m的布尔矩阵。 

定义 4 令 P C，并且 SIM(P)是 U上的容差关 系， 

硪 是M =(％) 的诱导对角矩阵，峨 =diag(寺， ， 
⋯

，÷)，其中 一∑蛳 ，1≤ ≤n。 
,An J= 1 

定义 5E 给定决策表 S=(U，C U D，V，，)，P C， 

一 {Di『 一1，2，⋯，m}是决策 D上的一个划分，VD ∈丌D， 

H(Di)是一个 基本 向量，令 HD=(H(D1)，H(Dz)，⋯， 

H( ))为一个 nXm的基本矩阵，则 HD= ￡ ·(M · 

GD． )一嗽 ·嗽 ，其中·表示矩阵的数量积，嗽 叫做 
中间矩阵。 

定义 6 基本矩阵 HD的 一截矩阵(H ) × (O≤ ≤1) 

可定义为： 

， 、 f 1，Uo≥ ’ 1
0， < 

定理 1 给定决策表 S=(U，CUD，V，-厂)，P C，兀D： 

{ l =1，2，⋯，m)是决策 D上的一个划分，基本向量 H(Di) 

的1一截矩阵为H(D ) ，则子集 的下近似集的布尔列矩阵 

为G(P(Di))=H(Di)1。 

证明：如果 编E
—

P(D1)，那么[魄] D1，即』_[ 一 

1，所以l[撕] nD l—I[地]Pl。 

由此可以得到( ￡ ·G × ) 一
，

mog， =l[“ ] I，从 

而有(A ·(峨 ·GD．×m)) 一 ‘喜m 一1，所 
以( ￡ ·( ￡ ·GD．x )) 1的 1一截矩 阵 等于 1，故 有 

G(P(D1))一H(D1)1。 

类似地，可以证明G(P(Di))=H(Di)1， 一{1，2，⋯，m)。 

证毕。 

定理2E 。 决策表s一(U，CUD，V，，)，P c，兀D一{D}J 

一1，2，⋯， 是决策 D上的一个划分，D关于 尸 的正域为 

P0SP(兀D)=UP(Di)，贝0G(UP(Di))：∑G(P(Di))。 

定理3 决策表 S (u，CUD，V，，)，P C，丌D一{n J 

i一1，2，⋯，m)是决策 D上的一个划分，D关于 P的边界域为 

BNDP(7LD)一 U(P(Di)一 P(Di))，贝0 G(U (P(Di)一 

P(Di)))一．厂一∑G(P(Di))，其中 J一(1，1，⋯，1) 为对象集 

合 U的布尔列向量。 

证明：因为 一{Di l i一1，2，⋯，m)是 由决策属性集 D 

决定的在 U上的划分，所以UDi—U；又因为对于VU∈U，总 

是存在一个 ∈兀D使得 SP(“)nDi≠ ，所以UP(Di)一己，， 

所以 POSp(兀D)U BNDp(丌D)=U，而且 POSy(兀D)n BNDe 

(丌力)一 ，可以得~UBNDp(兀D)：U—POSp(7r．D)。因为对象 

集合U的布尔列向量 G(U)一(1，1，⋯，1) ，则 G(BNDp(兀D)) 
一 G(U)一G(POSp(兀D))。 

因为 BNDp(兀D)=U(P(Di)一P(Di))，令 J—G(U)，则 

根据定理2的结论可以得到 G(U(P(Di)一P(Di)))一J一 

∑G(P(Di))。 

证毕。 

3．2 算法描述 

算法 1 计算容差粗糙集模型中决策类的边界域的算法 

输入：一个决策表s一(U，CUD，V，f)和条件属性子集 P C 

输出：边界域集合 BNDP( D) 

Step 1 构建容差关系矩阵 M ； 

Step 2 计算诱导矩阵 A ； 
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Step 3 

step 4 

step 5 

Step 6 

Step 7 

step 8 

step 9 

构建决策矩阵 GD．× ； 

计算中间矩阵 Q ； 

计算基本矩阵 HD； 

计算基本矩阵 HD的 1一截矩阵(HD1) × ； 

计算决策属性 D的划分 D的任意子集 的下近似集合矩 

阵G(P(Di))一H(Di)1，i一{1，2，⋯，m}； 

计算决策属性 D关于条件属性 P的边界域 G(BNGp(D))一 

G(U(P(Di)--p(Di)))一J一∑G(P(Di))； 
l罩 1 一  l= 1 一  

得出决策类的边界域。 

3．3 算例 

例 1 给定一个不完备决策系统 S一(U，CUD，V，厂)，如 

表 1所列。其中U一{“1，“2，⋯，“6)，C一{C1，C2，c3，c4)，D一 

{d}为决策属性。属性集 C 、C。、C3、 和 d分别表示 Price、 

Mileage、Size、Max-Speed和 Acceleration。令 P一{C3)，则边 

界域的计算过程如下。 

表 1 一个不完备决策系统 

根据定义1可以得到不完备决策表 1的容差关系矩阵 

蛾 6一(蛳)。 

峨  = 

1 1 

1 1 

O O 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

O O 

1 1 

1 1 

1 1 

根据定义 2和定义 3可 以计算 出决策矩 阵 GD6 。一 

(G(D1)，G(DE)，G(D3))。其中 G(D1)一(1，1，0，1，0，1) ， 

G(D2)=(O，0，1，0，0，0) ，G(Da)=(O，0，0，0，1，O) 。 

根据定义4可以计算出诱导矩阵 ￡ ： 

硪。--diag(吉， 1，1，专，÷，吉) 
由以上计 算结果 可 以得 到 中间矩阵 Sp 。=M 。· 

GD × ： 

￡ = 

1 1 

1 1 

0 0 

1 1 

1 1 

1 1 

1 0 

1 O 

0 1 

1 0 

0 0 

1 O 

根据诱导矩阵和中间矩阵可以计算出基本矩阵 HD= 

AS p · ￡。： 
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HD-=diag(÷，了1，1，÷，÷)· 

4 O 1 

4 O 1 

O 1 O 

4 O 1 

4 0 l 

4 O 1 

所以，基本矩阵 HD的 1一截矩阵(HD ) 。为： 

(HD1)6×3一 

O O 

0 O 

O l 

O O 

O 0 

O O 

根据定理 1一定理 3以及(HD ) 。的计算结果，可以得 

到不完备决策表 1在容差粗糙集模型下的下近似集和边界 

域 ： 

G(P(D1))=H(D1)1= (0，0，0，0，0，O) 

G(P(D2))一H(D2)l一(O，0，1，0，0，O) 

G(P(Da))一H(D3)1一(O，0，0，0，0，O) 

然后，可以计算出 

G(BNGp(D))一J一∑G(P(Di))一(1，1，0，1，1，1) 

所以，该容差粗糙集模型 D关于P的边界域为：BNDp 

(D)={U1，M2，U4，“5，M6}。 

4 基于边界域的启发式约简 

4．1 属性递增计算边界域的方法 

定义 7[ ] 给定决策表 S一(U，CUD， 
．厂)，C： ，C2， 

⋯

， }，并且 Pk一{c ，c “，Ck}， ≤ 。则属性个数的递增序 

歹0为 P一{P1，P2，⋯，P }，VP ，P，∈P，当 P P 时，由P， 

决定的容差关系比P 决定的容差关系更细；换言之，P 决定 

的容差关系比P『决定的容差关系更粗。 

定义 7说明了当属性个数单调增加时，正域的个数单调 

增加，边界域的个数单调减少。该定义描述了通过属性的逐 

步增加计算不完备决策表的边界域的方法。该方法如算法 2 

所示。 

算法2 不完备决策信息系统中属性个数逐步增加求解 

边界域的计算方法 

输入：S一(U，cuD，V，f)，D一{d}，C一(cl，e2，⋯，e } 

输出：不完备信息系统的边界域 BNDc(D) 

Step 1 通过算法 1计算 BNDc，(D)一X，x u为对象集合 u的子 

集。 

Step 2 令 U等于 Stepl计算得到的边界集合 X，同时在新的对象集 

合下计算决策类集合 ND，通过算法 1计算出 BND (ND)。 

同样，令 BNDc。(D)一X，循环 Step2，直 至计算 出 BNDcn 

(ND)。 

Step 3 输出BNDc(D)=BND~(ND)。． 

例 2(继续例 1) 给定一个如表 1所列的不完备信息系 

统，令C={C。，c ，c ，cz)为代入算法2的属性计算顺序。通过 

例 1计算出BND,．。(D)一X一{ 1，“2，“4，“5，“6}，所以令 U= 

一 一 o 一 一 一0 

O  O  1  O  O  O  

4—5 4—5 o 4—5 4—5 4—5 

O  0  1  O  0  O  1  1  0  1  1  1  

1  1  O  1  1  1  O  O  1  O  O  O  

1  1  O  l  1  1  4  4  O  4  4  4  



 

I 1 1 0 o 1 I 
M~一~5- 0 0 

,

， c4 一diagc吉，吉，专，吉，÷ 。 
中间矩阵嗽 。～-- - c 4 ·GDs×。。 

广3 0 

l 3 0 

= l 1 0 

l 2 0 

1_3 0 

HD=diag(了1
，

专，专，吉，{)·l 31 o0 0[-3 0 0
1 

l 

l 2 0 1 

1 O O 

1 O O 

n 

2 2 

2 n 1 

了 

n 
4 V 4 

所以，基本矩阵 HD的 l_截矩阵(HD )s×。为： 

0 

(HD1)5×3=1 0 0 0l 

。

0 

下近似集的布尔列向量分别为： 

G(P(D1))一H(D1)1一(1，1，0，0，O) 

G(P(D2))一H(D2)1一(0，0，0，0，O) 

G(P(D3))一H(Ds)1一(O，0，0，0，O) 

然后，可以计算出边界域的布尔列向量： 

G(BNG~．(D))一，一∑G(P(Di))=(O，0，1，1，1) 

所以，该容差粗糙集模型 D关于 P={Cs，C }的边界域 

为：BNDp(D)={ ，“5，“6}。 

然后，令U一{U ， s，Ue}，同时在决策类集合D中也删除 

不在边界域中的对象，与新的对象集合 U保持一致，则在新 

的对象集合下决策矩阵为GD 一(G(D )，G(Dz)，G(D3))。 

其中G(D1)=(1，0，1) ，G(D2)=(O，0，O) ，G(D3)一(O，1， 

O) 。循环使用算法 1继续计算出BN (D)一{U ， ，“ }， 

BN 。(D)={U4，U5，z￡6)。这时对所有的属性都进行了边界 

域的计算，所以该不完备信息系统的边界域为 BNDc(D)= 

{U4， 5，“6}。 

4．2 基于边界域的属性约简 

定义 7说明了当属性个数单调增加时，边界域中的对象 

个数呈单调递减的趋势，因此确定一个最优的属性顺序对于 

属性约简的计算起至关重要的作用。 

在决策表 S一(U，CUD，V，，)中，粗糙集理论通过一个 

变量的依赖度来描述属性 a的重要性，Sig(a，C，D)一 

7c(D)一yc一㈨(D)，其中Sig(a，C，D)称为属性 口的重要度， 

yc(D)是D对C的依赖度，而且 yc(D)一lPOSc(兀D)I／IUI。 

Sig(a，C，D)的值越大，代表属性口越重要；反之，则代表属性 

n越不重要。有了这种关系，Sig(a，C，D)经常用来评估一个 

属性的重要程度。本节将该重要度方法进行变换，通过边界 

域的分类质量来得出属性的重要度，从而构建出一个计算属 

性约简的最优的属性选择顺序。 

定理 4c”] Sig(a，C，D)一(1 BNDc }(兀D)l— j BNDc 

(7LD)I)／IUl。 

定理 4描述了一种基于边界域的属性重要性的计算方 

法。如果Sig(a，C，D)一O，则属性a是多余的，否则属性a是 

一 个核属性。因此可以将各个属性按照它们的属性重要度的 

值 由大到小进行排序，具有最大重要度值的一个属性被优先 

选择去引导搜索属性约简的处理过程。 

定理 5c ] 一个子集 P是一个约简，当且仅 当J BNDp 

(nD)l—IBNDc(兀D)I和 I BNDv,(To)l≠ l BNDc(7LD)I同时 

成立，其中VP CP。 

定理 5描述了一个基于边界域的属性约简评价标准，比 

较子集P与初始集合C的边界域基数，如果相等，而且没有 

任何子集 P CP满足该相等的条件，则子集 P即为一个属性 

约简。基于边界域的启发式属性约简算法如算法3所示。 

算法 3 基于边界域的启发式属性约简算法 

输入：S一(U，CUD，V，f)，D一{d)，C={C1，c2，⋯，C ) 

输出：一个约简 R 

Step1 通过算法 2计算 BNDc( D)； 

Step 2 循环 n次通过算法 2计算 BNDc一㈦ (，cD)，同时计算出各个 

属性 Ci的重要度 Sig(ci，C，D)一(1BNDc一{ ：)( D)l—lBNDc 

(7哂)1)／lUl，其中 i一{1，2，⋯，n)； 

Step 3 将属性 C1，C2，⋯，C 按计算出的属性重要度降序排列为属性 

序列 a1，a2，⋯，a ； 

Step 4 通过算法 2按 Step 3得到的降序序列计算 BND日(7cD)，直到 

BND．
；( D)一BNDc(riD)为止； 

Step 5 令 R一{a1，a2，⋯，ai)即是要得到的一个属性约简，输出R。 

结束语 本文基于矩阵的基本运算和容差关系矩阵等概 

念，提出了使用矩阵方法计算粗糙集中不完备信息系统的上、 

下近似集，并在此基础上研究了不完备决策表边界域的计算 

方法，然后利用边界域的基数大小计算出各个属性的重要度， 

实现了基于矩阵的不完备信息系统的启发式约简算法。理论 

分析和实例表明，本文提出的基于边界域的不完备信息系统 

属性约简的矩阵计算方法是可行的。 
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