
第43卷 第 3期 
2016年 3月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．43 No．3 
M ar 2016 

程序语言中共归纳数据类型的一种 fibrations方法 
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摘 要 范畴论与共代数是程序语言中共归纳数据类型研究的传统方法，这些方法在语义行为分析与共归纳规则描 

述等方面存在一定的不足。针对以上问题，提 出了一种 fibrations方法以对共归纳数据类型的语义行为与共归纳规则 

进行研究。该方法系统分析了fibration上共归纳数据类型的重索引函子、对偶重索引函子与真值函子等基本逻辑结 

构，应用等式函子与商函子等工具建立共归纳数据类型与其语义行为在程序逻辑上的对应关系，深入分析共归纳数据 

类型的语义行为；并以基范畴上自函子及其在全范畴上保持等式的提升为工具构造共递归操作，抽象描述共归纳数据 

类型具有普适意义的共归纳规则；最后通过实例分析简要介绍了fibrations方法的应用。 
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Abstract Traditional methods of co-inductive data types in programming，such as cooalgebra and category theory，have 

some problems in analyzing semantics behaviors and describing co-inductive rules．Considering the status quo of co—in— 

ductive data types researches both at home and abroad，a fibrations method was proposed in this paper．Firstly，some 

basic logical structures of co-inductive data types are systematically analyzed over a fibration including reindexed func— 

tor，op-reindexed functor and truth functor，and the corresponding relationship between co-inductive data types and their 

semantic behaviors on program logic is established by equality functor and quotient functor．Then semantic behaviors of 

cooinductive data types are deeply analyzed．Secondly，co-recursive operations are constructed to describe abstractly CO~ 

inductive rules of cooinductive data types with universality by endoofunctors in base categories and their equality-preser— 

ving lifting in total categories．At last applications of fibrations method are briefly introduced by examples． 

Keywords Semantic behaviors，Cooinductive rules，Fibrations method，Co-inductive data types，Lifting 

1 引言 

共归纳数据类型L1 以共代数|2 ]为数学基础，从外部观 

察程序语言执行过程的动态行为。作为归纳数据类型(In— 

ductive Data Type)的对偶概念，共归纳数据类型与归纳数据 

类型形成互补，共同提高程序语言语法构造与语义计算能力。 

目前 ，共归纳数据类型已成为程序语言与类型理论研究的一 

个重要组成部分和重点研究内容。fibrations方法是近年来 

计算机科学基础理论研究的一个新兴方向，在数据库系统建 

模 ]、软件规范[e 和程序设计方法 等领域有广泛的应 

用，特别是在范畴论研究领域，已成为前沿热点。 

应用 fibrations方法对共归纳数据类型进行研究，可以有 

效融合传统的范畴论与共代数研究方法，为程序语言中共归 

纳数据类型的语义行为分析与共归纳规则描述提供一种基于 

fibrations方法的数学框架，将共归纳数据类型融人到程序语 

言的形式语义与程序逻辑研究中，能提高程序语言对共归纳 

数据类型语义行为与共归纳规则的分析与描述能力。Her— 

mida与Jacobs在这方面做了大量的基础性研究工作[9]，特别 

是他们应用纤维化积与共积定义函予提升的思想为本文的研 

究提供了一种思路。本文应用 fibrations方法研究程序语言 

中共归纳数据类型的基本思路是：以共归纳数据类型构成基 

范畴的对象集，以共归纳数据类型的语义行为构成全范畴的 
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对象集，以应用等式函子与商函子等工具建立共归纳数据类 

型与其语义行为在程序逻辑上的对应关系，以基范畴上自函 

子及其在全范畴上保持等式的提升为工具构造共归纳数据类 

型的共递归操作，抽象描述共归纳数据类型具有普适意义的 

共归纳规则。 

本文的主要工作是应用 fibrations方法研究程序语言中 

共归纳数据类型的语义行为及其共归纳规则。第 2节首先引 

入卡式射(Cartesian Arrows)与对偶卡式射(Opcartesian Ar— 

rows)、fibration与 opfibration等本文研究工作所必需的基本 

概念；第 3节构造关系fibration，应用等式函子等工具分析共 

归纳数据类型的语义行为；在此基础上，第 4节以自函子及其 

提升为工具构造共归纳数据类型上的共递归操作，抽象描述 

具有普适意义的共归纳规则；第 5节分析当前共归纳数据类 

型研究领域的相关工作；最后总结全文并给出后续研究工作。 

2 fibration与 opfibration 

2．1 fibration与重索引函子 

本文假定读者具备对象、态射与函子等范畴论基础。若 

范畴全体对象与态射均构成集合，则该范畴是小范畴(Small 

Category)[”]，本文研究对象均基于小范畴。记 0 C为范 

畴C的对象集，Mot C为范畴c的态射集。下面引入卡式射、 

fibration等基本概念。 

定义 1[ ] 设 P：T一启是两个小范畴T，毋间的一个函 

子，f：C--~DEMor届，P(y)=D。对矿中一个态射U：X—y∈ 

Mor T，如果 P(“)一 厂且对 V ：Z—y E Mot T 与 Vh： 

P(Z)一C∈M0r B，有 f。 =P(口)，并存在唯一的 ：Z—X∈ 

Mor T，使“。 = 且P(训)一矗，则称态射 是，与y的卡 

式射。 

对 厂与 y的卡式射 U，称 U位于厂上；类似地，称 y位于 

D上。若”是范畴T中的一个锥_1 ，则由锥态射 伽的唯一 

性可知 ，定义 1中的卡式射 “是 中的泛锥(Universal Cone) 

即极限锥。相应地，泛锥 ／2的顶点 X为 7．／的终对象l_1 ，而由 

泛锥的泛性质知卡式射 “是一个同构(Isomorphism)。为简 

化问题陈述而又不失一般性，记定义 1中，与y的卡式射 

} 。 

定义 2[ ] 设 P：矿一 是一个 函子，如果对 VYE0 

与Vf：C-~P(Y)∈Mor B，都存在一个 _厂与y的卡式射 

，则称 P是一个 fibration。 

由定义 2知，fibration本质上是一种确保大量卡式射存 

在的函子，对于一个 fibration P：T一届，称 皿为基范畴， 为 

全范畴。对基范畴 B中的一个对象C，了X∈0bj T，k∈ 

MOT T，若有 P(X)：C与P(愚) idc，则 X与愚构成的子范 

畴 称为对象C上的纤维(Fiber)Do3，并称 惫为垂直态射。 

实际上 ，纤维 是全范畴 的一个全子范畴(Full Subcatego— 

ry)。 

例 1 设Set为集合范畴，VX∈o Set，X上的一个谓 

词是一个二元组 (X，P)，其中，P：X一&f。对 V EX，P(z) 

构成一个集合，描述 的语义行为，并称X为谓词(X，P>的 

定义域。谓词<x，P>到< ，P >的态射是一个序对(，，厂 )： 

(X，P>一(X ，P >，其中 厂：X—X 是相应谓词定义域上的函 

数，而对VX∈X，f-：P(z)一P (，(z))，将 P(z)映射为 

P (，( ))。谓词及其态射构成谓词范畴 ，进而得到谓词 fi— 

bration P：P—s 将全范畴 的对象(X，P)映射为 X。 

取例 1的谓词 fibration P基范畴Set中态射 g：x_一y，对 

<y，Q>∈Obj P ，记 为单位函子，g与<y，Q>关于谓词 fi— 

bration P的一个卡式射为g ．P) (g，J 鼬)：Qg—Q。 

例2 文献[123的定义域 fibration与共域 fibration。记 

范畴 丑的射 范畴 (Arrow Category)[ ]为B一，定 义域 函子 

dora：B 一启将B一的一个对象 ，：X—y映射为B的对象 

X，称 dom为 启上的定义域 fibration。函子 cod：届一一侣将 

B 的一个对象 ，：X—y映射为 B的对象 y，若四有拉 回 

(Pullbaeks)[ ]，则称 cod为B上的共域 fibration。 

例 2的共域 fibration要求基范畴B有拉回，而定义域 fi_ 

bration没有此特定要求。同时，对 y上纤维13 中对象．厂： 

x y，有／：x 一yEMor 13，则 与，关于共域fibration 

cod的一 个 卡式 射 为 ，沿 ， 的拉 回方 形 (Pullback 

Square)E 。 

例3 文献[9]的子对象 fibration。设范畴四有拉回， 

Sub(B)为B的子对象构成的范畴，即 S如(B)的对象为单射 

等价类(EquivalenceClasses ofMonos)，如[力：X>--,-lEO 

S曲(B)，对Sub(13)中的另一对象[g]：Y>+-，，有态射(卜 

J)：[f]--'[gqEMor Sub(13)，记为口：卜 J，口：X—y，满足图 

表交换 。[，]一Eg-]。口。子对象 fibration S为S：Sub(13)一 

届，将一个单射等价类[力映射为其共域。 

记 f (y)为卡式射 的定义域，则厂 (y)位于c上， 

即YEO ，f (y)EO 瓦 ，由此得到重索引函子的定 

义。 

定义 3 基范畴B中的态射．厂：C_+D扩展为纤维间的一 

个函子 ， ： o—Tc，称 ， 为由，归纳的重索引函子。 

厂是基范畴中共归纳数据类型间的关联，而重索引函子 

， 则是，在全范畴上的提升，对应着语义行为间的关联。下 

面引入 fibration的对偶概念 opfibration。 

2．2 opfibration与对偶重索引函子 

定义4Ea0] 设P： 一毋是两个小范畴T，届间的一个函 

子，厂：C．一D∈Mot 13，／2：X—y∈Mor T。如果 P(X)=C， 

P( )= 且对 V ：X—Z∈Mor T与 Vh：D—P(Z)∈Mor 

B ，有 h。厂=P(口)，并存在唯一的叫： +Z∈Mot T，使得 W。 

“= 且P(训)一 ，̂则称态射 “是 厂与X的对偶卡式射。 

与定义1类似，若 ／2是范畴T中的一个共锥I1 ，则由共 

锥态射硼的唯一性可知，定义4中的对偶卡式射U是 中的 

泛共锥(Universal Cocone)即共极限共锥。相应地 ，泛共锥 U 

的顶点y为／2的初始对象[1 ，而由泛共锥的泛性质知对偶卡 

式射／2是一个同构。 

定义 5_loⅢ 设 P：T—B是一个函子，如果对 VX∈0 

与Vf：P(x)一D∈Mor 13，都存在一个 厂与X的对偶卡 

式射，则称 P是一个 opfibration。 

定义 6l10j 若函子 P： 一B既是一个 fibration，又是一 

个 opfibration，则称 P为 bifibration。 

记定义4中厂与x的对偶卡式射“为 ，令 ，(x)为对 

偶卡式射 的共域，则 ，(x)位于 D上，即XE0bj T c， 

厂( )∈0 ’D。 

定义 7 基范畴 B中的态射 ，： D扩展为纤维问的一 

个函子 ，： 一 ，称 -厂为由厂归纳的对偶重索引函子。 

定理 1 设 P：T—B是一个 bifibration，基范畴 B有拉 
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回。若对圆中任意一个拉回方形，自然变换 S。t 一g 。 厂 

是一个同构，则称P满足Beck-Chevalley条件。 

证明：设 为伴随函子 ， 的单位，￡5为伴随函子 s_1 

5 的共单位，则有 一IdT ，岛一 、。( s。t )。 一( s。t )。 

(厂 。 厂)，而图 1的拉回方形满足图表交换 ，。 g。S，且 S是 

，沿g的拉回。t是g沿，的拉回，由重索引函子的拉回性质 

有 t 。f 兰s 。g ，故有( s。t )。(厂 。 ，)一 s。( f )。 

s。(s 。g )。 f，而 S。(s 。g )。 ，：( S。S )。(g 。 -厂)一￡ 。 

(g 。 ，)：(g 。 ，即 S。￡ 兰g 。 f，故自然变换 S ot 一 

g 。 f是一个同构。证毕。 

A———上—+ B 

B． 1r 

图 1 基范畴B中任意一个拉回方形 

定理 1实际上是由 bifibration P的基范畴中一个拉回方 

形定义了全范畴 T中各相关纤维间函子保结构的一种 自然 

变换，进而确保了重索引与对偶重索引函子满足合适的图表 

交换性质。例 1的谓词 fibration与例 2的共域 fibration均满 

足定理 1的 Beck-Chevalley条件。 

3 共归纳数据类型的语义行为 

3．1 关系 fibration与等式函子 

定义 8 设 P：T一圆是一个 fibration，取 VD∈0 四 ， 

若了1oE0 TD为纤维TD上的终对象，且Vf：C—D∈Mor 

皿，f (1D)为纤维 上的终对象，即重索引函子， 保持终对 

象，则称 fibration P有纤维化终对象。 

例 1中谓词 fibration P的纤维化终对象是将集合x 中 

所有元素均映射为单点集的函数，例 2中共域 fibration cod 

的纤维化终对象是单位函数，例 3中子对象fibration S的纤 

维化终对象是单位函数的等价类。 

定义9 设 P：T—B是一个 fibration，函子 ：B—T将 

V CEO B映射为纤维 上的终对象，称 为 fibration P 

的真值函子。 

记 1 与 1 分别为基范畴 皿与全范畴 T的终对象，则有 

P(1T)一1日，对VCE0 B，存在唯一的态射 “：C一 1B，有 

TP(C)兰“ (1T)。对 Vf：C—DEMor B ，f (Tp(D))三兰三 

Tp(c)，真值函子 rrP将 _厂映射为全范畴 T上的卡式射 

厂 。(。)。局部单且局部满(Full and Faithfu1)[1 的真值函子 

是 fibration P的纤维化右伴随_7]。 

定义 10E9_ 设 P：T—B为一个 fibration，基范畴皿有 

积。令△：届一B为JB上的对角自函子，将VCEO 四映射为 

积对象 C／C。P沿 △的拉回构成 fibration (P)：Rel(T)一 

皿，称 Rel(P)为 P的关系 fibration。 

Rel(P)全范畴 Rel(T)的对象为关系(C，D)，对另一对 

象(C，，D )，令0t： ，卢：I)_+D ，(a，J9)：(C，D)-,-(C ，D )E 

MotRel(T)。图 2中的关系 fibrationRel(P)将关系(C，D) 

映射为基范畴 皿中的对象 C，函子 Ⅱ将(C，D)映射为T中的 

对象D，且有P(D)：△(c)。同时，定义 1O的拉回保持性质 

确保 C上关于Rel(P)的纤维 ( )c与C×C上关于P的 

纤维 c是同构的，即Rel(T)c竺T c。 
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nf] ． f△ 
l(哪 B 

图 2 P的关系 fibration ReI(P) 

由给定的 fibration通过拉回构造一个新的 fibration的过 

程称为基变换(Change of Base)[g]，如定义 1O中 P通过基变 

换构造Rel(P)。基变换具有保持结构性质，如保持纤维化终 

对象[13]，即若 P有真值 函子 TP，则 Rel(P)有真值函子 

T (P]，且 T (P)(C)一Tp(CXC)。如例 1的谓词 fibration P 

通过基变换构造关系 fibration Rel(P)，其真值函子将集 X映 

射为一个二元关系R：XX 一S ，即将每一个序对( ， )映 

射为一个单点集{*}。 

定义 1 1 设 P：T—B是一个满足 Beck-Chevalley条件 

的 bifibration，四有积，且 为P的真值函子。对 VCE0 

，自然变换 ：IdB一△在 C的作用函数 c： +C×C扩展为 

对偶重索引函子 ，称 Eq：B—RPz(T)为 P的等式函子，并 

记 Eq一 。TP。 

真值函子 将 C映射为 上的终对象 T (C)，由定义 

1O知R z(P)是 P沿 △的基变换，则若 P有纤维化终对象，则 

Rel(P)也有纤维化终对象。定义 1l中的 将丁 (c)映射 

为 (丁P(C))，且 ( (C))E06 (T c兰Rel(T)c)。等 

式函子E 将 VfEMor B映射为由 ，与(&)T。p 确定的 

fx厂上的唯一态射，其直观意义是相同的参数得到相同的结 

果lg]。如例 1的谓词 fihration P，其纤维 Rel(T)c中的对象 

为等式关系R：XXx一&￡，等式函子点 将c映射为Eq(C) 

(z，z )=1，若 z—z ；否贝0，Eq(X)(z，z )一0。 

3．2 保持等式的提升与商函子 

定义 12 设 P：T—B是一个满足 Beck-Chevalley条件 

的 bifibration，四有积，且 P有真值函子。令 F：四一启是基范 

畴启上的一个 自函子 ，若 Eq。F兰F_。Eq，则称 F上：Rel(T) 

一船z(T)为 F关于Rel(P)的一个保持等式的提升。 

对 VCEO 四，在自函子 F作用下构成一个 F一共代数 

(C，i：c_+F(C))，C为 i的载体(Carrier)。i与另一 F一共代数 

(D， ：D-~F(D))的态射是i与 载体间的态射，：c—D，且 

满足图表交换 。，一F(厂)。i。F-共代数及其态射构成p共代 

数范畴，记为CoalgF。终结F_共代数(vF，out： F_+F(vF))若 

存在，则是唯一同构的，终结共代数的终结性泛性质所确定的 

唯一同构性是研究共归纳数据类型语义行为及其共归纳规则 

的主要工具。作为终结 F_共代数载体的共归纳数据类型，vF 

是函子F的最大不动点 (Maximal Fixed Point)，函子 F指共 

归纳数据类型 F的语法析构(Destructor)，out为从外部观察 

在该语法析构过程中的一种语义行为。 

应用等式函子 将F～共代数(c， )映射为一个 一共 

代数(Eq(C)，Eq( )：Eq(C)一Eq(F(C))兰Fj_(Eg(C)))。相 

应地，Eq(vF)为终结 F上一共代数的载体，即等式函子 Eq保持 

终对象。记Coalg(Eq)为F_共代数范畴CoalgF到FL共代 

数范畴 Coalgv~的函子，利用等式 函子 Eq将关系 fibration 

Rel(P)基范畴 B中的对象与态射映射为全范畴Rel(T)中相 

应的对象与态射，通过函子 Coalg(Eq)进一步建立 F_共代数 

范畴 CoaIgv到 F 一共代数范畴 Coatgv&的联系。out ：Elq 

(vF)--*F~(西 (vF))是关系 fibrationRel(P)全范畴 Rel(T) 



中的一个终结 FL共代数，则 out上是 out在函子 Coalg(Eq) 

作用下的同态(Homomorphism)像，即 Coalg(Eq)(out)一 
out3-

。 终结 一共代数的终结性确保 outj。是唯一同构的，这 

种唯一同构泛性质的存在为分析共归纳数据类型的语义行为 

及描述其共归纳规则提供了极大的便利。 

定义 13 若fibration P： 一B的等式函子E叠有一个左 

伴随函子 Q，即Q Eq，且有图表交换 F。Q：Q。F上，则称Q 

为 P的商函子。 

基于集合论的角度，例 1谓词fibration P的商函子将关 

系范畴Rel(T)中每一个关系对象映射为由该关系对象生成 

的最小等价类所确定的商集。若将例 3的子对象 fibration S 

的基范畴B限定为一个正则范畴(Regular Category)_1 ，且B 

有共等值子(Coequalizers)_】。。，则 s有商函子Q，Q将Rel(S) 

全范畴Rel(T)中的一个等价类映射为其共等值子的共域。 

与 Coalg(Eq)类似，记 Coalg(Q)为 FL共代数范畴 

CoalgF~到F_共代数范畴Coalg~的函子，由定义 13伴随函 

子Elq与Q的伴随性质有Coalg(Q)一Coalg(Eq)_g]，对任一 

F上一共代数 (X， ：X一 (X))，有 Coalg(Q)( )一Q(X)一 

F(Q(X))，即Coalg(Q)( )=Q( )，则 Q( )是 在函子 Coalg 

(Q)作用下的同态像，如图3所示。若 g：X—Elq(c)是 到 

Eq( )的 F上一共代数态射，则 Q( )到 i的F一共代数态射 h： 

Q(X)一C是g上的F一共代数同态。类似地 ，g是 h上的 FL 

共代数同态。函子 Coalg(Elq)的左伴随 Coalg(Q)建立以 

Q(x)为载体的F_共代数与以x为载体的FL共代数间直观 

的互推导关系，为共归纳数据类型共归纳规则的形式化描述 

提供了一种以 为终结共代数载体的简洁与一致的建模方 

法，即若函子Coalg(Eq)保持终对象，则F关于Rel(P)保持 

等式的提升FJ-生成一个可靠的共归纳规则。 

CoalgF 

Coalg
F 

图3 Coalg(Q)~Coalg(Eq)的伴随性质 

4 共归纳数据类型的共归纳规则 

若共归纳数据类型定义并运用了具有等式函子与商函子 

的fibration，则其共归纳规则的形式化描述与语义行为分析 

是一致的。Ghani等学者证明了以下定理成立，该定理为文 

献[12]中定理3．10。 

定理 2 设 P：T—B是一个满足 Beck-ehevalley条件 

的bifibration，B有积，且 P有真值函子与商函子。Rel(P)： 

Rel(T)一届为P的关系 fibration，F：B一届是基范畴四上的 
一 个自函子， 为终结F一共代数的载体。F关于Rel(P)的 

每 一 个 保 持 等 式 的 提 升 F上：Rel(T)一 

Rel(T)都有一个可靠的基于 的共归纳规则。 

定理 2实际上为F。上应用终结 F_共代数在共归纳数据类 

型上生成共归纳规则的有效性(Validity)判定提供了一种可 

靠依据，即若bifibration P定义并运用等式函子与商函子分 

析共归纳数据类型的语义行为，则其基于终结F_共代数的共 

归纳规则在程序语言语义行为分析过程中是有效的。 

下面在 fibrations方法的框架内分析与描述共归纳数据 

类型具有普适意义的共归纳规则。首先考虑共归纳数据类型 

的共递归计算。基于范畴论的观点 ，共归纳数据类型的共递 

归计算源于终结共代数语义 ]。以共归纳数据类型为终结 

F_共代数的载体 ，应用基范畴B上的自函子F构造共归 

纳数据类型的共递归操作unfold：(C F(C))一c ，对任 

意一个 F_共代数(C，i：C—F(C))，在共递归操作 unfold的作 

用下，unfoldi将i映射为i到终结F一共代数out的唯一F一共 

代数态射 unfoldi：C一 ，如图 4所示。源于终结共代数语 

义的unfold本质上是共归纳数据类型一个参数化(Parameter~- 

zed)的共递归操作 ，其共递归计算具有语义正确、扩展灵活与 

表达简洁等良好性质。 

c 丛煎 ! i．vF 

；j 上0m 
(c’ 蕊菌) (vF) 

图4 F-共代数态射 

Eq。F(c)兰F_L。Eq(C)，Eq。F( F) F_ 。Eq(vF)，而由等 

式函子 Eq保持终对象性质知，Eq(vF)为终结 F上一共代数的 

载体，记 F上=Eq(vF)，X=Eq(C)∈0 Rel(T)。类似地， 

以F保持等式的提升F上为工具构造全范畴R z(T)上描述共 

归纳数据类型语义行为的共递归操作 unfold：(X F。。(x))一 

—vF上，如 图 5所 示，进 而 对 VC∈ 0bj B ，X∈0 

Rel(T)c，在 fibrations方法的形式化框架内得到共归纳数据 

类型具有普适意义的共归纳规则 ： 

Coindu,, ：( —F (X))— 一 1。(vF) 

若 ： +F上(X)是 F_共代数(C，i：C—F(c))上的FL 

共代数，则 Coind~． X J：X—Eq(vF)是 unfold i上的FL共 

代数同态。 

x— L  vF 

FI(X)—F(
a

— nf—ola—j )Fl( ) 

图 5 F上一共代数态射 

例 4 令确定有穷状态 自动机 DFA的状态空间K 为基 

范畴B上终结F一共代数 out的载体 ，∑为有限输入字母 

表 ，F：K× +K 为状态转移函数。记 1为终对象，￡为空字。 

对 VxEK，a∈ ，若 F(x，。)=1，则 DFA停机；F(x，口)∈K， 

则 DFA成功运行并产生一个新状态。对 DFA中另一状态 

，取关系 fibration Rel(P)全范畴Rel(T)中DFA任一性质 

REO Rel(T)，如互模拟(Bisimulation)，则有对 R的一个 

共归纳： 

R(x， )iff((F(z，￡)一F(z ，e))AF(z，口)∈K ^F(x ， 

口)∈K R̂(F( ，口)，F(x ，n))) 

成立。对任一 F．共代数(c，J：C--~F(C))，通过 F关于Rel 

(P)的一个保持等式提升 F上，有 F上一共代数(x，g：x—F上 

(X))，X=Eq(C)，有图表交换(F。Rel(P))(X)=(Rel(P)。 ) 

(x)。终结F-共代数的终结性定义DFA状态空间K上的一 

个共递归操作unfoldj，执行DFA状态转换的判定；而由终结 
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卜  



Fl上一共代数的终结性对应得到一个共递归操作，描述 DFA的 

语义行为。若 g位于J上 ，则 Coindt~ Xg是 unfold J上的 

FL共代数同态，且遍历全范畴Rel(T)c中每一性质R，R∈ 

D Rel(T)c，VCff0 ，得到描述 DFA行为的语义集 

{R(X，X)IX=Eq(C)}。 

互模拟是 自动机理论研究的核心 内容。例 4从 fibra- 

tions方法的角度进一步拓展了传统自动机理论的研究内容， 

例如在关系 fibration ￡(．P)语义模型基础上建立描述 DFA 

共递归计算的共归纳规则Coinda~，为共归纳数据类型DFA 

的语义行为与程序逻辑提供了一种简洁的描述方式，特别是 

在函数式程序语言(如 Haskel1)中，Coindo． 生成的代码片段 

具有易读、易写与易理解等良好性质。 

5 相关研究 

共归纳数据类型以共代数为数学基础 ，将终结性与互模 

拟等工具引入类型理论研究中，在程序语言动态语义行为分 

析与描述方面具有独特的优势。作为归纳数据类型的对偶概 

念，共归纳数据类型与归纳数据类型形成互补，为研究数据类 

型的语法构造与语义计算提供了一种可行性_1 。从文献检 

索的情况看，Hagino最早应用 Dialgebras结构系统地研究了 

归纳与共归纳数据类型间的关系_1 ，为共归纳数据类型的研 

究奠定了基础，但在多态类型系统、程序语言的共归纳原理应 

用等方面仍存在着一定的不足。 

众多学者的共同努力进一步推动了共归纳数据类型理论 

的发展。如 Nogueira应用双代数(Bialgebra)方法研究 了归 

纳与共归纳数据类型的关系及其在多态编程中的应用L1 ；文 

献[14]进一步利用 一双代数与分配律将归纳与共归纳数据类 

型有机融合起来，探讨了数据类型的语法构造与动态行为关 

系；Poll基于子类型和继承对 Hagino的工作进行了拓展，应 

用代数与共代数的对偶性质研究了归纳与共归纳数据类型的 

子类型和继承关系_1 ；Greiner等学者将共归纳原理引入到 

程序语言的研究中，对程序语言中的共归纳数据类型进行了 

深入研究l_1 。以上研究成果在一定程度上解决 了上述 问 

题。同时，在共归纳数据类型的应用方面 ，Gimenez对共归纳 

数据类型在形式化理论证明工具 Coq中的应用进行 了研 

究_1 ，Vene对函数式程序语言 Haskell中的共归纳数据类型 

进行了研究_2 。 

现有基于fibrations方法的研究则侧重于共归纳数据类 

型程序逻辑推理与共归纳规则有效性验证等方面。如 Her— 

mida与Jacobs证明了有商类型的终结共代数的共归纳规则 

是可靠的[叼；Ghani等学者[1。]在文献[93的基础上，突破多项 

式函子的局限，将其研究工作扩展为一般意义上的函子类型， 

但在共归纳数据类型的语义计算和程序逻辑等方面仍存在许 

多尚未解决的问题，如语义行为与共归纳规则的分析与描述 

等，特别是在共归纳数据类型的研究中共归纳规则多以自动 

生成为主，缺乏坚实的数学基础和精确的形式化描述。 

共归纳数据类型传统的共代数研究方法在局部卡式闭范 

畴(Local Cartesian Closed Category)[9]内建立类型论模型，使 

得共归纳数据类型与描述其语义行为的关系范畴共存于同一 

范畴内，导致函子与其提升是等同的，在语义行为分析与共归 

纳规则描述方面存在着一定的局限性。而本文在 fibrations 

方法的形式化框架内展开对程序语言中共归纳数据类型的研 
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究，描述共归纳数据类型语义行为的关系不再局限于函数或 

态射 ，而是提升为全范畴中的对象。同时，更为重要的是，共 

归纳数据类型与描述其语义行为的关系范畴不再共存于同一 

个范畴内，而是在全范畴上构造函子提升，深入分析与抽象描 

述共归纳数据类型的语义行为与共归纳规则。 

将 fibrations方法应用于程序语言共归纳数据类型中的 

研究是传统共归纳数据类型研究方法在范畴论层面上的拓展 

与深化，特别是共代数方法出现后，卡式射与对偶卡式射、fi- 

bration与opfibration等对偶范畴概念的有机结合，使得 fi— 

brations方法在程序语言共归纳数据类型中的研究呈现出强 

大的生命力，在计算机科学的理论研究和工程实践中具有广 

阔的应用前景。另外，应用 fibrations方法对程序语言中共归 

纳数据类型的研究不是纯粹数学意义上的研究，而是从程序 

语言的应用角度出发，结合 fibrations方法在面向对象语言、 

共代数规范及语义计算 中的最新研究成果，对程序语言共归 

纳数据类型中各种核心概念的范畴性质、语义行为与规范描 

述等核心问题进行的基础研究。 

对于融入传统程序语言设计思想的fibrations方法，其高 

度抽象性、灵活扩展性及简洁描述性的独特思路和研究方法 

为程序语言及其形式语义的研究带来积极和深远的影响，并 

极大地推动范畴论方法在计算机科学中的应用。但从目前文 

献检索的情况来看，国际上从事 fibrations方法研究的学者不 

多，而将 fibrations方法应用于计算机科学领域中的研究文献 

相对较少，尤其是针对程序语言及其形式语义展开系统、深入 

研究的文献更少，当前国内尚未发现其他学者对这一方法在 

计算机科学中的应用表示关注并进行系统的研究，希望本文 

的研究能够引起国内其他学者对 fibrations方法的关注 和 

研究。 

结束语 索引共归纳数据类型(Indexed Coinductive Da- 

ta Types)是一种语义计算能力更强的共归纳数据类型 ，可处 

理程序语言中更为复杂的数据结构，但当前对索引共归纳数 

据类型的共归纳规则的研究却很少。下一步将扩展我们的研 

究成果至基于离散索引对象的索引共归纳数据类型，在切片 

范畴(Slice Category)上应用 fibrations方法研究索引共归纳 

数据类型的语义行为和共归纳规则 ；同时，初步探讨共归纳数 

据类型及其共归纳规则构成复杂形式系统的可靠性、完备性 

与一致性等元性质，并应用范畴论的对偶原理及适当的分配 

律深入分析归纳与共归纳数据类型在 fibrations方法框架内 

的融合与计算。 
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