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摘 要 孪生支持向量机(TwSVM)的研究是近来机器学习领域的一个热点。TWSVM 具有分类精度高、训练速度 

快等优点，但伽l练时没有充分利用样本的统计信息。作为TwSVM的改进算法，基于马氏距离的孪生支持向量机 

(TMSVM)在分类过程中考虑了各类样本的协方差信息，在许多实际问题中有着很好的应用效果。然而TMSVM 的 

训练速度有待提高，并且仅适用于二分类问题。针对这两个问题，将最小二乘思想引入 TMSVM，用等式约束取代 

TMSVM中的不等式约束，将二次规划问题的求解简化为求解两个线性方程组，得到基于马氏距离的最小二乘孪生支 

持向量机(LSTMSVM)，并结合有向无环图策略(DAG)设计出基于马氏距离的最小二乘孪生多分类支持向量机。为 

了减少DAG结构的误差累积，构造了基于马氏距离的类间可分性度量。人工数据集和UCI数据集上的实验均表明， 

所提算法不仅有效，而且相对于传统多分类 SVM，其分类性能有明显提高。 
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Abstract Twin support vector machine(TWSVM)is a recent hot spot in the field of machine 1earning．TWSVM 

achieves fast training speed and good performance for data classification．However，it does not take full advantage of the 

statistical information in training samples．As an improved algorithm of TWSVM，mahalanobis distance-based twin sup— 

port vector machine(TMSVM)takes the covariance of each class of data into consideration and is suitable for many 

real problems．However，the learning speed of TMSVW remains to be improved．Moreover，the approach only deals with 

binary classification problems．To solve these problems，this paper formulated a least squares version of TMSVM by 

considering equality type constraints instead of inequalities of TMSVM，which makes the solution follow from solving a 

set of linear equations instead of quadratic programming，and extended the binary classier into a new multiclass classifi— 

cation algorithm with directed acyclic graph(DAG)．In order to reduce error accumulation in DAG structure，a mahal— 

anobis distance-based distance measure was designed as the class separability criterion．The experimental results on toy 

dataset and UC1 datasets shoW that the proposed algorithm is efficient and has better classification accuracy than tradi— 

tional multi-class SVML 

Keywords Twin support vector machine，Mahalanobis distance，Multi-class classification，Directed acyclic graph 

1 引言 

支持向量机(Support Vector Machine，SVM)口]是 Vap— 

nik等人提出的建立在统计学习理论[2]基础上的一种机器学 

习算法。该方法在解决小样本、非线性及高维模式识别问题 

时具有明显优势。自提出以来，svM就在理论研究和工程应 

用两方面受到了足够的重视。为了进一步提高 SVM 的性 

能，已经有许多改进算法被提出，例如广义特征值近似支持向 

量机【3]等。2007年 ，Jayadeva等人L4]在广义特征值近似支持 

向量机的基础上做出进一步改进，得到了孪生支持向量机 

(Twin Support Vector Machine，TwSVM)。TWSVM 为每 

一 类样本求解一个超平面，使每类样本尽可能离本类的超平 

面近，同时尽可能地远离另一超平面 ，将 SVM 中的一个大型 

规划问题(Quadratic Programming Problem，QPP)转化为两 

个较小的二次规划，有效节省了训练时间。近来，对TWSVM 

的研究已成为机器学习领域的热点之一[5]。TwSVM 的各 
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种改进算法[6 ]不断地被提出，例如针对 TWSVM忽略了样 

本所隐含的统计信息的问题，基于马氏支持向量机的孪生支 

持向量机 (Twin Mahalanobis Distance-based Support Vector 

Machine，TMSVM)E]53考虑了样本间的相关性信息 ，提升 了 

算法的泛化能力。 

虽然 ，TWSVM的发展已经取得 了丰硕的成果，但是大 

部分改进算法都是为解决二分类问题而提出的。如何将它们 

有效地推广到多分类问题的解决中是一个非常有实际意义的 

研究内容。目前已有不少多分类 TWSVM算法l_1 o]被提出。 

例如 ，“一对多”孪生多分类支持向量机[21]运用“一对多”策略 

将二分类孪生支持向量机推广为多分类算法，基于最优分类 

决策树的孪生多分类支持向量机使用二分类 TWSVM作为 

节点构成一个可用于多分类的二叉树分类器_22]等。但是，这 

些算法都是将TWSVM或LS] wSVM结合常见多分类策略 

简单地推广到多分类问题中，并没有将更多TWSVM改进算 

法的优秀特性结合进来，特别是没有考虑样本隐含的统计信 

息，降低了其泛化能力。对此，本文将 TMSVM 充分考虑样 

本协方差信息的特点推广到多分类中，提出了一种基于马氏 

距离和 DAG的最小二乘孪生多分类支持向量机算法。该算 

法不论是在 DAG结构安排上还是单个分类器的分类过程中 

都能充分考虑样本的相关性信息，提升了算法的泛化能力。 

本文第 2节对 TWSVM、TMSVM 进行了简单 的回顾和 

分析；第3节介绍所提出的新算法，将最小二乘思想引入 

TMSVM 得到了基于马氏距离的最小二乘支持向量机，针对 

LSTMSVM设计了一种基于马氏距离的类间可分性度量用 

以确定最优分类 DAG结构，结合最优 DAG策略和 LSTMS— 

VM得到了多分类算法；第 4节是实验；最后总结全文并对未 

来研究方向进行展望。 

2．2 基于马氏距离的孪生支持向量机 

为提升 TWSVM的泛化能力，彭新俊等【_】。]利用样本数 

据协方差信息设计了基于马氏距离的核函数计算方法，得到 

了基于马氏距离的TWSVM。 

假设在 y／维空间R 中有m 个正类样本及 mz个负类样 

本，两类样本分别用矩阵 A、B表示，A、B每一行就代表一个 

样本。Y {一1，+1}表示对应样本的标签。TMSVM 的两 

个非平行超平面通过求解如下两个QPPs得到。 

mi“专ll KA(A，c) 1+g ll。+c1 (3) 
S．t．一(KA(B，C)w1+e261)≥82一}，∈≥O 

min专【l KB(B，c) +e262 l1。+cz (4) 
s．t．一(KB(A，C) +e1bz)≥Pl一叩，痧 O 

其中，c 和 Cz是两个惩罚参数，刁和 是松弛变量， (z， )、 

Ke( ， )是基于马氏距离的核函数。 

如果令 SA表示通过变换 妒(z)映射到高维空间后正类样 

本的协方差矩阵，即 

SA—E{[ ( )--E(q~(x))]T[ (z)--E(to(x))]l 一1} 

一 (A)‘厂1jT1 cp(A) (5) 

其中，J JT—mA -(I一者 P )。那么， 

KA(xi，乃)一 ( )S ( ) 

≈口一 K (z ，xj)一 一 K (z ，xj)J1(aI+ 

‘， KAJ1)一 J K(A，xj) 

一  K(x ，xj)一口一 K(x ， ，)[J1J — 
一  

J1JT(K2 十 一 J1J )一 J1JT] (6) 

其中，K(x ， )一(qKx )· (乃))， 是为保证矩阵可逆而引 

入的正则化参数。同理可计算Ke(五， )。 

2 相关理论 3 本文的多分类算法 

2．1 孪生支持向量机 

假设在 维空间R 中有 m个训练样本 z ，两类样本分 

别用矩阵 A、B表示，A、B每一行代表一个样本。TWSVM 

的两个超平面可以通过求解下面两个二次规划问题得到[4]： 

min÷ f1 K(A，Cr)wl+8161 + 

s· ·一(K(B,Cr)wl+ezb1)+ 82， O 
(1) 

min百1 ll K(B，cr)w2+ezb2 1l +c2eT~ 

S．t．一(K(A，Cr)w2-Felbz)+71~el， O 

其中，C一[A；B]，e 是与K(A，C) 具有相同行数的元素全 

为1的列向量 是与K(B， )具有相同行数的元素全为1 

的列向量。 

测试样本离哪个超平面近就被归于对应类，即决策函数 

为： 

f+1， K(x ，CT)叫1+6l<K( ，cr)w2+62 

，‘z 一1—1，K( T， ) +61>K( T， ) +62 
(2) 

相对于 SVM，TWSVM算法不仅训练速度明显加快，而 

且精确度也有所提高。但其仅考虑了样本间几何距离信息， 

其泛化能力仍有待提高。 
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3．1 最小二乘 TMSVM 

由于需要计算马氏距离，TMSVM 分类速度比 TWSVM 

慢得多，这对需构造多个二分类器的 DAG多分类策略是非 

常不利的。为了提升 TMSVM的计算速度，引入最小二乘思 

想嘲，用等式约束代替不等式约束，使得 TMSVM 中QPPs 

的求解转化为非线性方程组的求解。 

最小二乘 TMSVM (LSTMSVM)模型为： 

m n专lI KA(A，c) 十elb l1 + (7) 
s．t．一 (KA(B，C)wl+ e2b1)一P2一 ， O 

mi“ 1 l1 Ke(B
，c)毗+e2bz ll +号'7 r17 (8) 

S．t．(KB(A，C)毗 +e1b2)一 一叩， O 

其中，e 和 ez是元素全为 1的分别与 K1(A，C)和 K1(B，C) 

行数相同的列向量。 

将式(7)中等式约束代入目标函数，式(7)可以转化为： 

min 1 lI KA(A，c)Wl+g1b1 ll。+ ll KA(B，c)Wl+ 

e2b1+e2}I (9) 

令式(9)的目标函数的梯度为零，上述无约束问题的解可 

以通过求解下面的线性方程组获得。 



 

I l一一( H+GrG)一 G (10) 
L 61-J C1 

其中，H=[KA(A，c)，g ]，G=[ (B，c)，P2]。同理可以求 

解式(8)。 

LSTMSVM在不丢失分类准确度的情况下，相对 TMS- 

VM，训练速度明显提升。DAG策略需要训练多个二分类分 

类器，提高每个二分类分类器的训练速度能够有效提升采用 

DAG策略实现的多分类算法的整体速度。 

3．2 基于马氏距离的类间可分性度量 

DAG结构存在误差累积问题[】 。为减少累积误差，必 

须合理组织结构，使待分类样本先输入最容易分离的两个类 

所对应的二分类器，越难分离的两个类对应 的分类器放在 

DAG的越底层。普遍采用的欧氏距离得到的类间可分性度 

量仅仅考虑了类中心点间的欧氏距离大小，并未考虑样本间 

的相关关系。马氏距离能够将这种样本间包含的隐藏信息考 

虑进来，因此能够更有效地度量两个样本总体的相似程 

度[。引。下面用马氏距离得到一种用于确定 DAG最优结构的 

类间可分性度量。 

假设 维空间R 中存在m 个训练样本，这些样本可被 

分为 z类，A ( =1，2，3，⋯，Z)分别表示这 z类样本 ，mi( 一1， 

2，3，⋯，z)分别表示每类训练样本的个数。那么，通过函数 

映射到高维希尔伯特空间后的类A 中某个样本 到类A 

的马氏距离为： 

硝 一(( ( )一 ) s ( ( )一 )) 
9 mf 

一(KAJ( ，Aj)一 圣 (z ， )+ 
1 m 

∑KA (z ，zm)) ／。 (11) 
|I n 1 

其中， ，S是希尔伯特空间中第 类训练样本数据的均值和 

协方差矩阵。 

于是可以使用式(12)衡量两个类被正确分类 的容易程 

度。 
1 1 m 1 ， 

Do一告( ∑(硝) + ∑(兹)。) (12) 
厶 m l =O m j =O 

上式是Al到AJ的类问马氏距离和Aj到A 的类间马氏 

距离的平均值，因此D 越大，两类对应的两个类的样本将越 

容易被正确分类。 

3．3 本文算法描述 

结合上面的分析，本文算法描述如下。 

步骤 1 计算可分性度量。计算各类训练样本的均值、 

协方差矩阵，进而按照式(12)计算各类训练样本两两之间的 

可分离性度量{Do}，将所得的可分性度量从大到小排列。 

步骤 2 构造二分类器结点。依次选取训练集 中的两类 

训练样本训练得到总共 z(z一1)／2个二分类 LsTMSVM。 

步骤3 构造最优 DAG。记 D 为最大可分性度量。 

那么将训练第io类样本和第 。类样本得到的二分类 LST— 

MSVM作为根节点，在剩余二分类器中选取分别与第 i。类 

训练样本和第J。类训练样本有关且可分性度量最大的作为 

第二层节点，以此类推，得到一个最优有向无环图。 

步骤4 对新样本进行分类。将待分类的新样本依次输 

入到按照步骤 3得到 DAG I Ms、 进行分类。如果当前 

分类器是叶子节点，则当前输出结果即为该样本分类结果；否 

则根据当前结果向下进入下一层分类器继续分类。 

算法流程如图 1所示。 

按照式(12)计算不同类样本两两之间的可分性度量值 

l 依次训练得到不同类两两问的二分类分类器 

l 以可分性度量为节点组织依据确定最优D̂G结构 I 

l 利用所得D̂G多分类器对新样本进行分类 l 

图 1 算法流程 

3．4 算法分析 

下面对本文算法的时间复杂度和理论合理性进行简单的 

分析。为了表述简单，以线性情况为例进行说明，采用其它核 

函数时完全可以得到类似的结论。 

首先分析LSTMSVM的时间复杂度。在训练阶段，不同 

于TwsvM和TMSVM需要通过迭代求解二次规划问题来 

获得问题的解 ，LSTMSVM 模型求解仅需计算式(11)即可， 

主要时间耗费在于式 (1O)中矩阵逆的计算，时间复杂度即为 

矩阵求逆运算的时间复杂度。而计算马氏距离核的时间复杂 

度为 O(1 _。)[1 。在预测分类阶段，LSTMSVM 时间复杂度 

与 TWSVM、TMSVM 以及 SVM都相同，主要时间耗费为矩 

阵乘法的运算，时间复杂度为O(1 )。对于DAG LSTMSVM 

算法整体，当算法被用于共有 m个样本的忌分类问题时，共 

需训练 是(尼一1)／2个二分类 LSTMSVM，因此其时间复杂度 

为O(愚(尼一1)／2)*O((m／k)0)一0(m0Ik)。 

接下来对马氏距离核进行简单分析。事实上，样本方差 

S可以分解为 S— AT，其中 T是正交矩阵，A为元素全为 

正的对角矩阵。于是 TMSVM 中使用的线性马氏距离概念 

可以表示为 —XTS 一( ) A ( )。可以看出马氏距 

离即为将样本做一个正交变换后再求欧氏距离。正交变换消 

除了类内样本相关性的影响，并且使距离计算不受变量单位 

的影响_2 ，因此经过正交变换后的样本间欧氏距离更能反映 

类间可分性的大小，特别是当分类器TMSVM中已经是以马 

氏距离作为样本间距离评判标准时，使用马氏距离构造的类 

间可分性度量作为DGA策略中分类顺序的依据可以使整个 

分类过程的样本相似度评判标准一致。 

4 实验及结果分析 

本节对所提算法进行实验验证 。本文实验均采用十交叉 

验证。运行环境为 2GB内存，C0RE i5处理器，2．6GHz主 

频，Windows2007操作系统。全部算法均使用 Matlab7．5实 

现和运行。 

4．1 人工数据集上的实验 

为了验证本文算法的有效性，模拟正态分布生成一组三 

分类人工数据集用于实验，该人工数据集中第 1类和第 3类 

各包含 100个样本点，第二类样本个数为60。使用欧氏距离 

作为可分性度量时得到的DGA根节点对应于类 2和类 3的 

分类器。使用本文可分性度量，DAG的根节点对应于类 1与 

类2的分类器。最终分类结果如图2所示，可以看出采用本 

文算法所得分类结果更好。 
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(a)DAG SVM分类结果 (b)本文算法分类结果 

图 2 分类结果 比较 

4．2 UCI数据集上的实验 

为了进一步验证本文算法的有效性，选用 UCI机器学习 

数据库中几个常用的数据集对算法进行测试，数据集的具体 

信息如表 1所列。选取最常用的 1一v-1 SVM以及本文算法的 

基础 DGA TWSVM 作为对比算法。实验结果如表 2一表 5 

所列。表 2、表 3分别是选用线性核函数时实验所得分类准 

确率和训练时间，表 4、表 5分别为选用 Gauss径向基核函数 

时实验所得分类精度和训练时间。表中分类精度为十交叉验 

证所得的平均结果。训练时间为十交叉验证所用的全部训练 

时间。 

表 1 数据集信息 

表 2 采用线性核时算法的分类正确率对比 

表 3 采用线性核时实验训练时间对比 

表 4 采用 Gauss径向基核时算法的正确率对比 
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表 5 采用 Gauss径向基核时实验训练时间对比 

4．3 实验结果分析 

从人工数据集上的实验结果(见图 2)可以看出，使用本 

文类间可分性度量确定的DAG结构将错误分类发生的位置 

尽量控制在叶子节点上，减少了累积误差的产生。在 UCI数 

据集上通过实验对本文算法整体效果进行了验证。表 2、表 3 

表明在采用线性核函数时，相对传统多分类 SVM算法，本文 

算法不但分类精度普遍提升，而且训练速度也明显加快。相 

对于DGA TWSVM，本文算法在保证正确率的同时加快了训 

练速度。表 4、表 5表明在采用高斯径向基核函数时，本文算 

法的分类精度普遍优于传统多分类 SVM 算法，并且尽管马 

氏距离高斯径向基核函数的较大计算量导致算法整体速度下 

降，但所提算法仍明显快于传统多分类 SVM算法和 DGA 

TWSVM算法。因此UCI数据集上的实验表明，本文算法相 

对于传统 SVM多分类算法不论是在训练速度还是分类精度 

上都有着一定的优势。可以看出，本文算法在保留二分类 

TMSVM 的分类优点的基础上适用于各种多分类问题。 

结束语 本文多分类算法在分类过程中考虑了样本协方 

差信息，样本之间的相关性对分类具有重要作用。因此本文 

算法相对于多分类 SVM算法不但训练速度更快，而且分类 

精度也明显更高。特别是针对二分类TMSVM和DAG策略 

设计的基于马氏距离的类间可分性度量能够有效评价分类的 

容易程度。实验也表明了该算法的有效性。不足之处在于马 

氏距离中的求逆运算的计算量较大。如何进一步提升算法的 

训练速度、自动选择参数以及进一步挖掘利用样本中隐含的 

统计和结构信息是下一步需要研究的问题。 
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