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摘 要 众所周知，一个粗糙集代数是由一个集合代数加上一对近似算子构成的。一方面，在公理化的方法下对经典 

的多粒化粗糙集代数系统进行了讨论，可知经典的粗糙集代数没有很好的性质；另一方面，给出了单调等价关系的定 

义，并给出了基于单调等价关系的多粒化近似算子的概念，在此基础上讨论了粗糙集代数的性质，并得到了诸多结果。 
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Abstract It is well known that a rough set algebra is a set algebra with added dual pair of rough approximation opera— 

tors，On the one hand，we discussed the classical rough set algebra of mu1tI_granulation by axiomatic approach．It is 

shown that the classical rough set algebra does not possess good properties．On the other hand，we defined the concept 

of monotone equivalence relations．M oreover，multi_granulation approximation operators based on monotone equivalence 

relations were defined．We discussed the properties of the rough set algebra based on monotone equivalence relations and 

got many excellent results． 
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粗糙集理论作为一种用于数据分析的理论，自从被波兰 

数学家Pawlak引入以来便引起了诸多学者的广泛关注。粗 

糙集理论已经被广泛并成功地应用在数据挖掘、模糊识别、理 

疗诊断、股票分析和水文气象等领域。 

在 Pawlak粗糙集理论中，最基本的概念是从近似空间导 

出的上近似算子和下近似算子。这两种算子一般是用两种方 

法来定义的：结构性方法和公理性方法。构造性方法是以论 

域上的二元关系邻域系统和 Boolean代数等作为基本概念构 

造性地定义近似算子、以便导出和研究粗糙集代数系统[1 ]。 

而公理性方法是以满足某些公理的近似算子作为基本的概念 

来定义二元关系的，使得由二元关系通过构造性方法定义的 

近似算子及粗糙集代数系统刚好是给定的近似算子和粗糙集 

代数系统[。 。由于粗糙集理论中的上、下近似算子、拓扑空 

间中的闭包算子和内部算子、模态逻辑学中的可能性算子和 

必然性算子['13,14]、Dempster-Shafer证据理论中的似然函数和 

信任函数都有着密切的联系[15,16]，因此粗糙集的数学结构通 

过公理性方法得到了更为深入的了解。 

并进行了讨论_】 。各种模糊粗糙近似算子和粗糙模糊近似 

算子被吴伟志用公理化的方法给出刻画和研究[1 。与此 

同时，模糊粗糙集代数也得到了定义和讨论I1引。 

另一方面，由于经典的Pawlak粗糙集是单粒化的，使得 

粗糙集理论在实际应用中受到了很大的限制。因此，钱宇华 

提出了多粒化的粗糙集理论[20,21]。多粒化粗糙集理论一经 

提出便吸引了从事粗糙集理论研究的众多学者们的关注，并 

得到了许多漂亮的结果-2 。本文尝试用公理性的方法建 

立并探讨多粒化意义下的粗糙集代数系统，得到了一些有意 

义的结果。 

1 预备知识 

设(U， )是一个近似空间，其中，u一{z ，zz，⋯， }是 

一 个非空有限集； 一{R ，R ，⋯， }是等价关系的集合。 

设R ，记Ix]R：{Y l(z， )∈R}，同时，记 U／R一 

{[z] lxEU)。 

定义 1[。 设 (U，愿)是一个近似空间，RG．R，对任意的 
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R(x)一{xEUI Ix]R x} 

R(x)一{z∈Ul[z]尺Nx≠ } 

分别为X的关于等价关系R的Pawlak下近似和上近似。 

定义2 设(U， )是一个近似空间，称集合X ，x2，⋯， 

X u为单调的，如果能对这 s个集合重新排序得到X 

X2，⋯，xf ，使得 X1 X2 ⋯ X 。 

定义 3 设( ， )是一个近似空问，R ， ，⋯，R 豫是 

等价关系，对VxEU，如果s个集合[ R1，[z]R'，⋯，[ ]R是 

单调的，则称 R ，R2，⋯，R 为单调的等价关系。 

定义 4[2o,21] 设(U， )是一个近似空间，R1，R2，⋯，R 

是等价关系，对VX u，分别称 

OM (x)一{ V([ ]R x)) 
厶 n 1 
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0M 圭R
i

(X)={xl A( R nx≠ )} 

为x的关于等价关系R ，Rz，⋯， 的乐观多粒化下近似和 

上近似。分别称oM壹R和oM 圭 为 2“上的关于等价关系i Ri 

[三 1 

R ，Rz，⋯，R 的乐观多粒化下近似算子和上近似算子。 

PM毒 (X)一{ I A([-z]R x)) 
儿
， = 1 ‘ 

— — —  

PM (X)={ I V(Ex-IR
．

NX≠D)} 
J 1 

分别被称为 X的关于等价关系R-，Rz，⋯，R 的悲观多粒化 

下近似和上近似。分别称PM圭R
i

和PM 壹R
i

为 2 上的关于 
1 

等价关系R ，Rz，⋯，R 的悲观多粒化下近似算子和上近似 

算子。 

定义 5[ 算子 L，H：2 一2U称为对偶的，如果 VX U， 

其满足 ： 

(L0)LX：～H～X 

(I4o Hx=～L～ x 

定义 6_25] 设 L，H：2 一2 是一对对偶算子 ，如果 L满 

足公理(L1)和(L2)，或者等价地，H满足公理(H1)和(H2)， 

则系统(2 ，n，U，～，L，H)称为一个粗糙集代数，L，H称为 

近似算子。 

其中，对VX， U，有 

(L1)LU—U 

(L2)L(XAy)-----LXNLy 

(H1)H0—0 

(／42)H(XUy)一HXUHy 

2 基于等价关系的多粒化粗糙集代数 

2．1 基于等价关系的乐观多粒化粗糙集代数 

定理 1[ 。 设(己，，屁)是一个近似空间，R1，R2，⋯，R 是 

等价关系，对V X，l U，有 

(1)0M圭R_(L，)一OM k R
i

(U)一U 

(2)0M 妻R
i

(D)一0M壹R( )一
i 
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(X) xC0M 妻R
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(X) 
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(4)xC 0M 圭R
i

(X) 0M 壹R
i

(y) 

(5)X 0lM 壹R (y)
i

(X)c__OM k R
i 

。 0M NY)GOM~ R x OM k y 
(7)0M 壹R

i

(XUY)~_OM k R
i
(X)U0M壹R
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(8)oM壹R
i

(～X)一～oM 壹R(X)
i 三 ‘ 1 

(9)OM k R
i
(～X)一～oM 壹R(X)
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(10)()M 壹R
i
(0M 圭R

i
(X))一OM k R

i

(X) 

(11)0M 壹R (OM 妻R
i

(X))一OM k R
．

(X) 

由定理 1不难发现，若 R ，Rz，⋯，R 是等价关系，则系 

统(2 ，N，U，～，OMk R，0M圭 )不构成粗糙集代数。
i Ri 

2．2 基于等价关系的悲观多粒化粗糙集代数 

定理 2[。 设(U，R)是一个近似空间，Rl，R ，⋯，R 是 

等价关系，对VX，YCU，有 

(1)PM 壹R
i
(【，)一PM 壹R

i

(U) U 

— — —  
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(IO)PM ~R
i

(PM 壹R
i

(X)) PM R
i

(X) 

— — —  
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定理 3 (2 ，N，U，～，PM圭R
．

，P．M 壹R
i

)构成粗糙集 
— — —  =lL  z一 

代数。 

证明：由定理 2和定义 6可得。 

定 理 4 (2 ，n，U，～，PM 圭R
i 

PM 圭R
i

，PM 5 R
i 

!三 !三 = 

_=-)构成粗糙集代数。 
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证明：首先，根据定理 2，有 
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因此 ，PM 壹R PM 壹R
i
和PM圭R PM壹 是一对对偶算子。
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f= 1 i= 1 = 1 = 1 ’ 

其次，根据定理2，可得 
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(PM 壹R
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(PM k R
i

(X))UPM壹R
i

(PM k R
i

(y)) 
z l I= l t— i t— l 

由定义 6，可知定理 4成立。 

不妨设PM 壹R
i 

PM k R
i

⋯ PM 圭R
i
是 (≥2)个悲观多粒 

— — —  — — —  — — —  

化下近似算子的复合，NPMk R
i 

PM 壹R
i

⋯ PM k R
i

是 (≥ 
= l = J = j 

2)个悲观多粒化上近似算子的复合。 

于是，仿照定理 4的证明，有下面的定理 5成立。 

定理 5 (2 ，n，U，～，PM壹R
i
PM 壹R

i

⋯ PM 壹R， 
— — —  — — —  — — —  

PM壹R 壹R⋯ 圭 )构成粗糙集代数。
i 

PM  PM  
Ri 

I= l ￡= 1 ￡= 1 

3 基于单调等价关系的多粒化粗糙集代数 

3．1 基于单调等价关系的乐观多粒化粗糙集代数 

定理 6 设(U， )是一个近似空间，R ，R2，⋯，R 是单 

调的等价关系，对V X，y U，有 

(1)0M壹足(xNY) OM &R
i
(X)n0M壹R

i

(y) 

【二  —— 三  一 

(2)OM 壹R (XUY)=054壹R
，
(X)UOM 壹R (y) 

证明：为了叙述方便且不失一般性，只对两个单调等价关 

系的情形(即 s一2)给予证明。 

(1)“ ”关系由定理 1显然可得。 

对VxEOMR1+R2(x)N OMR1+R2(y)(不妨设[ ]R1 

[z]R̂) 

z∈oMlR1+R，(x)且xEOMR1+马(y) 

[z]R1 X或者[z] 。 x成立，并且[z]RJ y或者 

[z] Y成立 

[ ]品 x且[ ]且 y 

[z] Xny 

∈oM ，+R (XNY) 

因此 ，“ ”关系得证。 

(2)“ ”关系由定理 1显然可得。 

对V ∈OMe +R2(XUY)(不妨设[z] [z] ，) 

[ ]R1 N(XUY)：／=Q EEx]如N(XUy)≠D 

=>[ ] N(XUy)≠D 

[z]尺，N xvsO或者[-z]R nY≠D 

∈OMR +如(X)或者 xEOMR + (y) 

= z∈OMR +岛(X)UOMR +如(y) 

因此，“ ”关系得证。 

定理7 (2 ，n，U，～，0M壹R，0M壹 )构成粗糙集代
i Ri 

t。二 1 

数。 

· 7O · 

证明：由定理 1、定理 6和定义 6司得。 

不妨设0M壹R
i 

OM k R
i

⋯ OM }R
i

是 (≥2)个乐观多粒 

化下近似算子的复合，而0M壹R
i 

OM 壹R
i

⋯ OM 5 R
i

是 (≥ 
I z— l l l 

2)个乐观多粒化上近似算子的复合。 

仿照定理 5的证明，有下面的定理成立。 

定理 8 (2 ，N，U，～，OM k R
i 

oM 壹R
i

⋯ OM p
,
Ri ， 

【三 —— 三 一 

OM k R
i 

OM 壹R
i

⋯ OM k R
i

)构成粗糙集代数。 
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3．2 基于单调等价关系的乐观和悲观多粒化粗糙集代数 

定理 9 设(U， )是一个近似空间，R ，尺 ，⋯，尺 是单 

调的等价关系，对 V X，y U，有 

(1)0M 壹R
i

(0M 壹R
i

(X))一OM 5 R(X)
i 

F 1
— —  三 一 

(2)0M (OM 壹R
i

(X)) ()M 圭R
i

(X) 

!三 z=1 z一1 

证明：为了叙述方便且不失一般性，只对两个单调等价关 

系的情形(即 s一2)给予证明。 

(1)由定理 1，显然有 

OMRl+R2(X)~OMRl+R2(O  ̂1+R2(X)) 

对Vx~OMR1+R2(OMR1+R2(x))(不妨设[-z]R1 [1z]R2) 

=》[z]R1 nC)A l+ (x)≠ 且[ ]R2 nOMR +R2(X)≠D 

[z]尺，nOMe，--R2(x)≠D 

yE[z]RJ，使得yE0 +R2(x) 

[ ] X或者[ ] 。----_x(NNEy]~ 一[z] ，[ 一 

[z]R。) 

[ ]R x或者[-z] x 

z∈OMRl+R2(X) 

O 1+R2(0lM尺l+R2(X)) oMR1+R2(X) 

(2)仿照(1)的证明可得。 

定理 10 (2 ，N，U，～，OM k R
i 

OM 壹R
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一  
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OM )构成粗糙集代数。 
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证明：首先 ，根据定理 1，有 
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是一对对偶算子。 
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其次，根据定理 1和定理 9，可得 
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OM 圭R(X)n0M壹 (y)
i Ri 

一 1 t= 1 

0M 壹R(0M 壹 (X)) (0M 妻 (y))
i Ri 

NOM {~R
i Ri 

i= 1 i= l i= 1 i= 1 

(6)OM ~R (OM R
f

(xUy)) 

0M 壹R (XUY) 
i一 1 ‘ 

oM 圭R(X)U0M圭 (y)
i Ri 

i= 1 i一 1 

oM圭R(OM壹 (X))UQM壹 (0M圭 (y))
i Ri Ri Ri 
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定理 11 设(U， )是一个近似空间，R ，Rz，⋯，R 是单 

调的等价关系，对 V X， ，有 

(1)PM 壹R(PM 壹 (X))一PM 壹 (X)i Ri Ri 
t= 1 = 1 f一 1 

(2)PM 壹R
i

(x))一 
．

(x) 
i一 1 ‘ i一 1 i一 1 ‘ 

证明：仿照定理 9的证明可得。 

定 理 12 (2 ，N，U，～，PM 壹R 壹 壹R
i 

PM  R
i 

PM  

i= 1 i= l i= 1 

PM 。)构成粗糙集代数。 
1“i 

证明：根据定理 2和定理 ll，仿照定理 1O的证明可得。 

结束语 经典的 Pawlak粗糙集代数系统已经讨论得比 

较清楚 ，理论比较完善。而本文则在前人工作的基础上进一 

步讨论了多粒化的粗糙集代数系统。为了得到更为满意的性 

质，我们引入了单调等价关系，讨论了基于单调等价关系的多 

粒化粗糙集代数的性质，得到了诸多漂亮的结论，丰富和完善 

了相关的理论。 

参 考 文 献 

Boixader D，Jacas J，Recasens J．Upper and lower approxima- 

tions of fuzzy sets[J]．International Journal of General Sys— 

terns，2000，29(4)：555—568 

Dubois D，Prade H．Rough fuzzy sets and fuzzy rough sets~J]． 

International Journal of Genera1 Systems，1990，17(2／3)：191— 

209 

Inuiguchi M  Generalizations of rough sets：from crisp to fuzzy 

casesl'C3／／Tsumoto S，Slowinski R，Komorowski J，et a1．，eds． 

Rough Sets and Current Trends in Computing．2004：26—37 

Mi J S，Leung Y，Wu W Z．An uncertainty measure in partition- 

based fuzzy rough sets[J]．International Journal of Genera1 Sys— 

tems，2005，34(1)：77—9O 

Mi J S．Zhang W X．An axiomatic characterization of a fuzzy 

generalization of rough sets[J]．Information Sciences，2004，160 

(1—4)：235—249 

Pei D W。Xu z B Rough set models on two universes[J~．Inter— 

national Jouma1 of Genera1 Systems，2004，33(5)：569-581 

Slowinski R，Vanderpooten n A generalized definition of rough 

approximations based on similarity[J]．IEEE Transactions on 

Knowledge and Data Engineering，2000，12(2)：331—336 

Comer S An algebraic approach to the approximation of infor— 

marion[J]．Foundamenta Inform aticae，1991，14(14)：492—502 

[9] Lin T Y，Liu Oo Rough approximate operators：axiomatic rough 

set theory[C~f Ziarko W，ea．Rough sets，Fuzzy sets and Konw- 

ledge Discovery．Springer，Berlin，1994：256—260 

[1O]Pomykala J A．Approximation operations in approximation space 

口]．Bulletin of the Polish Academy of Sciences：Mathematics， 

1987，35(1)：653—662 

[11]Yao Y Y．Two views of the theory of rough sets in finite univer— 

sesFJ]．International Journal of Approximate Reasoning，1996， 

15(4)：291—317 

[123 Yao Y Y．Constructive and algebraic methods of the theory of 

rough sets[J]．Information Sciences，1998，109(1—4)：21—47 

[13]Vakarelov n A model logic for similarity relations in Pawlak 

knowledge representation systems[J]．Foundamenta Informati— 

cae，1991，15：61—79 

[14]Wiweger R．On topology rough setsl'J]．Bulletin of Polish Acad— 

emy of Sciences：Mathematics，1989，37：89—93 

1-15~wu w Z，Leung Y，Zhang W X．Connections between rough set 

theory and Dempster-Shafer theory of evidencel,J]．International 

Journal of General Systems，2002，31(4)：405—430 

1,16]Yao Y Y，Lingras P J．Interpretations of belief functions in the 

theory of roughs[J3．Information Sciences，1998，104(1／2)：81— 

106 

[17]wu w z，Mi J S，Zhang W X．Generalized fuzzy rough sets[J]． 

Information Sciences，2003，151(3)：263—282 

1,18]wu w z，Zhang W X，Xu Z B characterizating Rough Fuzzy 

Sets in Constructive and Axiomatic Approaches[J]．Chinese 

Journal of Computers，2004，27(2)：197—203(in Chinese) 

吴伟志，张文修，徐宗本，等．粗糙模糊集的构造与公理化方法 

l-J]．计算机学报，2004，27(1)：197—203 

1,19]Xu Y H．Fuzzy rough set algebras[J]．Fuzzy Systems and 

M athematics，2007，21(2)：121—128(in Chinese) 

徐优红．模糊粗糙集代数[J]．模糊系统与数学，2007，21(2)： 

121—128 

1,2o3 Qian Y H，Liang J Y，Yao Y Y，et a1．MGRS：A multi—granula— 

tion rough set[J]．Information Sciences，2010，180(6)：949—970 

[21]Qian Y H，Liang J Y，Wei w．Pessimistic rough decision[C]∥ 

2nd International Workshop on Rough Sets Theory．Zhoushan， 

2010：19-21 

[22]QianYH，LiangJY，YaoYY，eta1．Incompletemultigranulation 

rough set[J]．IEEE Transactions on Systems，Man and Cyber- 

netics，Part A，2010，40(2)：420—431 

[233 She Y H。He x L On the structure of the muhigranulation 

rough set modell,J]．Knowledge-based Systems，2012，36(6)：81— 

92 

[24]Xu W H，Wang Q R，Zhang X Multi—granulation fuzzy rough 

sets in a fuzzy tolerance approximation space[J]．International 

Journal of Fuzzy Systems，201l，13(4)：246—259 

[253 ZhangW X，WuW z，Liang JY，et a1．Thetheory andmethod of 

rough sets[M]．Beijing：Science Press，2001(in Chinese) 

张文修，吴伟志，梁吉业，等．粗糙集理论与方法[M]．北京：科学 

出版社，2001 

]  ]  ]  ]  ]  ]  ]  ]  口 


