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不完备信息系统中对象的相似性刻画 
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摘 要 信息系统知识约简与知识发现是粗糙集理论的重要研究方向。通过对不完备信息系统中对象的相似性刻画 

方式以及相应的粗糙集模型进行对比分析，基于限制容差关系提 出了一种新的限制相似关系，建立了基于限制相似关 

系的粗糙集模型，讨论 了模型的基本性质及其与已有模型之间的关系。 
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Abstract The knowledge reduction and knowledge discovery in the information systems are important topics of rough 

set theory．Based on the analysis of existing similarity relations and related rough set models in incomplete information 

systems，we proposed a new kind of similarity relation，called limited similarity relation，to characterize the objects simi— 

larity in incomplete information systems．The rough set model based on the limited similarity relation was established 

with its basic properties and the relationships between the existing rough set models were discussed． 
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1 引言 

粗糙集理论|1 是 Pawlak于 1982年提出的一种处理不确 

定性问题的数学工具。经过 3O多年的研究与发展，粗糙集理 

论已成为一种重要的智能信息处理技术 ，目前已在信息系统 

知识发现、决策分析、模式识别、医疗诊断、文本分类、海量数 

据处理等领域获得了成功的应用。 

Pawlak最初提出的经典粗糙集理论用 于处理精确无缺 

损数据，不包含对原始不完备、模糊性和随机性数据的处理机 

制。然而随着科学技术的飞速发展，各个领域的数据随着时 

间的推移急剧增加，同时由于数据采集技术的限制和数据的 

丢失 ，使得我们所面临的大量信息系统都是不完备的。如何 

将粗糙集理论应用于具有不完整、不精确或缺损数据的信息 

系统，对于粗糙集理论的发展具有重要的理论意义。人们针 

对不完备信息系统提出了若干刻画对象相似性的方法，并研 

究了相应粗糙集模型中近似算子的性质l2。 。本文对已有的 

不完备信息系统中对象相似性刻画方式进行了对 比分析，在 

此基础上提出了限制相似关系，讨论了相应的粗糙集模型中 

近似算子的性质，并研究了相应粗糙集模型之间的关系。 

2 基于不完备信息系统的粗糙集模型 

Pawlak粗糙集模型E 可以处理完备信息，其中的知识形 

式化为论域上的等价关系。为拓广粗糙集理论的应用范围， 

人们提出了多种形式的粗糙集推广模型，其中 YaoⅢg]基于论 

域上的一般二元关系提出了广义粗糙集模型。 

定义 ] 设 U是非空集合 ，称为论域，R是U上的一个 

二元关系，称(U，R)为一个广义近似空间，对于任意x ，X 

关于(U，R)的上、下近似分别定义为： 

R(X)一{ ∈U；R (z)nX≠0) (1) 

R(X)一{ ∈U；R ( ) X} (2) 

其中，R ( )一{yEU；(z， )∈R}为 -z关于R的右邻域。 

令 R (z)一{ ∈U；( ， )∈R}。容易证 明，对于任意 

X U，有R(X)一 UR7 ( )。因此，如果 R是对称二元关 
∈ 

系，则R(X)= UR ( )。 

信息系统属性约简与知识获取是粗糙集理论的重要研究 

方向。一个信息系统是一个二元组 丁一( ，A)，其中 U是非 

空有限集合，称为论域，其中的元素称为对象；A是非空有限 

集合，其中的元素称为属性，且对于任意 a∈A，a：U— 为一 

映射， 是属性 a的取值构成的集合。如果某些对象关于某 

些属性的属性值未知(用 *表示)，则称此信息系统为不完备 

信息系统。 

Kryszkiewiczc2_提出了一种处理不完备信息系统的粗糙 

集模型。若对象关于某属性的属性值未知，则认为它可能取 

到任意已知属性值，即未知属性值被解释为任意已知属性值。 

基于此，Kryszkiewicz提出了描述对象相似性的容差关系。 
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定义 2E 给定不完备信息系统 IT=(U，A)，BC_A。由 

B确定的容差关系为： 

TB一{(z， )EU×U；V bEB(6(z)一6( )V 6(-z)一 *V 

6( )= *)} (3) 

显然 是 自反、对称关系，但一般不传递。对于任意 

xEU， 关于 的容差类记为 TB( )一{yE U；(z， )E 

TB}。基于广义粗糙集模型，对象集合 XCU基于容差关系 

Te的上、下近似分别定义为： 

TB(X)一{lzEU； ( ) X) 

(X)一{zEU；TB(z)nX≠O) 

stefanowski[3]认为，不完备信息系统中对象被不完全描 

述的原因可能是由于知识不精确，还可能是 由于本质上就不 

可能用所有的属性来描述它们。因此 ，未知属性值在当前不 

存在的，不允许 比较未知值。基于此 ，Stefanowski提出了关 

于对象的非对称相似关系。 

定义 3l3 给定不完备信息系统 IT=(U，A)，B A。由 

B确定的非对称相似关系 Se为： 

SB一{( ， )EU×U；VbEB(6( )一6( )V 6(z)一*) 

(4) 

显然 S 是 自反、传递关系，但不一定对称 。 

记 Se(z)一{yE【，；(z， )E SB}为 ,27的非对称相似类 ， 

SF (z)一{yEU；(．y， )∈Se)。对象集合 XCU关于非对称 

相似关系se的上、下近似分别定义为： 

一

SB(X)一{xEU；Ss( ) X} 

SB(X)一{xEU；SB(z)nX≠ } 

由于 SB的非对称性，一些明显具有大量相同的已知属 

性值的信息从直觉上就可以判定为相似的对象，可能会被分 

于不同的相似类 。另外，对于某些不完备信息系统，容差关系 

的要求过于宽松 ，而非对称相似关系的要求过于严格。为此 ， 

王国胤提出了限制容差关系来描述对象的相似性。 

定义4E 给定不完备信息系统 IT=(U，A)，B A。由 

B确定的限制容差关系记为Le，且： 

LB一{( ， )∈U×U；(VbEB(6( )一6( )一 *)V((PB 

(-z)nPs( )≠I )A(V bEPB(z)NPs( )(6( )一 

6( ))))} (5) 

其中，PB(-z)一{b；bEB且b(z)≠ *}。 

显然 LB是 自反 、对称关系，但不一定传递。对于任 意 

xEU， 关于 LB的限制容差类记为 LB(z)一{yffU；( ， )E 

}，对象集合X L，关于限制容差关系Le的上、下近似分 

别为： 

LB(X)一{zEU；LB( ) X} 

LB(X)一{zEU；LB( )nX≠O) 

尹旭 提出了介于容差关系 丁B和限制容差关 系L 

之间的约束非对称相似关系Ce，定义如下。 

定义 5E 给定不完备信息系统 IT=(U，A)，BC_A。由 

B确定的约束非对称相似关系记为Cs，且 ： 

CB一{( ， )EU×U；(V bffB(6(z)一 *)V((PB(z)n 

Ps( )≠ 0)^(Vb E PB( )n PB( )(b( )一 

6( ))))) (6) 

是自反、传递关系，但不一定对称。记 C月(-z)一{yE 

U；(z， )∈CB}为对象 z∈U关于Ce的约束非对称相似类， 

( )一{yEU；( ，z)E }。对象集合 X U关于约束非 

对称相似关系C月的上、下近似分别为 ： 

CB(X)一{ EU；CB(z) X) 

CB(X)一{xEU；CB(1z)nX≠0) 

例 1 设对象集U={c1，c2，c3，c4，c5，c6，c7，c8，c9，c10}，条 

件属性集 B一{b ，bz，b。，b }，决策属性为d，中一{c ，cz，c。，c ， 

c8，clo}， 一{c5，c6 ，c9，c11)为决策类。信息函数如表 1所 

列 。 

表 1 不完备信息系统 

A 
— —  

C1 

c2 

c3 

c4 

依据容差关系得到容差类及决策类的上、下近似： 

TB(c1) {c1，c3，c4，c8，c9，Clo，c11} 

T月(c2)一{c2，c3，c4，c1o，cl1} 

丁月(f3)一 {c1，c2，c3，c4，c8，c9，Clo，Cll} 

(c4)一 {C1，C2，C3，C4，C5，C8，C9，Cl0，f11} 

(c5) {C4，C5，c6，Clo，C11} 

(c6)一 {C5，C6，C8，C9，C10，Cl1) 

TB(c7)一 {c7，c8，f9，c10，f̈ } 

丁月(f8)=TB(c9) {cl，c3，c4，C6，c7，c8，c9，C10，Cl1) 

(c10)一 (c11)一 {c1，c2，c3，c4，c5，c6，c7，c8，c9，f10， 

c11} 

TB(中)一 {c1，c2，c3，c4，c5，c6，c7，c8，c9，c10，c11} 

( )一D 

丁月( )一 {c1，c2，c3，c4，c5，c6，c7，c8，c9，c10，c11} 

( )一D 

注意到，在容差关系下 cs和 c 、c。和 c o没有一个已知的 

属性值相同却被分在同一类中。依据非对称相似关系得到对 

象的相似类及决策类的上、下近似： 

SB(c1)一{c1}，SB(c2)一{c2}，SB(c3)一{c1，c2，c3) 

SB(c4)一{c1，c2，c3，c4)，SB(如)一{c5}，SB(c6)一{f6) 

SB(c7)一{c7}，SB(c8)一SB(c9)一{c1，c7，c8，c9} 

(c1o)一 (cl1)一{cl，c2，臼，c4，c5，c6，c7，c8， ，c1o，c11} 

SB( )一{C1，c2，C3，C4，C8，C9，Clo，Cll} 

SB(中)一{c1，c2，c3，c4} 

Ss( )一 {c5，c6，c7，c8，0，c10，cl1} 

SB( )一 {c5，c6，c7} 

基于非对称相似关系的分类方法有时比较严苛。比如c 

和 c。有 3个已知的属性值相等，相似概率很大，但没有被分 

在同一个类中，即 cs (c )。依据限制容差关系可以得到： 

L(c1)一{cl，c3，c4，c8，c9}，L(c2)={c2，c3，f4} 

L(c3)一{c1，f2，f3，c4)，L(c4)一 {cl，c2，c3，c4) 

L(c5)={c5，f6}，L(c6)={c5，c6} 

L(c7)一{c7，c8，c9}，L(c8)一L(c9)一{cl，c7，c8，c9) 

L(c10)一{c1o，f11}，L(c11)一{c1o，c1l} 
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LB( )一{CI，f2，0，c4，C7，C8，C9，C1o，Cll} 

LB(中)一{c2，C3，c4) 

( )一{C1，C5，f6，C7，C8，C9，C1o，Cll} 

LB( )={如，C6} 

根据约束非对称相似关系，有： 

CB(f1)一 {C1，C3，f4，C8，C9}，CB(c2)一{C2，如，C4} 

cB( )一 {C】，c2，C3， }， (c4)一{f1，c2，c3，C4} 

CB(如)一 {c5，c6}，CB(c6)一{c5，c6}，CB(f7)一{c7，C8，c9} 

C (c8)一CB(c9)一{c1，C7，如，C9} 

(fl0)一{cl，C2，C3，C4，C5，C6，C7，c8，C9，C1o，f1l} 

CB(c11)一{c1，C2，0， ，c5，C6，C7，C8，C9，flo，cIl} 

CB(中)一 {cl，C2，f3， ，C7，C8，C9，Cl0，cl1} 

( (中)一 {C2，C3，C4} 

( )一{f1，f5，C6，C7，C8，c9，c10，Cl1} 

( ( )一{f5，c6} 

3 限制相似关系 

设 IT=(U，A)为不完备信息系统，B A。基于限制容 

差关系，两个对象 ，yEU不可区分包括以下两种情况：(1) 

，Y关于B中属性的取值全为未知值 ；(2) ，Y关于B中某些 

属性取值同为已知值，且关于这些属性取值相同。当两个对 

象关于 B中属性全为未知值时，B中属性不足以描述z， ，某 

种意义上可以认为它们不可分辨的可能性很小，但在容差关系 

和限制容差关系下均是不可分辨的。为解决上述问题 ，本文提 

出一种新的对象相似性关系，称为限制相似关系，定义如下。 

定义6 给定不完备信息系统 IT=(u，A)，B A。由B 

确定的限制相似关系记为MB，且： 

一 {(z， )∈U×U；((PB(z)nPB( )≠D)̂ (V b∈ 

PB( )nPB( )(6( )一6(y)))))U，U (7) 

其中， 一{( ， )； ∈U)是论域U上的恒等关系。 

显然 M 是 自反、对称的关系，但一般不传递。对于任意 

xEU，,72关于MB的容差类记为 MB(z)一{ ∈U；( ， )∈ 

}。对象集合 X U关于限制容差关系MB的上、下近似 

分别定义为： 

MB(X)一{,27∈U；MB( ) X} 

(X)一{ ∈U；MB( )nX≠ } 

定理 1 设 IT=(U，A)为不完备信息系统，B A，X， 

y U。 

(1)M e(～ X)一 ～ (X)，MB(～X)一～ (X)。 

(2)Mfj(U)一U，MB( )=0。 

(3)MB(Xf3Y)=MB(X)nA (y)，A (XUy)一A (X)U 

MJ{(y)。 

(4)若 X Y，~IIMB(X) (y)， (X) ％ (y)。 

(5)M (X) X MB(X)。 

(6)X (MB(X))，MB( (X)) X。 

对于不完备信息系统 IT=(U，A)，B A， ∈U，下列性 

质一般不成立： 

(1)MB—n ； 
bE B 

(2)Mfj(z)一n( ( ))； 
bE 

(3)B1 B2=>MB MB ； 

(4)BI B2 M ( ) ％  (z)。 
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例 2 考虑不完备信息系统 IT=(U，A)E ，其中论域 

U一{．721，z2，z3，．274}，属性集 A一{f1，C2，0)，如表 2所列。 

表 2 一个不完备信息系统 IT=(U，A) 

令 B一{C ，cz)，Iv一{(z， )； ∈U}是论域 u上的恒等 

关系，则计算得到如下结果： 

MA一{(z1， 2)，( 2， 1)，( 2， 4)，(z4，．722)}UIv 

MB一{(z2，．124)，(z4，z2)}UIu 

M }一{( 2， 4)，(z4，z2)}U 

Mf }一{(z2，323)，(z3，z2))UIv 

于是 nM{6)一M nM 一而≠MB。 

另外，由于 (z2)一{-z2，z4)， (z2)一{z2， 3}， 

n(M )( 2))： {322}，因此 MB( 2)一 {z2， 4}≠ n(M{6} 

( 2))。类似地，(3)、(4)一般不成立。 

限制相似关系和限制相似类随着属性集的增大不一定单 

调递减，即在限制相似关系下 ，原来不可分辨的对象随着属性 

的减少会变为可分辨。 

下面讨论不完备信息系统的不可区分关系以及相应的近 

似算子之间的关系。 

定理2 设 s一(U，A，V，厂)为不完备信息系统，B A。 

(1)SB 。 

(2) LB CB 。 

证明：(1)对于任意 -z，Y∈U，设(z， )∈se，于是对于任 

意 6∈B，有 6(z)一*或 6( )一6( )。如果 PB(z)=D，则对 

于任意6∈B，有6( )一*，从而(-z， )∈ 。如果 PB(z)≠ 

，则对于任意 bEPB(z)，有 6( )一6( )，从而 PB( ) 

( )。于是 PB(．z)nPB( )一PB(z)≠D，且对于任意 b∈PB 

Cr)nPB( )，有 6( )一b(3，)，从而有 (z， )∈CB。故 SB 

CB。 

对于任意 z，yEU，设 (z， )∈ 。如果 Vb∈B(6(z)一 

*)，显然有(z， )∈ 。如果 PB( )nPB(．)，)≠0，且对于任 

意 6∈PB( )n ( )，有 6( )一6( )，则当 6( )≠ *且6( )≠ 

*时，有 6(z)一6(3，)，从而(-z，3，)∈ 。于是有 C8 。 

(2)对于任意 32，yEU，设(z， )∈MB。如果(z， )∈ ， 

则由 的自反性可得( ， )∈ 。如果 Pe(z)nPB( )≠D 

并且对任意的6∈ ( )nP ( )，有 6(z)一6( )，则显然有 

(z， )∈ 。于是有 A 。 

对于任意 z，yEU，设(z， )∈ 。如果对于任意 6∈B， 

有 6(z)一6(．y)= *，则有 Vb∈B(6( )一 *)，从而(z， )∈ 

。 如果 PB( )nPB( )≠ 并且对任意的 6∈PB(z)n PB 

( )，有 6( )一6( )，则显然有( ， )∈C月。故 。 

于是 M月 CB 丁B。 

定理 3 设 S一(U，A，V，厂)为信息系统，B A，X U。 

则有 

(1) (x) (x) (x) 

SB(X) cR(X) (X) 

(2) (X) CB(X) LB(X)_-~MB(X) 

M (X) (X) (X) TB(X) 

证明：(1)对于任意 z∈U，由 ， ( )={y∈U； 



(z，Y)∈ }，TB(z)一{yEU；( ， )∈TB}，可得 ( ) 

( )。若 xff (X)，则 ( ) X，从而 (z) X，故有 ∈ 

(X)。于是 TB(X) Cs(X)。 

又因 S丹 C月，s月(z)一{Y∈U；(-z，．y)∈ }，故 (z) 

(z)。若 ∈CB(X)，则 C月( ) X，从而 Se(z) X，故有 

x∈Ss(X)。于是 (X) Ss(X)。 

综上 ， (X) CB(X) SB(X)。 

又因为 (X)一 U丁月(z)，C月(X)一 UC (35")，S。(X)一 
z∈ x ∈ x 

US (z)，LB(X)一 ULB( )，S (z) ( (z) 丁开(z)， 
∈ x ．rE X 

所以s月(X) CB(X) (X)成立。 

(2)同理可证。 

推论 1 若 Y32∈U，PB( )≠D，则 LB—CB一 。 

例 3 考虑例 1中的不完备决策表，根据本文提出的限 

制相似关系，相应的限制相似类为 ： 

Ms(c1)一{c1，c3，c4，c8，c9}，Ms(f2)一{c2，c3，c4} 

MB(f3)一{ ， ，0， )，MB(0)一{f1’ ，f3，0) 

Ms(岛)一{c5，c6}，％ ( )一{c5，c6}，MB(0)={c7，cs，c9} 

MB(c8)一MB(c9)一{cl，c7，c8，f9)，Ms(c1o)一{clo} 

MB(c11)一 {c11} 

MB( )一{c1，c2，0，c4，c7，c8，c9，c10} 

MB( )一{c2，c3，c4，c1o} 

MB( )一{c1，c5，c6，c7，c8，c9，c11} 

MB( )一{f5， ，cl1} 

结束语 信息系统知识约简与规则获取是粗糙集理论的 

重要研究方向。针对不完备信息系统，人们提出了多种刻画 

对象相似性的不可区分关系，如容差关系、非对称相似关系、 

限制容差关系等。本文对以上不可区分关系进行了对 比分 

析，在此基础上提出了限制相似关系，讨论了限制相似关系以 

及相应的粗糙集模型中近似算子的性质。借助本文的结果可 

以进一步研究基于限制相似关系的信息系统知识约简方法。 
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