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基于概率图的三支决策模型研究 
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摘 要 概率图模型是一类用图形模式表达基于概率关系的模型的总称，用该模型解决损失代价问题已成为当前的 

研究热点。结合概率图和三支决策理论，提 出了基于概率图的三支决策模型。该模型通过对数据进行分析 ，构造其 

Bayes网络；并根据模型中节点的相互依赖关系，计算出条件概率分布函数；结合查询变量的先验概率和三支决策损 

失代价函数，建立了相应的决策规则，给出了概率推理决策中代价最小化问题的一种解决方法。最后通过教学评估实 

例验证 了该模型的有效性。 
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Abstract Probability graph model is a general term for a class of graph patterns that express the probabilistic model， 

and the problem of solving the loss cost by using the mode1 has become a hot research hotspot．In this paper，the three- 

way decision model was put forward based on probability graph and three-way decision theory．By analyzing the infor— 

marion data set，the Bayesian network of the model is constructed．Then according to the interdependencies of the nodes 

in the model，the conditional probability distribution function is calculated．And combining with the prior condition of 

the data set and three decision-making cost loss function，its decision rules are established．The method to solve the 

problem of cost minimization is given in probability reasoning decision-making．Finally，a teaching evaluation illustration 

was presented to verify the effectiveness of mode1． 
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1 引言 

加拿大里贾纳大学姚一豫教授通过扩展决策粗糙集 ，于 

2010年创立了三支决策理论，给出了粗糙集3个域应用的一 

种合理的语义解释_10]。传统的二支决策只考虑接受和拒绝 

两种状态，三支决策在此基础上增加了延迟决策，当信息不足 

以决定接受或者拒绝时，采取延迟决策解决实际问题更加符 

合人们的认知模式。近几年来，三支决策理论已成为国内外 

专家学者研究的热点。刘盾等对三支决策理论提出了新的研 

究方法和应用领域_3 ；杜丽娜等将 Bayes原理和基于决策粗 

糙集的三支决策规则引入到模糊综合评判中，提出了基于三 

支决策风险最小化的风险投资评判模型[4 ；李华雄等采用代 

价敏感三支决策方法求得相应粒度下的最小代价决策⋯5]。 

概率图模型是用图形模式表达概率关系的模型，是在概 

率论和图论的基础上发展而来的，为解决智能信息处理的不 

确定性和复杂性问题提供了直观而自然的解决方法，为计算 

机视觉、语音识别和知识发现等领域的发展提供了重要理论 

基础_6j。徐瑾等提出了一种基于概率图模型的研究生生源质 

量评价方法，通过评分搜索的学习方法构建数学模型，实现推 

理过程_7 ；王忆南等提出了基于概率图模型的态势估计 ，对战 

场态势估计中的相关理论进行了深入研究l_8]。 

三支决策在代价决策领域得到了广泛应用。但是已有的 

研究很少将概率图和三支决策相结合进行研究[9。 。本文通 

过结合概率图和三支决策，构造基于概率图的三支决策模型， 

计算查询变量发生的概率，然后结合最小代价的三支决策，确 

定正域 、负域和边界域的界定范围，从而得到最佳的决策 ；最 

后通过教学评估实例验证了该模型的有效性。 

2 基础知识 

定义 1(联合分布)[。 设(X，y)是一组随机变量，对任 
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意实数 ，{X≤ }，{y≤ }同时发生的概率为： 

F(x，．)，)一P{X=x，Y=y) 

称为二维随机变量(X，y)的分布函数 ，或者随机变量 X和 y 

的联合分布。 

定义 2(条件概率分布)[ (X，y)表示二维离散随机变 

量，对满足条件 P{Y=Yi}一 一∑ >0的 ， 

Pilj—P{x：Xi dY=y~}- 一 

是条件 Y=yi下的概率分布 ，由条件概率分布的定义可得联 

合概率分布 ：P(X，y)一P(x)P(ylX)。 

定义 3(Bayes公式)_1l_ 设 H 和E表示两个随机变量， 

H=h表示事件变量，E=e表示一组证据变量，在加人证据 E 

之前对事件 H 的概率估计 P(H一 )称为先验概率 ，加入证 

据变量之后，P(H—h{E— )表示事件 H—h的后验概率。 

Bayes公式描述了先验概率和后验概率之间的关系： 

P(H一 『E—e)一旦 !三 

定义 4(Bayes网络)[1。 3] 定义随机变量集 X的 Bayes 

网络可以定义为BN=(Bs，Bp)。其中Bs是Bayes网络的结 

构 ，为定义在 X上的有向无环图。每一个节点 ∞ 都唯一对 

应着x 中的一个随机变量，并需要标注定量的概率信息；每 

条有向边分别表示所连接的两个节点的条件依赖关系。若存 

在一条从节点 z，到 的有向边，则称 乃 是 的父节点。 

为 Bayes网络的条件概率集合，Bp一{P(Xi l par(Xi))}。 

其中，par(Xi)-a示 五 的所有父节点的相应取值，P(X l par 

(Xj))是节点 五 的一个条件概率分布函数，它描述 的每个 

父节点对 的影响，即节点 矗 的条件概率表。 

定义5(三支决策)[“] 设 fl={X， }表示两种状态集 

合，分别表示对象属于集合 X和对象属于集合 X 的补集。集 

合 A一{nP，口 ，n～}对应 3种决策动作：接受、拒绝和延迟。 

决策过程中往往存在不同的代价损失，决策代价表如表 

1所列。设 P尸， BP和 ~P表示当一个对象属于集合x时采取 

行动口 ，口B和nN所付出的代价， ， B~和 分别表示属 

于X补集时采取行动 口 ，ae和aw所付出的代价。 

表 1 决策代价表 

决策行动 —— 生 

ap 

aB 

aN 

App ApN 

砰  BN 

kNp NN 

对集合[ ]中的对象采用不同的决策所产生的代价损失 

函数为： 

R(a I[ ])= Pr(Xli-x~)+ 尸~Pr( l[ ])， 

R(a l[ ])一ABPPr(Xl[ ])+ BNPr( I[ ]) 

R(aN l[z])一 NPPr(Xl[ ])+ NNPr(Xc I[z]) 

根据 Bayes决策论 ，提出了最小风险决策规则为 ： 

(P)如果R(a 1 I-~3)≤R(ae{[z])且 R(n l[ ])≤ 

R(aNl[ ])，则xEPOS(X)； 

(B)如果 R(口B f[z])≤R(aP f f-x~)且 R(nB_[z])≤ 

R(aN l[z])，则z∈BND(x)； 

(N)如果R(n l I-x])≤R(口 l[ ])且R(口N l[ ])≤ 

R(as I ])，则．7C∈NEG(x)。 

通常情况下存在如下关系： 

<  且P< ，2NN< BP< AP~ 

(A尸尸一 BⅣ)( Ⅳ尸--ASP)>( 一 )(ABP--,~pp) 

于是简化可以得到： 

一  ! 二 2 
“ ( 尸~一 BN)+( BP--~pp) 

一  

(A 一 ) 

P ( 一A )+ (A --ABe) 

) ：  ! 二 2 
( 一 )+O,xe--~pp) 

3 基于概率图的三支决策模型及其应用 

概率图模型主要用于推理和学习，而精确推理就是利用 

Bayes网络构建数学模型，通过联合概率分布计算变量的后 

验概率，并最终实现推理过程的一种概率图模型。但在实际 

应用中，推理的目的是做出最佳决策，需要考虑到不同推理结 

果的误分类代价，从而引入三支决策理论规则，最终通过一个 

教学评估的实例对该模型的有效性进行验证。 

概率图模型的构造利用了 Bayes网络和联合概率分布， 

以变量之间的条件依赖关系为起点，其构造步骤如下 ： 

(1)首先建立一个独立的根节点，并在图1中表示出来。 

(2)从每个根节点开始，加入有依赖关系的对应子节点， 

并在图 1中用有向边表示其依赖关系。 

(3)重复步骤(2)，直到所有节点都在图 1中表示出来。 

(4)标出根节点的先验概率，以及中间节点和叶子节点的 

条件概率表。 

在一个教学评估问题中，学生的考试成绩一方面反映了 

教学的难度 ，另一方面反映了学生的努力程度，而四级考试的 

通过率也能反映学生是否努力学习，最后学校在就业推荐时 

会优先考虑成绩比较好的学生 ，于是可以构建概率图模型，如 

图 1所示。 

(do 

(do 

(dl 
fdt 

图1 关于教学评估的概率图模型 

在上述概率图模型中，对河南师范大学计算机学院计算 

机科学与技术专业 2012级的两个班级 172名学生进行调查 

统计。首先让这些学生对当前的课程难度和 自己平时的努力 

程度进行评估 ，得到事件的先验概率分布；然后通过对期终考 

试的成绩进行样本统计，将样本空间划分为优、良、差 3个区 

域 ，规定成绩大于或等于 85分为优秀，大于或等于 6O分但小 

于 85分为良好，小于 60分为差。现在对 2014年 7月份该年 

级全体同学的期末考试成绩进行统计，结果如表2所列。 

表 2 期末考试成绩分布(单位：人) 

人数 成绩分布 

垡墨 垦堑 耋 
32 46 8 

26 55 5 

计科 1班 

计科2班 
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对 2014年 6月份参加四级考试的同学进行统计，根据考 

试结果对学生的努力程度进行评估 ，最终确定参加四级考试 

学生共 136人，其中计科 1班 71人，计科 2班 65人，最终成绩 

在 425以上的学生有 89人 ，其人员分布情况如表 3所列。 

表3 四级通过情况分布(单位：人) 

人数{ 
计科 1班 52 19 

计科 2班 37 28 

可以得到样本的成绩分布函数，用大写字母 D、E、S、G和 

J分别表示节点所选课的“课程难度”、学生平时学习的“努力 

程度”、“学生成绩”、“四级”考试是否通过，以及毕业时学校“就 

业推荐”工作岗位的差别。do，d 分别表示课程难度“难”和“容 

易”两种情况；印，e 分别表述学生在学习过程中“努力”和“不 

努力”两种情况；对学生的成绩同样进行划分，So， ，sz对应成 

绩“优秀”、“良好”和“差”；而四级考试的结果只有“通过”和“没 

有通过”，对应的用 和 g 表示。学校在就业推荐时，通常有 

3种决策：好的职位推荐给成绩好的学生、一般的岗位推荐给 

成绩一般的学生、对于表现特别差的学生则不予推荐，分别对 

应着 。、 和 。以上面的概率图模型为例，通过收集毕业学 

生的信息，在知道学生期终学习成绩、四级成绩以及就业推荐 

情况下，推断教学质量的优劣。由于数据量 比较大，先建立数 

学模型对整体进行评估，用三支决策的规则进行分类： 

定义L(z)表示条件 下的学生总人数，如L(jo)表示就业 

推荐岗位比较好的总人数。 

(P，)当L(jo)>L( 1)且 L(jo)>L(jz)时，判定整体就业 

推荐情况“很好”，用 表示； 

( )当L(j1)>L(jo)且 L(j )>L( z)时，判定整体就业 

推荐情况“一般”，用 表示； 

(N )当L(jz)>L( )1tL(jz)>L( )时，判定整体就业 

推荐情况“较差”，用 z表示。 

对于学生成绩，当平均成绩大于或等于 80时划分为“优 

秀”，大于或等于 6O但小于 8O时划分为“良好”，平均分小于 60 

时视为“差”。同样利用上述规则，L(So)>L(S )且 L(So)> 

L(s2)时，整体视为“优秀”；L(s1)>L( )且L(s1)>L(s2)时，整 

体视为“良好”；当L(s )>L(s )且 L(s：)>L(s )时，整体视为 
“ ·= ，， 

。 

在概率图模型的推理结果中，对推理结果的两个状态集采 

取 3种不同的决策动作会带来不同的代价损失，推理结果的三 

支决策代价函数如表 4所列。 

表 4 推理结果的三支决策代价函数 

决策动作 课程难度 

困难 容易 

在上述的概率图模型中，得到数据 U一{ ，go)，在该条件 

下评估该院计算机科学与技术专业 2012级“课程难度”的概率 

P(Dtj ，go)。则由精确推理可得： 
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P(DIj1，go)=0P(D， 1，go)一目 P(D，E，S,jl，go) 

其中，0表示归一化常数，确保条件概率总和为 1；已知 D有两 

种取值即 和d ，当D取不同值时，分别用 Bayes网络的概率 

分布公式进行计算。 

当D为 时， 

P( 1 l，go) 

=oEEP(do，E，S， ，go) 

=o2∑P(do)P(E)P(Sldo，E)P(jl IS)P(go lE) 

=0P(do)~
．  

P(E)P(go fE) P(sf ，E)P(jl fs) 

一  (do){P(eo)P(go I eo)EP(so Ido，eo)P( 1 l SO)+P( l l 

do，勖)P( 1 fS1)+P(s2 fdo， )P( l{ )]+P(g1)P(go f 

e1)EP(s0 ld0，e1)P( 1 I S0)+P(s1 l d0， )P(jl 1 s1) 

+P(s2 jdo，e1)P( j I s2)]) 

将图 1概率图模型中的概率分布函数代人上式可得： 

P(do ，go) 

=0X0．3fo．6X0．7[O．4X0．4+O．5×0．5+O．1×0．3]+ 

0．4×0．2Eo．1×0．4+0．3×0．5+0．6×0．3]} 
一  ×0．3× (0．6×0．7×0．44+0．4×0．2×0．37) 

一  ×0．3×0．2144 

—0．064320 

当D为d 时， 

P(dj! 1，go) 

一 P(d1，E，5，j a，go) 

一02 P(d1)P(E)P(sIdl，E)P(jl lS)P(go lE) 

=OP(d1) P(E)P( lE) P(sld ，E)P(j Is) 

=OP(d】){P(eo)P(勖J e。)EP(so Jd】， )P(j】j s0)+ 

P(s1 ld】，eo)P( 1 1 S1)+P(S2 ldl，e0)P( 1 I S2)]+ 

P(e1)P( l e1)EP(s。l dl，e1)P(j1 1 S0)+P( I d1， 

e1)P(jl l S1)十P(52 ldl，e1)P( 1 l s2)]} 

一0．70{O．6×0．7Eo．6×0．4+0．35×0．5+0．05×0．3]+ 

0．4×0．zEo．2x0．4+0．4×0．5+0．4×0．3]} 

一0．7× (0．6×0．7×0．43+0．4×0．2×0．4) 

一0．7× ×0．2126 

—0．148820 

最后对结果归一化处理，取 0—1／(0．06432+0．14882) 

得 ： 

P(Dlji，go)一 (O．06432，0．14882)=(O．3018，0．6982) 

因此，在已知的统计数据下，可以推断出现有课程“难”的 

概率是 0．3018，“容易”的概率是 0．6982。 

在表 l所列代价函数 的基础上，构建一组带数学模型的 

三支决策代价函数。设状态集 Q一{X， }分别表示课程的 

难易，决策集 A={n ，ae，a }分别表示接受、延迟和拒绝决 

策 ， 、ABP和 ANP分别对应 z属于 X(困难)时采取动作 aP、 

ne、a 带来的代价损失； 、A 和 则对应 属于 X补集 

(容易)时采取动作 “，、ne、n 带来的代价损失。根据实际情 

况 ，令各损失函数如表 5所列。 

表 5 不同决策带来的代价函数 

决策动作 代价损失 

ap 

aB 

aN 

P1]一 O．1 

HP一 0．3 

XNp— O．8 

PN—O．7 

B̂N一 0．4 

NN：0．15 



代人阈值计算公式： 

得 

口一  
二 

( 尸~一 )+( BP—A ) ， j 

(2VN— ) 

一瓦 

0．7～ 0．4 

(0．7—0．4)+ (0．3—0．1) 

( B~～ ) 

( 且N—A~~)+( --,~BP) 

一 0．6 

一 = 面 一u·Zb3 

根据三支决策规则，可以得到以下决策： 

(P)若 P(Xl[ ])≥a，则xEP()S(x)； 

(B)若p<P(xi[ ])< ，则xEBND(X)； 

(N)若 P(X[-x])≤口，则xE NEG(X)。 

结合表 5中的代价函数分析 ，现将针对课程难易程度 do 

和 d 两种状态分别采取 3种决策动作(即肯定决策 、拒绝决 

策和延迟决策)进行分析。又因 do和d。概率之和为 1，故 

和 d 的概率不可能同时小于 ，也不可能同时大于 a，即 do 

和d 的决策动作不可能同时为肯定决策和拒绝决策。若 

划分到负域中，无论 d 划分到正域中还是边界域中，采取“提 

高难度”这一决策所带来的代价损失最小；同理，若d 划分到 

负域中，无论 d。划分到正域中还是边界域中，采取“降低难 

度”这一决策所带来的代价损失最小；若 和 d-同时划分到 

边界域中，采取“保持不变”这一决策是最佳的。最终所有可 

能的决策结果如表 6所列。 

表 6 最终所有可能的决策结果 

决策结果 ————
ap

— —  望 
aB

兰璧 —一
aN 

是 裹羹纛 量霎 耋 罄 
由三支决策规则得：do划分到边界域，而 d 划分到正域 

中。由表 6知，此时最佳决策结果应为“提高难度”。故推理 

结果是：现有课程偏容易，在以后的教学安排中，需要适 当提 

高难度，以便于提高整体教学水平。 

结束语 本文以概率图模型为基础，通过 Bayes推理方 

法，结合三支决策基本理论对代价决策问题进行研究，为解决 

现实问题提供了理论依据。在推理阶段，先从事件的因果关 

系中构建概率图模型，然后计算出推理结果发生的条件概率， 

再从代价分析的角度对三支决策理论进行扩展应用。在教学 

评估的问题中，根据不同的观测条件，对现实问题进行推理分 

析，最终做出最佳的决策方案。本研究基于以代价函数为确 

定值的三支决策模型，而在一些实际应用中，可能无法得到一 

组确定的代价函数，所以代价函数为模糊值情况下的应用研 

究将是我们下一步要研究和学习的要点。 
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