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基于卡诺图的三变量可逆逻辑综合算法
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摘　要　提出了一种基于卡诺图的可逆逻辑综合算法，该算法可以快速地求解带垃圾位的可逆逻辑综合问题。大量

特定的可逆逻辑门都不可避免地带有一定的垃圾位，如果使用真值表、置换群等经典可逆逻辑综合算法求解这些带垃

圾位的可逆逻辑门，则因无法获得全局状态而很难得到结果。根据卡诺图的特点，将可逆逻辑问题分解为多个变量分

别求解，无需关心全局状态。提出的卡诺图可逆逻辑综合算法根据在卡诺图上的邻接性将３变量可逆逻辑问题划分

为５个等价类；对每个等价类分别进行计算，在常数时间内解决了带垃圾位的可逆逻辑综合问题。
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１　简介

不可逆逻辑电路导致信息损失，信息损失导致能量散发。

在１９６０年早期，根据Ｌａｎｄａｕｅｒ的研究［１］，每个比特的信息量

损失会造成至少 ＫＴｌｎ２焦耳的能量散发。超大规模集成电

路若继续采用不可逆电路设计，其芯片能量散发导致的片体

发热将会限制其集成度的进一步提高。Ｂｅｎｎｅｔｔ于１９７３年证

明了必须使用可逆逻辑电路才能避免这 ＫＴｌｎ２焦耳的能量

散发［２］。理论上，使用可逆逻辑电路可以实现低热量的大规

模集成电路。至今可逆逻辑电路已经普遍运用于光计算、纳

米计算和量子计算等多个领域，因此对可逆逻辑综合的研究

至关重要。

若一个函数的输入和输出成双射，那么该函数可以称为

可逆函数，反之此函数不可逆。若一个逻辑门的输入和输出

成双射，则称该逻辑门为可逆门。用若干个可逆门级联而成

的逻辑电路称为可逆逻辑电路。

当前可逆逻辑综合有两个主要的研究方向：

（１）用可逆门在逻辑层面上实现某个输入幅度下的所有

可逆函数。

（２）用可逆门在逻辑层面上构造特定的函数，包括带垃圾

位的可逆函数。

对于第一个研究方向，目前已有较多研究成果，包括根据

真值表直接求解法、置换群法、邻接矩阵法、模板法和ＲＭ 展

开式法等［３－１０］。其主要的研究目标是用最少的代价综合任意

的可逆函数，但是最优性的要求导致算法只能在低量子比特

数时才能有效率地求解。对于第二个研究方向，自１９８５年

Ａｓｈｅｒ　Ｐｅｒｅｓ发现了 Ｐｅｒｅｓ门后就开始有大量学者进行研

究［１１］。从最早研究单一的新型可逆门开始，已过渡到研究特



定函数的可逆逻辑电路。某些可逆函数只要求某个特定的输

出，其他的输出称为垃圾位，例如加法电路、乘法电路、比较电

路、排序电路等［１２－１８］。这些特定函数大多数都是带垃圾位的

可逆函数，因此如何用可逆门来综合带垃圾位的可逆函数就

成为研究重点之一。

对于真值表、置换群和ＲＭ 展开式法等可逆逻辑综合算

法，必须先获得可逆函数的全局状态，才可以进行运算。但是

带垃圾位的可逆函数的全局状态难以获得，这是因为辅助变

量可以有多种取值，即对应着多种可逆函数。因此探寻新的

可逆逻辑综合解法势在必行。基于卡诺图的可逆逻辑算法不

从全局状态出发，每个输出变量产生一张卡诺图，从而可以比

较容易地综合带垃圾位的可逆函数。

本文提出了一种新的算法，即利用卡诺图描述问题，根据

卡诺图的邻接性将问题划分为若干个等价类，将可逆门的作

用表示为卡诺图上邻接最小项的移动，对带垃圾位的三变量

电路进行可逆逻辑综合。

２　背景知识

２．１　ＮＣＴ门库

当若干个可逆门可以综合任意一个可逆函数时，则称这

若干个门为一个门库。ＮＣＴ门库包含 ＮＯＴ门、ＣＮＯＴ门和

ＴＯＦＦＬＩ门。为简便表示，设 ＮＯＴ 门为⊕ｘ１，ＣＮＯＴ 门为

⊕ｘ２ｘ１，ＴＯＦＦＬＩ门为⊕
ｘ２ｘ３ｘ１
，其中上标表示控制端，下标表示受

控端。变量ｘ，ｙ，ｚ（ｘ，ｙ，ｚ∈｛０，１｝）作用于以上３个门的结果

如下：

ｘ
⊕
→
ｘ

１⊕ｘ

ｘ
⊕
→
ｙ
ｘ

ｙ⊕ｘ

ｘ
⊕ｙｚ

→
ｘ

ｙｚ⊕ｘ

（１）

２．２　扩展通用ＴＯＦＦＬＩ门

在ＴＯＦＦＬＩ门的基础上增加控制端，当多个控制端同时

为真时，受控端才发生翻转运算，如式（２）所示。将这种多控

制端的ＴＯＦＦＬＩ门称为通用ＴＯＦＦＬＩ门。特别地，ＣＮＯＴ门

也是一种只有一个控制端的通用ＴＯＦＦＬＩ门。

ｘｎ
⊕ｘ１ｘ２…ｘｎ－１ｘ

→
ｎ　

ｘ１ｘ２…ｘｎ－１⊕ｘｎ （２）

在ＴＯＦＦＬＩ门的控制端左右两侧添加非门以后，可以产

生一个新的可逆门，如式（３）所示。这个可逆门的特点是当控

制端为假时，受控端才发生翻转运算，将这种可逆门称为扩展

ＴＯＦＦＬＩ门。在本文提出的３变量可逆逻辑卡诺图算法中，

将使用扩展ＴＯＦＦＬＩ门来进行可逆逻辑综合。

ｘ
⊕珔ｙ

→
ｘ

ｙ⊕ｘ （３）

将扩展ＴＯＦＦＬＩ门和通用ＴＯＦＦＬＩ门相结合，称为扩展

通用ＴＯＦＦＬＩ门（ＥＧＴ门）。ＥＧＴ门在综合多变量的可逆逻

辑问题时可以以一种简单清晰的思路来解决问题。

２．３　卡诺图

卡诺图是逻辑函数的一种图形表示。将逻辑函数的最小

项表达式中的各最小项相应填入一个方格图内，此方格图称

为卡诺图。卡诺图的构造特点使其具有一个重要性质：可以

从图形上直观地找出相邻最小项。两个相邻最小项可以合并

为一个项并消去一个变量。用卡诺图来表达可逆逻辑具有真

值表不具备的优势：１）直观，整个可逆逻辑的最小项一目了

然；２）邻接性，卡诺图中每两个最小项都是邻接项，在进行可

逆逻辑综合时这是非常有用的属性；３）可化简性，可以很容易

地利用卡诺圈将２ｎ 个最小项组合为一个项。

３　基于卡诺图的可逆逻辑综合算法

３．１　ＮＣＴ门库在卡诺图上的作用

当可逆门对电路产生作用时，卡诺图也会随之发生改变。

本小节将介绍可逆门作用时卡诺图将如何进行变化。

以对ｂ做ＮＯＴ操作为例，全部的最小项变换公式为：

珔ａ珔ｂ珋ｃ
⊕
→
ｂ珔ａｂ珋ｃ　珔ａｂｃ

⊕
→
ｂ珔ａ珔ｂｃ

ａ珔ｂ珋ｃ
⊕
→
ｂ

ａｂ珋ｃ　珔ａｂ珋ｃ
⊕
→
ｂ珔ａ珔ｂ珋ｃ

珔ａ珔ｂｃ
⊕
→
ｂ珔ａｂｃ　ａｂｃ

⊕
→
ｂ

ａ珔ｂｃ

ａ珔ｂｃ
⊕
→
ｂ

ａｂｃ　ａｂ珋ｃ
⊕
→
ｂ

ａ珔ｂ珋ｃ

（４）

在卡诺图中表示以上变换后会产生如图１所示的效果。

图１　ＮＯＴ门在卡诺图上的表示

如图１所示，当电路经过一个 ＮＯＴ门⊕ｂ 时，在卡诺图

中ｂ为０的元素会与ｂ为１的元素进行交换。在卡诺图上的

表现形式是将第一列和第四列元素及第二列和第三列元素交

换。类似地，对ａ做 ＮＯＴ操作时会将第一行和第二行元素

交换。对ｃ做ＮＯＴ操作时会将第一列和第二列元素及第三

列和第四列元素交换。

当经过ＣＮＯＴ门时，以⊕ａｂ 为例，全部的最小项变换公式

为：

ａｂｃ
⊕ａ

→
ｂ

ａ珔ｂｃ　ａｂ珋ｃ
⊕ａ

→
ｂ

ａ珔ｂ珋ｃ

珔ａｂｃ
⊕ａ

→
ｂ珔ａｂｃ　珔ａｂ珋ｃ

⊕ａ

→
ｂ珔ａｂ珋ｃ

ａ珔ｂｃ
⊕ａ

→
ｂ

ａｂｃ　ａ珔ｂ珋ｃ
⊕ａ

→
ｂ

ａｂ珋ｃ

珔ａ珔ｂｃ
⊕ａ

→
ｂ珔ａ珔ｂｃ　珔ａ珔ｂ珋ｃ

⊕ａ

→
ｂ珔ａ珔ｂ珋ｃ

（５）

在卡诺图中表示以上变换后会产生如图２所示的效果。

图２　ＣＮＯＴ门在卡诺图上的表示

如图２所示，当电路经过一个ＣＮＯＴ门⊕ａｂ 时，在卡诺图

中的ａ为１的元素中，ｂ为０的元素会与ｂ为１的元素进行交

换。在卡诺图上的表现形式是在第二行控制端ａ为１的格子

中，将第二格和第三格元素及第一格和第四格元素进行交换。

可以明显看出，增加一个控制端后，在卡诺图上的变换方式就

７４５第６Ａ期 朱皖宁，等：基于卡诺图的三变量可逆逻辑综合算法



是按照控制端对图１中的变换方式取子集。如果使用扩展

ＴＯＦＦＬＩ门⊕珔ａｂ，则是对第一行的格子进行交换。

ａｂｃ
⊕ａｃ

→
ｂ

ａ珔ｂｃ　ａｂ珋ｃ
⊕ａｃ

→
ｂ

ａｂ珋ｃ

珔ａｂｃ
⊕ａｃ

→
ｂ珔ａｂｃ　珔ａｂ珋ｃ

⊕ａｃ

→
ｂ珔ａｂ珋ｃ

ａ珔ｂｃ
⊕ａｃ

→
ｂ
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→
ｂ珔ａ珔ｂ珋ｃ

（６）

在卡诺图中表示以上变换后会产生如图３所示的效果。

图３　ＴＯＦＦＬＩ门在卡诺图上的表示

如图３所示，当电路经过一个ＴＯＦＦＬＩ门时，在卡诺图中

只有两个元素进行交换，即两个控制变量都为１的两个元素

进行交换。可以明显看出，其在图２的基础上又取了交换的

子集。由此可以推断，通用ＴＯＦＦＬＩ门作用在卡诺图上的结

果是取比其少一个控制端ｋ的通用ＴＯＦＦＬＩ门在ｋ成立时的

交换子集。因此当在对超过３个变量的可逆逻辑电路使用

ＥＧＴ门库来进行综合时，依然可以很容易地将ＥＧＴ门转化

为卡诺图上的变换。

３．２　卡诺图的邻接性

若要将一个３变量可逆逻辑综合问题转换成卡诺图来表

示，则需先将每个输出变量变成一个卡诺图。在每张卡诺图

中根据析构范式将成真的最小项在相应的格子中填１，由于

整个函数可逆，因此在每张卡诺图中必然都只填写了一半的

格子，对于３变量的问题来说，每张卡诺图填写４个格子。而

可逆逻辑综合的目标就是将这些混乱的格子组合成某个变量

的４项卡诺圈。只需要根据３．１小节中介绍的各种变换规则

来变换卡诺图，将混乱的格子归为一个４项卡诺圈，再将这些

变换过程转换成可逆门即可完成可逆逻辑综合。

根据卡诺图的邻接性，３变量的可逆逻辑综合问题可以划

分成５个等价类：１）所有最小项都不邻接；２）两个不相邻的二

项卡诺圈；３）４个最小项都相邻，但是无法组成一个４项卡诺

圈；４）３个最小项项相邻，另外一个最小项孤立；５）４项卡诺圈。

对于相同的邻接性都可以使用相同的移动方法，因此一

共只需要５种移动流程即可解决３变量的可逆逻辑综合问

题。

３．３　基于卡诺图的可逆逻辑综合算法

算法１　基于卡诺图的可逆逻辑综合算法

输入：需要进行可逆逻辑综合的真值表

输出：一组可逆门序列

假设目标４项圈为ｘ，其他为ｙ和ｚ

Ｓｔｅｐ　１　当处于状态１时：经过两个ＣＮＯＴ门⊕ｙｚ⊕
ｚ
ｘ得到结果。

Ｓｔｅｐ　２　当处于状态２时：

　２．１．若其中一个２项圈就在目标４项圈中，用目标４项圈减去这个

２项圈得到新的２项圈，再将它与另外一个２项圈组合成新４

项圈ｗ。经过一个ＣＮＯＴ门⊕ｗｘ 得到结果。

　２．２．若两个２项圈都不在目标４项圈中，经过一个ＣＮＯＴ门⊕ｘｙ转

到Ｓｔｅｐ　１。

Ｓｔｅｐ　３　当处于状态３时：

　３．１．若其中３个最小项都在目标４项卡诺圈中，另外有两个可以覆

盖３项的最大覆盖集，则经过一个ＣＮＯＴ门⊕ｘｙ⊕
ｘ
ｚ，转到Ｓｔｅｐ

４。

　３．２．若其中３个最小项都在目标４项卡诺圈中，另外只有一个可以

覆盖３项的最大覆盖集ｗ，则取另外一个最大覆盖集４项卡诺

圈ｗ。若ｗ｛ｙ，ｚ｝，那么先经过一个非门⊕ｗ，再经过一个

ＣＮＯＴ门⊕ｘｗ，转到Ｓｔｅｐ　４。

　３．３．若只有２个最小项在目标４项卡诺圈中，取两个最大覆盖集，

设其中一个为ｗ，则经过一个ＣＮＯＴ门⊕ｗｘ，转到Ｓｔｅｐ　３。

　３．４．若只有１个最小项在目标４项卡诺圈中，做一个非门⊕ｘ转到

Ｓｔｅｐ　３。

Ｓｔｅｐ　４　当处于状态４时：取包含３个最小项的４项卡诺圈，用４项卡

诺圈减去３个最小项得到最小项，取此最小项和孤立最小项

所包含值相同的变量ｘ和ｙ，不同的则为ｚ，对孤立项做⊕ｘｙｚ
得到４项圈，转到ｓｔｅｐ　５。

Ｓｔｅｐ　５　当处于状态５时：将当前４项圈设为ｙ，目标４项圈设为ｘ，若

ｙ＝珔ｘ，则经过非门⊕ｘ，否则经过两个ＣＮＯＴ门⊕
ｘ
ｙ ⊕

ｙ
ｘ 得到

结果。

３．４　算法分析

证明：３．３节所述算法可以用不超过５次卡诺图判断得

到结果。

当处于Ｓｔｅｐ１，Ｓｔｅｐ２．１，Ｓｔｅｐ５时，可以通过一步得到结

果，即只需要一次卡诺图判断。

当处于Ｓｔｅｐ２．２，Ｓｔｅｐ４时，可以通过一步到达上述３步骤

之一，即只需要两次卡诺图判断。

当处于Ｓｔｅｐ３．１时，最小项的排列将会形成如图４所示

的形式。因为每个最大覆盖集都可以包含３个最小项，那么

必然有一个最小项是３个覆盖集都包含的，同时其他３个最

小项分别是某个覆盖集不能包含的，并且所有最小项是邻接

关系，可以得出结论：最小项排列必然是图４的形式。

图４　Ｓｔｅｐ３．１卡诺图

经过⊕ｘｙ ⊕ｘｚ 后，根据式（５）可知，被ｘ包含的３个最小项

除了ｘ值不变外，其他值都取反。不在ｘ中的最小项的值不

变，由于此最小项的邻接项在ｘ内并且除了ｘ 其他值都取

反，必然无法邻接（３个值中必须有２个值相同才可以邻接）。

因此转到Ｓｔｅｐ４，即只需要３次卡诺图判断。

当处于Ｓｔｅｐ３．２时，不在ｘ中的最小项与在ｘ 中邻接的

最小项必然同时在ｗ 中。反证法：如果不是，那么不在ｘ中

的最小项就必须与另外两个ｘ 中的最小项邻接，同时又不在

ｗ和ｘ以外的覆盖集中，因此最小项必然在ｘ中，从而产生

了悖论。经过⊕ｘｗ 后，不在ｘ中的最小项不变，而与之邻接的

最小项则移走，因此变成第四种情况，转到Ｓｔｅｐ４，即只需要４

次卡诺图判断。

当处于Ｓｔｅｐ３．３时，由于只有两项在ｘ中，又由于全部邻

８４５ 计 算 机 科 学 　２０１７年



接，容易知道必然有其他两个最大覆盖集可以覆盖３个最小

项（因为不可能只有一个最大覆盖集可以覆盖３个最小项）。

当经过了⊕ｗｘ 以后，不在ｗ中的那个最小项不动，其他３个ｘ

值取反，这样就会有３个最大覆盖集可以覆盖３个最小项。

此时有两种可能，如果ｗ 和ｘ 的交集有两个最小项，则经过

变换后有１个最小项在ｘ中，否则有３个在ｘ中。前面的情

况转到Ｓｔｅｐ３．４，即经过５次卡诺图判断；后面的情况转到

Ｓｔｅｐ３．１，即经过４次卡诺图判断。

当处于Ｓｔｅｐ３．４时，由于只有一个最小项在目标４项卡

诺圈中，说明此时４个最小项中有３个含有珚ｘ 且１个含有ｘ，

因此根据式（４）可知经过⊕ｘ 后，４个最小项将含有１个珚ｘ和３

个ｘ，即跳转到Ｓｔｅｐ３．１，共需要４次卡诺图判断。

在此前的研究中，时间复杂度是与变量数大小相关的多

项式复杂度解，而本算法给出的为常数解，因此大大提高了计

算效率。下面给出一个实例，用本文介绍的算法进行求解。

采用文献［３］中的例题：表１是一个需要进行可逆逻辑综

合的电路的真值表，左边变量ａ，ｂ，ｃ为输入的值，右边变量

ａ０，ｂ０，ｃ０ 为输出的值。先根据真值表的３个输出绘制卡诺

图。

表１　例题的真值表

ｉ　 ｃ　 ｂ　 ａ　 ｊ　 ｃ０ ｂ０ ａ０
０　 ０　 ０　 ０　 ２　 ０　 １　 ０
１　 ０　 ０　 １　 ６　 １　 １　 ０
２　 ０　 １　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０
３　 ０　 １　 １　 １　 ０　 ０　 １
４　 １　 ０　 ０　 ７　 １　 １　 １
５　 １　 ０　 １　 ３　 ０　 １　 １
６　 １　 １　 ０　 ５　 １　 ０　 １
７　 １　 １　 １　 ４　 １　 ０　 ０

图５是根据真值表得到的卡诺图。根据本文算法，先从

变量ａ０ 开始。

　　　　变量ａ０　　　　　　　　变量ｂ０　　　　　　　　变量ｃ０

图５　根据真值表得到的３个变量的卡诺图

根据图形可知其属于第四种分类：３个最小项相邻，另外

一个最小项孤立。因此直接跳至Ｓｔｅｐ　４，取包含３个相邻最

小项的４项圈为ｃ，减去３个最小项得到ａｂｃ，孤立最小项为

ａｂ珋ｃ，可得相同值的变量为ａ和ｂ。因此令：

ｘ＝ａ

ｙ＝ｂ

ｚ＝ｃ
经过门⊕ａｂｃ 后可得到图６，并转到Ｓｔｅｐ　５。

　　　　变量ａ０　　　　　　　　变量ｂ０　　　　　　　　变量ｃ０

图６　经过门⊕ａｂｃ 后３个变量的卡诺图

根据Ｓｔｅｐ　５，由于当前４项圈为ｃ，目标４项圈为ａ，因此

令：

ｘ＝ａ

ｙ＝ｃ

令图６经过门⊕ａｃ 后可得图７。

　　　　变量ａ０　　　　　　　　变量ｂ０　　　　　　　　变量ｃ０

图７　经过⊕ａｃ 门后３个变量的卡诺图

图７经过门⊕ｃａ 后可得图８。

　　　　变量ａ０　　　　　　　　变量ｂ０　　　　　　　　变量ｃ０

图８　经过⊕ｃａ门后３个变量的卡诺图

由图８可以看出，此时变量ａ０ 已经处理完毕，根据算法

继续处理变量ｂ０，此时为４项圈，直接进入Ｓｔｅｐ　５，当前４项

圈为珔ｂ，目标４项圈为ｂ，因此经过门⊕ｂ 后可得图９所示的卡

诺图。

　　　　变量ａ０　　　　　　　　变量ｂ０　　　　　　　　变量ｃ０

图９　经过⊕ｂ门后３个变量的卡诺图

由图９可以看出，此时变量ｂ０ 已经处理完毕，根据算法

继续处理变量ｃ０，ｃ０ 已经处于４项圈ｃ状态，因此算法结束。

最终输出结果为⊕ａｂｃ ⊕ａｃ ⊕ｃａ ⊕ｂ。

当扩展到更多变量的可逆逻辑综合问题上时，可选择

ＥＧＴ门库。ＥＧＴ门库可以很容易地转化为卡诺图上的移

动。然后根据变量数量确定邻接等价类，将可逆逻辑综合继

续分到每个等价类上求解。如果选择其他的门库来进行综合

（例如ＮＣＴ门库），只会使得在每个等价类上进行求解的复杂

度变大，而不会影响到整个算法的正确性。

结束语　不可逆逻辑电路生成的大规模集成电路面临高

能耗和高发热的难题，此难题已经大大影响了现代集成电路

的集成度。理论上，使用可逆逻辑来生成集成电路可以解决

该问题。在当前的可逆逻辑综合研究中，解决带垃圾位的特

定可逆逻辑综合电路是一个焦点问题。

本文利用卡诺图，不从全局状态出发，分别对每个变量进

行求解。给出了ＮＣＴ门库作用在卡诺图上的变换方式和公

式，同时给出了扩展通用 ＴＯＦＦＬＩ门在卡诺图上的变换方

式。通过对可逆逻辑问题在卡诺图上的邻接性的研究，将可

逆逻辑问题根据邻接性划分为５个等价类。最后对每个类分

别进行变换，解决了带垃圾位的可逆逻辑综合问题。

９４５第６Ａ期 朱皖宁，等：基于卡诺图的三变量可逆逻辑综合算法
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