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基于插值小波塔式分解算法的图像边缘检测
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摘　要　在应用经典小波检测图像边缘时，通常利用离散积分替代连续积分获取小波系数。由于离散积分仅 仅 是 连

续积分的近似表达，因此这种方法在获取图像边缘时很难避免数值计算误差，这使得在检测图像细节部分时容易出现

定位不准和边缘不清晰等问题。为了避免上述问题，利用插值小波采样理论中像素值即为插值小波系数的特殊性质，

将插值共轭滤波器与 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法相结合，给出一种新的图像边缘检测算法。将该算法与经典小波算法进行

对比实验，结果表明，该方法能够检测出经典小波算法无法检测到的边缘细节，且最终得到的图像边缘清晰完整，从而

验证了该算法的有效性。
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１　引言

边缘通常是指灰度有 阶 跃 或 屋 顶 变 化 的 像 素 点 集 合，是

图像处理中重要的研究对象。微分算子由于对高频信号极其

敏 感，可 以 有 效 反 映 出 像 素 的 跃 变，因 此 被 广 泛 应 用 于 传

统 的 边 缘 检 测 算 法。但 是，当 图 像 含 有 大 量 噪 声 时，这 些

算 法 很 难 对 含 有 大 量 高 频 成 分 的 边 缘 和 噪 声 都 进 行 准 确

的 区 分。

为了解决上述问题，Ｍａｌｌａｔ［１－２］提 出 了 基 于 小 波 系 数 模 极

大值的边缘检测方法。由于小波变换具有良好的时频分析能

力，能够检测出图像局部区域的高频突变，因此将小波变换应

用于边缘检测［３－５］不但可以获得较高的检测精度，而且可以有

效抑制噪声的影响，这使得小波变换成为图像边缘检测的有

力工具而迅速得到广泛应用，并且出现了许多在小波变换基

础上的改进算法。例如，文献［６］提出了基于全向小波的图像

边缘检测方法，文 献［７］采 用 基 于 三 次Ｂ样 条 小 波 变 换 自 适

应阈值多尺度边缘检测算法，文献［８］将小波变换与数学形态

学结合起来实现 边 缘 检 测，文 献［９］提 出 了Ｃａｎｎｙ准 则 结 合

小波变换的算法。

虽然上述算法取得了 许 多 重 要 成 果，但 是 这 些 基 于 求 取

小波系数模极大值的方法都存在一些缺陷，不仅计算量较大，

而且对阈值和梯度矢量方向的选取敏感，因而实现起来较为

复杂。由于在小波采样 理 论 中，采 样 值 本 身 可 以 看 作 小 波 系

数［１０－１１］，因此应 用 插 值 小 波 能 够 有 效 地 提 高 小 波 变 换 的 效

率，从而提高边缘检 测 效 率。文 献［１１］提 出 的 构 造 插 值 滤 波

器（插值小波对应的滤波器组）的方法则为将插值小波理论应

用于图像处理提供了 有 力 条 件。本 文 基 于 上 述 思 想，结 合 文

献［１１］中关于插值小 波 稀 疏 表 达 的 推 论，提 出 将 插 值 滤 波 器

和 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法相结合的方法，由 此 可 以 快 速 地 获 取

小波系数，进而实现图像边缘的有效检测。



２　插值小波与分解算法

２．１　经典小波算法的不足

设（ｘ）为尺度函数，ψ（ｘ）为其对应的小波函数，｛Ｖｊ｝ｊ∈瓕
构成Ｌ２（ＲＲ）上 的 多 分 辨 分 析，Ｗｊ 为 小 波 空 间，且 满 足 条 件

Ｖｊ＋１＝Ｖｊ ⊕Ｗｊ，其中⊕表示正交直和，则对任意函数ｆ（ｘ）∈

Ｌ２（ＲＲ）都有级数：

ｆ（ｘ）＝∑
ｋ∈瓕
　∑
ｊ∈瓕
　ｃｊｋψ（２ｊｘ－ｋ） （１）

其中，｛ｃｊｋ｝ｋ∈ＺＺ为小波系数，且

ｃｊｋ ＝〈ｆ（ｘ），ψ（２ｊｘ－ｋ）〉＝∫
＋∞

ｘ＝－∞
ｆ（ｘ）ψ＊（２ｊｘ－ｋ）ｄｘ

（２）

另一方面，因为多维小 波 可 以 由 单 维 小 波 通 过 张 量 积 生

成，即二维小波ψ（ｘ，ｙ）＝ψ１（ｘ）ψ２（ｙ），所 以 式（１）和 式（２）在

二维的情况下分别可表示为：

ｆ（ｘ）＝ ∑
ｋ，ｍ∈瓕
　∑
ｊ∈瓕
ｃｊｋ，ｍψ（２ｊｘ－ｋ）ψ（２ｊｘ－ｍ） （３）

ｃｊｋ，ｍ＝〈ｆ（ｘ，ｙ），ψ（２ｊｘ－ｋ，２ｊｙ－ｍ）〉

＝∫
＋∞

ｘ＝－∞∫
＋∞

ｙ＝－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ψ＊（２ｊｘ－ｋ，２ｊｙ－ｍ）ｄｘｄｙ

（４）

由边缘检测理论可知，图 像 边 缘 检 测 的 关 键 在 于 获 得 小

波系数。然 而 在 经 典 小 波 理 论 中，小 波 系 数 的 求 取 依 赖 于

式（２）和式（４）所示的积分运算。由于数字图像通常表述为二

维数值矩阵的形式，因此将式（４）应用于图像处理时需要利用

离散积分代替连续积分，即式（４）可近似表示为：

ｃｊｋ，ｍ≈∑
ｌ
∑
ｎ
ｆ（ｘｌ，ｙｎ）ψ＊（２ｊｘｌ－ｋ，２ｊｙｎ－ｍ）ΔｘΔｙ （５）

根据黎曼积分公式，有

ｌｉｍ
Δｘ→０
Δｙ→０

∑
ｌ
∑
ｎ
ｆ（ｘｌ，ｙｎ）ψ＊（２ｊｘｌ－ｋ，２ｊｙｎ－ｍ）ΔｘΔｙ

　＝∫
＋∞

ｘ＝－∞∫
＋∞

ｙ＝－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ψ＊（２ｊｘ－ｋ，２ｊｙ－ｍ）ｄｘｄｙ （６）

式（６）意味着当采 样 数 据 足 够 稠 密 时，式（５）能 够 较 好 地

逼近式（４），从而获得良好的边缘检测效果。

然而随着图像边缘检测分辨率要求的提高，应用式（５）近

似替代式（４）获取小波 系 数 的 方 法 已 经 难 以 满 足 实 际 应 用 的

需要。设Δｘ和Δｙ分别表 示 图 像 采 集 设 备 水 平 和 竖 直 方 向

的像素物理间隔，那么在分辨率为２ｊ 的情况下，应用式（５）获

取的小波系数可表述为：

ｃｊｋ，ｍ≈∑
ｋ１
∑
ｋ２
ｆ（ｋ１Δｘ，ｋ２Δｙ）×ψ＊（２ｊｋ１Δｘ－ｋ，

２ｊｋ２Δｙ－ｍ）ΔｘΔｙ （７）

然而当尺度增加为２ｊ＋１时，则应用式（５）得到的相应小波

系数：

ｃｊ＋１ｋ，ｍ≈∑
ｋ１
∑
ｋ２
ｆ（ｋ１Δｘ，ｋ２Δｙ）×ψ＊（２ｊ

＋１　ｋ１Δｘ－ｋ，

２ｊ＋１　ｋ２Δｙ－ｍ）ΔｘΔｙ （８）

令Δｘ′＝２Δｘ，Δｙ′＝２Δｙ，则式（８）可表示为：

ｃｊ＋１ｋ，ｍ≈
１
４∑ｋ１

∑
ｋ２
ｆ（１２ｋ１Δｘ′

，１
２ｋ２Δｙ′

）×ψ＊（２ｊｋ１Δｘ′－ｋ，

２ｊｋ２Δｙ′－ｍ）Δｘ′Δｙ′ （９）

另一方面，由式（４）可知基于连续积分的ｃｊ＋１ｋ，ｍ 表达式：

ｃｊ＋１ｋ，ｍ＝∫
＋∞

ｘ＝－∞∫
＋∞

ｙ＝－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ψ＊（２ｊ

＋１　ｘ－ｋ，２ｊ＋１　ｙ－ｍ）ｄｘｄｙ

＝１４∫
＋∞

ｘ＝－∞∫
＋∞

ｙ＝－∞
ｆ（１２ｘ

，１
２ｙ
）ψ＊（２ｊｘ－ｋ，２ｊｙ－ｍ）

ｄｘｄｙ （１０）

因此式（９）是式（１０）在Δｘ′＝２Δｘ，Δｙ′＝２Δｙ条件下的离

散积分近似。比较式（９）与 式（７），可 以 发 现 当 提 高 图 像 处 理

的分辨率２ｊ，即使图像采集设备的物理像素间隔Δｘ和Δｙ不

变，应用式（５）获取小波系数时，其在数学意义上的像素间隔

Δｘ′和Δｙ′也会不断增 加。因 此 当 人 们 提 高 图 像 边 缘 检 测 的

分辨率时，应用离散积分代替连续积分时会产生较大误差，导

致不能得到准确的小 波 系 数，进 而 影 响 最 后 的 检 测 效 果。反

之，若要获得更精确的小波系数，则会牺牲图像分辨率。由此

可知，经典小波算法中存在图像分辨率与小波系数求解精度

之间的矛盾。

基于插值小波特性来进行 Ｍａｌｌａｔ塔 式 分 解 的 优 势 在 于，

其可以避免应用传统积分的方式来求取小波系数，克服上述

经典小波算法中的矛盾，在保证图像分辨率的同时获得精准

的小波系数，进而得到良好的边缘检测效果。

２．２　插值小波的相关性质

根据文献［１１］中的相关理论，若Ｓ（ｘ）为插值尺度函数，

Ｓψ（ｘ）为插值小波函数，则满足对任意ｆｓ（ｘ）∈Ｖｊ，ｒｓ（ｘ）∈Ｗｊ，

ｊ∈ＺＺ，总有唯一的级数表达：

ｆｓ（ｘ）＝∑
ｋ∈瓕
ｆｓ（ｋ／２ｊ）Ｓ（２ｊｘ－ｋ） （１１）

及

ｒｓ（ｘ）＝∑
ｋ∈瓕
ｒｓ（ｋ／２ｊ＋１／２ｊ＋１）Ｓψ（２ｊｘ－ｋ） （１２）

与经典小 波 级 数 相 比，式（１１）和 式（１２）表 明Ｓ（ｘ）和

Ｓψ（ｘ）事 实 上 分 别 是 以 ｛ｆｓ（ｋ／２ｊ）｝ｋ∈瓕 和 ｛ｒｓ（ｋ／２ｊ ＋１／

２ｊ＋１）｝ｋ∈瓕（即位于ｘ＝ｋ／２ｊ 和ｘ＝（２ｋ＋１）／２ｊ 的ｆｓ（ｘ）和ｒｓ（ｘ）

采样值）作为尺度函数 系 数 和 小 波 系 数 的 特 殊 尺 度 函 数 和 小

波函数。

式（１１）和式（１２）提示我们可以利用像素值为插值小波系

数的特殊性质，对图像进行Ｍａｌｌａｔ塔式分解。这意味着如果

知道插值小波对应的低、高通滤波器：

Ｐｓ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｐｓｋｅ－ｉｗｋ／２

Ｑｓ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｑｓｋｅ－ｉｗｋ／

烅
烄

烆 ２

（１３）

及其相应的对偶滤波器：

Ｇｓ（ｗ）＝
１
２ ∑

＋∞

ｎ＝－∞
ｇｓｎｅ－ｉｗｎ／２

Ｈｓ（ｗ）＝
１
２ ∑

＋∞

ｎ＝－∞
ｈｓｎｅ－ｉｗｎ／

烅
烄

烆
２

（１４）

那么即使不依靠式（３）和 式（６）的 离 散 积 分，也 可 以 获 得 分 解

后的小波 系 数。这 里｛ｑｓｋ｝ｋ∈瓕，｛ｐｓｋ｝ｋ∈瓕，｛ｇｓｎ｝ｎ∈瓕，｛ｈｓｎ｝ｎ∈瓕 ∈

ｌ　２，且Ｐｓ（ｗ）和Ｑｓ（ｗ）满足条件：

Ｓ
∧
（ｗ）＝Ｐｓ（ｗ）Ｓ

∧
（ｗ／２）

Ｓ
∧
ψ（ｗ）＝Ｑｓ（ｗ）Ｓ

∧
（ｗ／２

烅
烄

烆 ）
（１５）

其中，Ｓ
∧
（ｗ）和Ｓ

∧
ψ（ｗ）分别为Ｓ（ｘ）和Ｓψ（ｘ）的傅里叶变换。

由式（１５）可知，低通插值滤波器可表示为：

Ｐｓ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
Ｓ
∧
（ｗ＋４ｋπ） （１６）

因此低通插值滤波器的频域表达是插值尺度函数傅里叶
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变换以４π为周期的延拓。由文献［１０］可知，插值小波尺度函

数Ｓ
∧
（ｗ）可由小波尺度函数

∧
（ｗ）通过式（１７）来获得。

Ｓ
∧
（ｗ）＝ 

∧
（ｗ）

∑
＋∞

ｋ＝－∞

∧
（ｗ＋２ｋπ）

（１７）

另一方面，文 献［１１］提 出 了 一 种 基 于 低 通 插 值 滤 波 器

Ｐｓ（ｗ）来构建高通插值滤波器Ｑｓ（ｗ）的通用算法，即

Ｑｓ（ｗ）＝
ｅ－ｉｗ／２　Ｅｓ（ｗ＋２π）Ｐｓ（ｗ＋２π）

Ｐｓ（ｗ＋２π）Ｅｓ（ｗ＋２π）＋Ｐｓ（ｗ）Ｅｓ（ｗ）
（１８）

其中，Ｅｓ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
｜Ｓ
∧
（ｗ／２＋２ｋπ）｜２。因此只要已知小波尺

度函数
∧
（ｗ），就可以由式（１６）－式（１８）来获得其对应的插值

滤波器组（Ｐｓ（ｗ），Ｑｓ（ｗ））。与 此 同 时，由 经 典 小 波 理 论 可

得：

Ｇｓ（ｗ）＝
Ｑｓ（－ｗ）

Ｑｓ（－ｗ）Ｐｓ（ｗ）－Ｑｓ（ｗ）Ｐｓ（－ｗ）

Ｈｓ（ｗ）＝
Ｐｓ（－ｗ）

Ｑｓ（ｗ）Ｐｓ（－ｗ）－Ｐｓ（ｗ）Ｑｓ（－ｗ

烅

烄

烆 ）

（１９）

求得（Ｐｓ（ｗ），Ｑｓ（ｗ））后，再 利 用 式（１９）即 可 得 到 插 值 小

波对偶滤波器组（Ｇｓ（ｗ），Ｈｓ（ｗ））。这 为 应 用 Ｍａｌｌａｔ塔 式 分

解算法基于像素值来直接获取图像边缘提供了基础条件。

２．３　在插值小波条件下的 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法

假设ｆｊ（ｘ）∈Ｖｊ，由Ｖｊ＝Ｖｊ－１⊕Ｗｊ－１可知，存在ｆｊ（ｘ）在

Ｖｊ－１空间和Ｗｊ－１空间上的正交投影ｆｊ－１（ｘ）与ｒｊ－１（ｘ），使得

ｆｊ（ｘ）＝ｆｊ－１（ｘ）＋ｒｊ－１（ｘ），且满足条件

ｆｊ－１（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｊ－１ｋ （２ｊ

－１　ｘ－ｋ）

ｒｊ－１（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｄｊ－１ｋ ψ（２ｊ

－１　ｘ－ｋ
烅
烄

烆 ）
（２０）

其中，｛ｃｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕 和｛ｄｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕 分 别 表 示ｆｊ－１（ｘ）和ｒｊ－１（ｘ）在

Ｖｊ－１和Ｗｊ－１空间对 应 的 尺 度 函 数｛（２ｊ
－１　ｘ－ｋ）｝ｋ∈瓕 和 小 波

｛ψ（２ｊ
－１　ｘ－ｋ）｝ｋ∈瓕 的系数。由式（２０）可得：

ｆｊ（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｊｋ（２ｊｘ－ｋ）＝ｆｊ－１（ｘ）＋ｒｊ－１（ｘ）

＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｃｊ－１ｋ （２ｊ

－１　ｘ－ｋ）＋ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｄｊ－１ｋ ψ（２ｊ

－１　ｘ－ｋ）

（２１）

另一方面，令

Ｐ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｐｋｅ－ｉｗｋ／２ （２２）

Ｑ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｑｋｅ－ｉｗｋ／２ （２３）

分别为（ｘ）与ψ（ｘ）对 应 的 二 尺 度 低 通 及 高 通 滤 波 器，即 满

足条件


∧
（ｗ）＝Ｐ（ｗ）

∧
（ｗ／２）

ψ
∧
（ｗ）＝Ｑ（ｗ）

∧
（ｗ／２

烅
烄

烆 ）
（２４）

其相应的对偶低、高通滤波器分别表示为：

Ｇ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｇｋｅ－ｉｗｋ／２ （２５）

Ｈ（ｗ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｈｋｅ－ｉｗｋ／２ （２６）

其中，｛ｐｋ｝ｋ∈瓕，｛ｑｋ｝ｋ∈瓕，｛ｇｋ｝ｋ∈瓕，｛ｈｋ｝ｋ∈瓕 ∈ｌ２。那 么 由 经 典

小波理论可知，只要已知Ｖｊ 空间中的小波系数｛ｃｊｋ｝ｋ∈瓕，即可

通过 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法求得Ｖｊ－１空间和Ｗｊ－１空间 中 的 小

波系数｛ｃｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕 与｛ｄｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕，即

ｃｊ－１ｋ ＝∑
ｌ
ｇｌ－２ｋｃｊｌ

ｄｊ－１ｋ ＝∑
ｌ
ｈｌ－２ｋｃｊ

烅
烄

烆 ｌ

（２７）

对于插值小波和插值尺度函数来说，｛Ｓ（２ｊ－１　ｘ－ｋ）｝ｋ∈瓕
与｛Ｓψ（２ｊ－１　ｘ－ｋ）｝ｋ∈瓕分别为Ｖｊ－１空间和Ｗｊ－１空间中的Ｒｉｅｓｚ
基，根据式（１１）和式（１２），式（２１）和式（２１）的分解关系又可以

表述为：

ｆｊ－１（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｆｊ－１（ｋ／２ｊ－１）Ｓ（２ｊ－１　ｘ－ｋ）

ｒｊ－１（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｒｊ－１（ｋ／２ｊ－１＋１／２ｊ）Ｓψ（２ｊ－１　ｘ－ｋ

烅
烄

烆 ）
（２８）

ｆｊ（ｘ）＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｆｊ（ｋ／２ｊ）Ｓ（２ｊｘ－ｋ）

＝ ∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｆｊ－１（ｋ／２ｊ－１）Ｓ（２ｊ－１　ｘ－ｋ）＋

∑
＋∞

ｋ＝－∞
ｒｊ－１（ｋ／２ｊ－１＋１／２ｊ）Ｓψ（２ｊ－１　ｘ－ｋ） （２９）

因此式（２８）中 的｛ｆｊ－１（ｋ／２ｊ－１）｝ｋ∈瓕 和｛ｒｊ－１（ｋ／２ｊ－１＋

１／２ｊ）｝ｋ∈瓕 等价于式（２０）中的｛ｃ　ｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕 和｛ｄｊ－１ｋ ｝ｋ∈瓕。由 上 述

分析可知，在插值 小 波 条 件 下，式（２７）的 Ｍａｌｌａｔ塔 式 分 解 算

法可以表述为：

ｆｊ－１（ｋ／２ｊ－１）＝∑
ｌ
ｇｓｌ－２ｋｆｊ（ｌ／２ｊ）

ｒｊ－１（ｋ／２ｊ－１＋１／２ｊ）＝∑
ｌ
ｈｓｌ－２ｋｆｊ（ｌ／２ｊ

烅
烄

烆 ）
（３０）

其中，｛ｇｓｎ｝ｎ∈瓕，｛ｈｓｎ｝ｎ∈瓕 分别为式（１４）中定义的低、高通插值对

偶滤波器 序 列。令ｆｓｊ＝｛ｆｊ（ｋ／２ｊ）｝ｋ∈瓕，ｒｓｊ－１＝｛ｒｊ－１ｋ／２ｊ－１＋

１／２ｊ）｝ｋ∈瓕，则ｆｓｊ－１和ｒｓｊ－１可 分 别 看 成 采 样 值ｆｓｊ 的 低 频 信 号

和细节信号。对低频信 号 递 归 应 用 小 波 分 解 算 法，则 可 得 到

在不同分辨率下的细节信号。插值小波条件下的一级分解流

程图如图１所示。

图１　一维插值小波分解算法流程图

上述分析表明，与经典小波分解算法相比，利用插值对偶

滤波器可以通过采样值ｆｓｊ 直接获得小波系数，避免了函数与

小波作内积，从而简化了小波系数的计算过程，提高了小波系

数的精度。

３　基于二维插值小波的边缘检测算法

３．１　二维 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法

为了应用 插 值 小 波 进 行 图 像 处 理，这 里 先 讨 论 二 维 的

Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法。

设｛Ｖ２
ｊ｝ｊ∈瓕 构成尺度函数φ（ｘ，ｙ）＝（ｘ）（ｙ）生 成 的 多

分辨分析，则

｛φｊ，ｋ，ｍ（ｘ，ｙ）＝２ｊφ（２ｊｘ－ｋ，２ｊｙ－ｍ）｝ｋ，ｍ∈瓕 （３１）

构成Ｖ２
ｊ 的一组Ｒｉｅｓｚ基，且有Ｖ２

ｊ＝Ｖ２
ｊ－１⊕Ｗ２

ｊ－１，其中

Ｗ２
ｊ－１＝（Ｖｊ－１Ｗｊ－１）⊕（Ｗｊ－１Ｖｊ－１）⊕（Ｗｊ－１Ｗｊ－１）

（３２）

令

ψ
１（ｘ，ｙ）＝（ｘ）ψ（ｙ）

ψ
２（ｘ，ｙ）＝ψ（ｘ）（ｙ）

ψ
３（ｘ，ｙ）＝ψ（ｘ）ψ（ｙ

烅
烄

烆 ）

（３３）
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则｛ψ
１
ｊ，ｋ，ｍ（ｘ，ｙ），ψ

２
ｊ，ｋ，ｍ（ｘ，ｙ），ψ

３
ｊ，ｋ，ｍ（ｘ，ｙ）｝ｋ，ｍ∈瓕 构 成Ｗ２

ｊ 的 一

组Ｒｉｅｓｚ基。

设ｆｊ（ｘ，ｙ）∈Ｖ２
ｊ，由Ｖ２

ｊ＝Ｖ２
ｊ－１⊕Ｗ２

ｊ－１知，存 在ｆｊ（ｘ，ｙ）

在Ｖ２
ｊ－１空间和Ｗ２

ｊ－１空间上的正交投影ｆｊ－１（ｘ，ｙ），ｒｊ－１（ｘ，ｙ）

和序列｛ｃｊｋ，ｍ｝ｋ，ｍ∈瓕，｛ｄｊ－１
，１

ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，｛ｄｊ－１
，２

ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，｛ｄｊ－１
，３

ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，

使得

ｆｊ（ｘ，ｙ）＝∑
ｋ，ｍ
ｃｊｋ，ｍφｊ，ｋ，ｍ＝ｆｊ－１（ｘ，ｙ）＋ｒｊ－１（ｘ，ｙ）

＝∑
ｋ，ｍ
ｃｊ－１ｋ，ｍφｊ－１，ｋ，ｍ＋∑ｋ，ｍｄ

ｊ－１，１
ｋ，ｍ ψ

１
ｊ－１，ｋ，ｍ＋

∑
ｋ，ｍ
ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ψ

２
ｊ－１，ｋ，ｍ＋∑

ｋ，ｍ
ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ψ

３
ｊ－１，ｋ，ｍ （３４）

其中

ｒｊ－１（ｘ，ｙ）＝∑
ｋ，ｍ
ｄｊ－１，１ｋ，ｍ ψ

１
ｊ－１，ｋ，ｍ＋∑

ｋ，ｍ
ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ψ

２
ｊ－１，ｋ，ｍ＋

∑
ｋ，ｍ
ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ψ

３
ｊ－１，ｋ，ｍ （３５）

令｛ｇｋ｝ｋ∈瓕 与｛ｈｋ｝ｋ∈瓕 为式（２５）与式（２６）定义的滤波 器 序

列，则有二维 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法：

ｃｊ－１ｋ，ｍ＝∑
ｌ
∑
ｎ
ｇｌ－２ｋｇｎ－２　ｍｃｊｌ，ｎ

ｄｊ－１，１ｋ，ｍ ＝∑
ｌ
∑
ｎ
ｇｌ－２ｋｈｎ－２　ｍｃｊｌ，ｎ

ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ＝∑
ｌ
∑
ｎ
ｈｌ－２ｋｇｎ－２　ｍｃｊｌ，ｎ

ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ＝∑
ｌ
∑
ｎ
ｈｌ－２ｋｈｎ－２　ｍｃｊｌ，

烅

烄

烆 ｎ

（３６）

若｛ｃｊｌ，ｎ｝表示图像对应的小波系数，则式（３６）将该图像分

解为４个系数子集｛ｃｊ－１ｋ，ｍ｝，｛ｄｊ－１
，１

ｋ，ｍ ｝，｛ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ｝，｛ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ｝，其 中 每

个子集的 大 小 是｛ｃ　ｊｌ，ｎ｝的１／４。由 于｛ｇｋ｝ｋ∈瓕 为 低 通 滤 波 器，

｛ｈｋ｝ｋ∈瓕 为高通滤波器，则由式（３６）及小波理论可 知，｛ｄｊ－１，１ｋ，ｍ ｝

主要包含该图像行方向低频和列方向高频的成分，因此对应

其垂直方向细节。依此类推，｛ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ｝对应该图像水平方向细

节，｛ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ｝对应该图 像 对 角 线 方 向 细 节。上 述 分 析 说 明，只

要获得图像对应的小波系数｛ｃｊｌ，ｎ｝和滤波器序列，就可以通过

二维 Ｍａｌｌａｔ塔式分解算法来实现对该图像的边缘检测。

３．２　插值小波边缘检测算法

３．２．１　二维插值小波分解

令图像描述对象为ｆＪ（ｘ，ｙ），显 然ｆＪ（ｘ，ｙ）为 能 量 有 限

的函数。因 此 根 据 多 分 辨 分 析 理 论，存 在 逼 近 空 间ＶＪ
｛Ｖｊ｝ｊ∈瓕，使得ｆＪ（ｘ，ｙ）∈ＶＪ，这 里Ｊ为 一 个 固 定 尺 度。由 采

样理论可知，大 小 为 Ｎ１×Ｎ２ 的 图 像 可 表 示 为 矩 阵Ａｍａｐ＝
［ａｎ，ｍ］Ｎ１×Ｎ２，其中，ａｎ，ｍ＝ｆ（ｎ／２Ｊ，ｍ／２Ｊ）∈ｌ２ 为 图 像 在 点（ｎ，

ｍ）处的灰度值，（ｎ，ｍ）表 示 像 素 点（采 样 点）在 图 像 矩 阵 中 的

坐标。设Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｓ（ｘ）Ｓ（ｙ）为 插 值 尺 度 函 数，则 根 据 插

值小波理论，在Ｖ０ 空间中存在以下插值小波：

Ｓψ１（ｘ，ｙ）＝Ｓ（ｘ）Ｓψ（ｙ）

Ｓψ２（ｘ，ｙ）＝Ｓψ（ｘ）Ｓ（ｙ）

Ｓψ３（ｘ，ｙ）＝Ｓψ（ｘ）Ｓψ（ｙ
烅
烄

烆 ）

（３７）

其与｛Ｓｊ，ｋ，ｍ（ｘ，ｙ）｝ｋ，ｍ∈瓕 分别构成Ｗ２
ｊ 空间和Ｖ２ｊ 空间的Ｒｉｅｓｚ

基。因此根据插值小波的性质可得：

ｃＪ－１ｋ，ｍ ＝ｆＪ－１（ｋ／２Ｊ－１，ｍ／２Ｊ－１）

ｄＪ－１，１ｋ，ｍ ＝ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１，ｍ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ）

ｄＪ－１，２ｋ，ｍ ＝ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１）

ｄＪ－１，３ｋ，ｍ ＝ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ

烅

烄

烆 ）

（３８）

式（３８）表明，ｆＪ－１（ｘ，ｙ）和ｒＪ－１（ｘ，ｙ）分 别 在 其 行、列 方

向进 行 采 样 后 得 到 的 采 样 值 即 为 小 波 系 数｛ｃＪ－１ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，

｛ｄＪ－１，１ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，｛ｄＪ－１
，２

ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，｛ｄＪ－１
，３

ｋ，ｍ ｝ｋ，ｍ∈瓕，因 此 式（３６）中 的

系数矩阵｛ｃＪｌ，ｎ｝可直接用ｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ）（图 像Ａｍａｐ的 像 素 矩

阵）来表示。与经典小波相比，利用插值小波分解算法来进行

图像处理能够快速地获得所需要的小波系数。

考虑到实际图像像素 点 的 有 限 性，将 图 像 左 下 角 的 像 素

点的位置定义为（０，０）点，即 图 像４个 顶 点 的 坐 标 分 别 为（０，

０），（Ｎ１－１，０），（Ｎ１－１，Ｎ２－１），（０，Ｎ２－１）。则在插值小波

和插值滤波器条件下式（３６）表述为：

ｆＪ－１（ｋ／２Ｊ－１，ｍ／２Ｊ－１）＝

　 ∑
Ｎ１－１

ｌ＝０
　 ∑
Ｎ２－１

ｎ＝０
ｇｓｌ－２ｋｇｓｎ－２　ｍｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ）

ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１，ｍ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ）＝

　 ∑
Ｎ１－１

ｌ＝０
　 ∑
Ｎ２－１

ｎ＝０
ｇｓｌ－２ｋｈｓｎ－２　ｍｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ）

ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１）＝

　 ∑
Ｎ１－１

ｌ＝０
　 ∑
Ｎ２－１

ｎ＝０
ｈｓｌ－２ｋｇｓｎ－２　ｍｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ）

ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ）＝

　 ∑
Ｎ１－１

ｌ＝０
　 ∑
Ｎ２－１

ｎ＝０
ｈｓｌ－２ｋｈｓｎ－２　ｍｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ

烅

烄

烆 ）

（３９）

由于已知图像像素矩阵，即已知ｆｓＪ＝｛ｆＪ（ｌ／２Ｊ，ｎ／２Ｊ）｝，

根据式（３９），只需要求出插值滤波器序列｛ｇｓｎ｝与｛ｈｓｎ｝，就可以

对ｆｓＪ 进 行 分 解 得 到 系 数ｒｓＪ－１，１＝｛ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１，ｍ／２Ｊ－１＋

１／２Ｊ）｝，ｒｓＪ－１，２＝｛ｒＪ－１（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１）｝，ｒｓＪ－１，３＝｛ｒＪ－１
（ｋ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ，ｍ／２Ｊ－１＋１／２Ｊ）｝。由 于ｆｓＪ－１，ｒｓＪ－１，１，ｒｓＪ－１，２，

ｒｓＪ－１，３分别对应小波系数｛ｃ　ｊ－１ｋ，ｍ ｝，｛ｄｊ－１
，１

ｋ，ｍ ｝，｛ｄｊ－１，２ｋ，ｍ ｝，｛ｄｊ－１，３ｋ，ｍ ｝，

因此ｆｓＪ－１为低频系数，表 示 原 图 像 的 近 似 图 像，ｒｓＪ－１，１表 示 图

像的竖直边缘，ｒｓＪ－１，２表示图像的 水 平 边 缘，ｒｓＪ－１，３表 示 图 像 的

对角线边缘。

若对分解后得到 的 低 频 系 数ｆｓＪ－１递 归 进 行 二 维 插 值 小

波分解，则可以得到一系列不同分辨率的边缘图像。

３．２．２　算法流程

由上述分析可知，本文 的 边 缘 检 测 算 法 的 具 体 实 现 步 骤

如下：

（１）选取一个小波尺 度 函 数
∧
（ｗ），代 入 式（１７）得 到 插 值

小波尺度函数Ｓ
∧
（ｗ）。通过式（１６）和式（１８）即可获得对应的

低、高通插值滤波器Ｐｓ（ｗ）和Ｑｓ（ｗ），再由式（１９）求其对偶滤

波器Ｇｓ（ｗ）与Ｈｓ（ｗ），进而得到所需的滤波器序列ｇｓ 与ｈｓ。

（２）设置一个 尺 度Ｊ，将 图 像 的 像 素 矩 阵Ａｍａｐ 作 为 系 数

ｆｓＪ，与插值滤波器序列ｇｓ 和ｈｓ 一 同 代 入 式（３９）进 行 插 值 小

波分解，得到分解系数ｆｓＪ－１和ｒｓＪ－１，１，ｒｓＪ－１，２，ｒｓＪ－１，３。

（３）判断分解系数的分辨率是否满足需求。若不满足，则

将得到的低频系数ｆｓＪ－１继续进 行 二 维 分 解。重 复 上 述 步 骤，

直到获得理想分辨率的分解系数ｒｓＪ－Ｍ，１，ｒｓＪ－Ｍ，２，ｒｓＪ－Ｍ，３。

（４）将３个分解系数代入

ｄｓＪ－Ｍ＝ ｒｓＪ－Ｍ，１２＋ｒｓＪ－Ｍ，２２＋ｒｓＪ－Ｍ，３槡 ２ （４０）

即可得到一个反映 图 像 边 缘 整 体 分 布 的 系 数 矩 阵ｄｓＪ－Ｍ。将

其插值恢复到原图像大小，进行归一化后选取一个合适的阈
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值Ｔ，则大于该阈值的系数集合即为所求边缘。

上述过程可以表示为图２所示的流程图。

图２　插值小波边缘检测算法流程图

综上所述，本文算法只需要求出插值滤波器序列，即可由

图像像素矩阵通过插值小波分解算法获得所求边缘。与经典

小波相比，该算法不仅较为简便，而且可以充分保留原图像的

边缘细节，且定位准确。

４　实验结果与分析

为了验证本文 算 法 的 有 效 性，选 取 图３中 的ｐｅａｒｓ图 像

和较复杂的ｌｅｎａ图像作为原始待检测图像，将传统ｃａｎｎｙ算

子、经典小波算法及文献［４］算法的边缘检测结果与本文算法

的检测结果进行比较。实验环境是 ＭＡＴＬＡＢ　Ｒ２０１０ａ。

（ａ）原始ｐｅａｒｓ图像 （ｂ）原始ｌｅｎａ图像

图３　待检测图像

本实验采用六阶样条 小 波 来 实 现 经 典 小 波 算 法，同 时 利

用六阶样条小波对应的插值对偶滤波器序列ｇｓ 与ｈｓ 来实现

本文算法。在尺度Ｊ＝－２下的边缘检测实验结果如图４、图

５所示。

（ａ）传统ｃａｎｎｙ算子 （ｂ）经典小波算法 （ｃ）文献［４］算法 （ｄ）本文算法

图４　ｐｅａｒｓ图像实验结果对比

由图４的ｐｅａｒｓ图像实验结果可以看出，传统ｃａｎｎｙ算子

检测出来的边缘较为清晰完整，但许多轮廓内部的纹理也被

误当作了边缘。如图４（ａ）所示，梨子的表 面 检 测 出 了 大 量 的

伪边缘。而经典小波算法 提 取 出 的 边 缘 图 像（见 图４（ｂ））比

较模糊，有很多不连 续 的 边 缘，且 细 节 损 失 较 多。文 献［４］中

的多尺度边缘检测算法得到的边缘（见图４（ｃ））也 存 在 断 点，

造成了梨子轮廓边缘的不闭合。而由图４（ｄ）可以看出，本 文

算法得到的边缘图像 轮 廓 连 续 完 整，且 与ｃａｎｎｙ算 子 相 比 没

有过多的细节边缘，检测效果均优于上述３种方法。

（ａ）传统ｃａｎｎｙ算子 （ｂ）经典小波算法 （ｃ）文献［４］算法 （ｄ）本文算法

图５　ｌｅｎａ图像实验结果对比

在检测较为复杂的ｌｅｎａ图 像 时，由 图５（ａ）－图５（ｄ）可

知，传统ｃａｎｎｙ算子在帽子、头发等部分也检测到许多由纹理

引起的伪边缘。而经典 小 波 方 法 和 文 献［４］算 法 均 对 纹 理 区

域以及对比度较弱的边缘检测效果较差，只能检测出大致的

轮廓，且得到的 边 缘 点 与 原 始 图 像 的 位 置 有 小 范 围 的 误 差。

本文算法检测出的边缘图像定位准确，而且对纹理丰富的头

发和帽子上的装饰刻画得比较细致，眼珠和鼻梁等细节部分

也得以保留。

由前面的理论分析可 知，经 典 小 波 中 存 在 图 像 分 辨 率 与

小波系数求解精度之间的矛盾，导致丢失了大量的边缘细节，

获得的图像边缘分辨率也不够理想。而本文方法的小波系数

是由图像与插值滤波器做离散卷积得到的，与图像的像素矩

阵有关，因此该方法较好地克服了经典小波算法中分辨率对

求取小波系数的影响，具 有 更 好 的 边 缘 检 测 效 果。图４和 图

５的实验结果充分验证了本文算法的有效性。

结束语　本文针对经典小波边缘检测算法中利用内积求

取小波系数的缺陷，提出了一种基于插值小波塔式分解的图

像边缘检测方法。与 传 统ｃａｎｎｙ算 子、经 典 小 波 等 算 法 的 对

比实验结果表明，本文算法改进了传统小波边缘检测中定位

不准、边缘细节不够丰富等问题，能够清楚地检测到纹理较丰

富的地方和对比度较弱的边缘，具有良好的边缘检测效果。
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