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格值矩阵博弈研究 
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摘 要 博弈论被广泛应用于描述和解决复杂的主体行为相互作用的决策问题。目前对于非实数值领域的博弈问 

题，成果很少，故研究支付值为格值类型的二人零和矩阵博弈。基于该类型博弈的特殊性，定义了纯战略纳什均衡解 

和准均衡解以及混合战略纳什均衡解和准均衡解，并研究解的性质，给出获得解的方法，得到各种解存在的充分必要 

条件。最后 ，给出了实例，验证了该方法处理支付值为格值类型的博弈问题的可行性和有效性。 
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Abstract Game theory has been applied widely to interpret and solve the complex and interrelated decision problems． 

There are few results on non-real valued domain game．This paper investigated two person zero-sum matrix games with 

lattice-valued payoffs．New equilibrium solutions，i．e．pure strategy Nash equilibrium solution and quasi equilibrium SO— 

lution，mixed strategy Nash equilibrium solution and quasi equilibrium solution were defined based on the specificity of 

this kind of game．The properties of equilibrium solutions were studied．The approaches of obtaining equilibrium solu— 

tions were proposed．The sufficient and necessary conditions that strategies are the equilibrium solutions were given．Fi— 

nally，an example was shown to verify the feasibility and effectiveness of the new method dealing with the two person 

zero-sum matrix games with lattice-valued payoffs． 

Keywords Matrix games，Equilibrium solution，Lattice-valued payoffs，Uncertain payoffs 

1 引言 

博弈论，是研究决策主体的行为发生直接相互作用时的 

决策以及这种决策的均衡问题 的。一般认 为，1944年 Von 

Neumann和 Morgenstern[ 合作的“Theory of Games and E— 

conomic Behavior”一书的出版，标志着博弈论成为一门正式 

的独立理论。自那时起，博弈论得到了较快的发展。到 目前 

为止，博弈理论已经被成功地运用于很多不同的领域，例如比 

赛、选举 、拍卖、研发竞争、企业的寡头行为、人工智能、电子商 

务、生物学等等。 

博弈论可以划分为合作博弈和非合作博弈。二者之间的 

区别主要是在于参与者的行为相互作用时，当事人是否达成 
一 个具有约束力的协议，如果有 ，就是合作博弈 ；反之则是非 

合作博弈。合作博弈强调的是团体理性，非合作博弈强调的 

是个人理性、个人最优决策。 

传统的博弈理论假定所有参与人关于博弈的信息都是完 

全的、确定的。这一严格的假定在现实的博弈环境中有时候 

会得不到满足。在一个真实世界的博弈中，某个参与人可能 

并不确切地知道对应于某个战略组合的支付值，也可能不确 

切地知道 自己的偏好或者别的参与人的偏好。传统的博弈理 

论不能解决这种博弈中存在的不确定性的问题，因此 ，对不确 

定性博弈的研究成为了目前博弈论研究的热点。模糊性和不 

可比较性是存在于人类活动中的两种主要的不确定性。 

关于支付值存在模糊性的矩阵博弈，目前已经有不少学 

者进行了研究并获得了相当的成果。1989年，Campos_2 首先 

对具有模糊支付的矩阵博弈进行了研究。他将模糊矩阵博弈 

转化为一对模糊线性规划问题 ，再通过 Yagerl3]的方式 ，采用 

三角模糊数，将原来的一对模糊线性规划问题转化为一对普 

通的线性规划问题。随后若干学者都研究了处理模糊支付的 

矩阵博弈的方法。2009年，LarbaniE ]在一篇综述里对现存的 

方法做了详细的归纳。 

同模糊支付类型的矩阵博弈相比，对具有不可比较性支 

付的矩阵博弈的研究很少。而事实上，在一个现实的博弈中， 

由于信息的缺失和人 自身智能活动的特点，参与者对两个或 

者若干个战略组合的支付值不能进行比较的情况是客观存在 

的，甚至很多情况下，博弈的参与者对支付值并不能够用确定 

的数字或者用隶属函数的方式描述出来，而是更直接的用语 

言值来进行描述。语言值之间本身就具有一定的不可比较 
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RothE ；TarskiE )。2007年，ZimperE胡指出具有战略替代的 

2 格值支付矩阵博弈的纯战略均衡解 

1 ⋯ 吼”] 

Ln ⋯ 。 J 

的纯战略纳什均衡解，如果对任意 i和 J，aij。≤“ 。≤n[nJ。 

图 1 Hasse结构图 

可以验证，博弈 G一(S，，Sj，A)没有纯战略纳什均衡解。 

也就是说，按照传统的定义，该博弈是没有纯战略纳什均衡 

的。但是考察战略组合(i一1， 一2)，当参与者 II选定战略 

一2时，对参与者 I来说，没有别的战略比i=1更优。而当 

参与者I选定战略i一1时，对参与者II来说，没有别的战略 
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比 一2更优。因此，战略组合( 一1，J：2)是该博弈的一个纯 

战略均衡解。为了区别这种类型的均衡解与传统的纳什均衡 

解 ，我们将它称为纯战略准均衡解 。 

定义2 如和 o是支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G 

的纯战略准均衡解，如果对任意 i和 ，“ fnJ 且 aioJ。 

a 。n̈  被称为 G在准均衡解(如， o)下的值。符号“ ’表 

示“大于或者等于或者不可比较”。 

定理 1 支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有纯战略 

准均衡解(而，jo)目对 ai
x

Jo 。，aioJ ~,gaioJ， aixlJ0一 。 J 1， 

且 皿 J V ai。J 一a J 。符号“ ’表示“小于或者等于或者不 

可比较”。 

证明 ：(仁) 1 Jo V aio 一n 0，o，aixl 0 口 0加 一  l 

Ⅱ o o《 o。 

ai0，o 一 口 l J
o 

= n oJv1 ，a i0 J
v1
：：≯眈 0 J== o，o>aioJ。 

( )以 oJ~f-aloJo 以 o ∈{n zoJ l aioJ ≯倪 oJ)，以 o抽 o 

ai ∈{ iaixjo o}。 

令 i 一io，J 一 o，则命题得证。 

定理 2 支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有纯战略 

纳什均衡解(如，jo)甘 3 
；

V
1

a 。 一

， 

a 。 

证明：( )。 0≤n 0 。≤n o J 。 V
I
I~／J

=  
0
以及 。 ，。一 

， 

。 。 

(仁)％。≤ 。
， 

。 。
≤ n 。一

， 
。 。 

定理3 支付值为格值的二人零和矩阵博弈G有纯战略 

纳什均衡解( ，jo) 。 。一 
， 
a n n 一 yl 。一， 

ai。J。 

证明： 0≤ 0≤ 

Ⅱ一 。≤ <J 。一 1̂ n 
— a l

o 
一  口 

。

一

， 

。 。 

口 0≤ 以 ≤ 以 

J 

n一

，

A
lalo ≥ai0 ≥ aij。≥ V1a ， V1aij 

一 日 
0J0 。 

定理4 如果支付值为格值的二人零和矩阵博弈G有纯 

战略纳什均衡解( ， o)和( 1， )，则( ， )和(i-，Jo)也是 G 

的纯战略纳什均衡解 。 

这一结论通过定理 2和定理 3易证。 

定理 5 如果支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有纯 

战略准均衡解( ， o)和(i ， )，且 。 J一 aio， ，则( o， 

)也是G的纯战略准均衡解。 

证明：ai0J 0一n c0J1J [0J 1，alj1 —ai0J1 

alj1>al。J1。 

3 格值支付矩阵博弈的混合战略均衡解 

某些情况下格值支付的矩阵博弈G没有纯战略均衡解， 

这时我们可以借用传统博弈理论的混合战略解的概念。此时 

支付值域必须为对乘法含单位元的可换环(L，V，̂ ，+，·， 

0， ，≤ )。 

定义 3 啦( 一1，⋯，m)∈(L，V，A，+，·，0， ，≤)。若 
m  

∞( 一1，2，⋯，m)≥O且∑∞一a(口>O)，则(d】，口2，⋯，a )一 
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△m是支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G中参与者 I的一 

个 a水平混合战略。 

定义 4 岛( 一1，⋯，n)∈(L，V，八，+，·，0，0，≤)。若 

( 一1，2，⋯， )≥0且暑 一 ( o)，贝0( ，|82，⋯， )一△ 

是支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G中参与者 II的一个J9 

水平混合战略。 

下文用 S 表示参与者 I的 a水平混合战略集，用 表 

示参与者 II的口水平混合战略集。 

定义5 E( ， )一∑∑a Ⅱ 和 是支付值 

为格值的二人零和矩阵博弈G的混合战略纳什均衡解，如果 

对任意 和 ，E( ， )≤E( ， )≤E( ， )。 

E( ， )被称为 G在混合战略纳什均衡解 ( ， ) 

下的值。 

定义 6 和 是支付值为格值的二人零和矩阵博弈 

G的混合战略准均衡解，如果对任意 和 ，E( ，／x．) 

E( ， )且 E( ， ) (△州， )。E( ， )被称为 

G在混合战略准均衡解( ， )下的值。 

定理 6 支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有混合战 

略准均衡解( ， )㈢对 E( ～， ) ( ， )，E( ， 

) ( ， )， E( 1， )一E( ，△，l 1)且 E( 1， 

)V E( ， )一E( ， )。 

证明：(乍)E(△m ， )V E( ， )一E( ， )， 

E( ) ( ， ) E( ， )一 E(△m ， ) 

E( ， ) ( ， )。 

E( ， )一E(△州 1， )一 E( ， 1)，E( ，△，l 1) 

( ， ) E( ， ) ( ， )。 

( )E( ， ) ( ， ) E( ， )∈{E( ， 

)lE( ，／x． ．)≯E( ， )}，E(厶；=， ) (△ ， ) 

E( ， )∈{E( 
一

， )IE( 一， ) ( ， )}。 

令 一 ， ．．．=zX2，则命题得证。 

定理7 支付值为格值的二人零和矩阵博弈G有混合战 

略纳什均衡解 ， ∞ j V ，E( ， 一 ，E ， 

△ )。 

下文将 V 记为 V，将 八 记为 ^。 
△m I 厶m △n i 

证 明：( )E( ， )≤ E( ， )≤ E( ， ) 

VE(△州， )一E( ， )一 ^E( ， )。 

( )E( ， )≤ V E(△m， )一 八E ( ， )≤ 

E( ， )≤ VE(△哪， )一 AE( ， )≤E( ，△Ⅵ)。 

定理 8 支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有混合战 

略纳什均衡解( ， ) E( ， )一V^E( ， )一八 

VE(△州， )一 VE( ， )一 八E( ， )。 

证明：E(△州， )≤E( ， )≤E( ， ) V^E 

( ， )≤ VE( ， )≤E( ， )≤ ^E( ， )≤ 
△” 

V Ê(△州， ) E( ， )= V AE( ， )一 VE( ， 

△ )一 ^E(△ ，△ )。 

E( ， )≤E( ， )≤ E( ， ) ^VE( ， ) 

≥ AE( ， )≥ E( ， )≥ VE( ， )≥ A VE( ， 

△啪) E( ， )一 ^VE(△州， )。 
△ 

定理 9 如果支付值为格值的二人零和矩阵博弈 G有混 

合战略纳什均衡解( ， )和( ， )，则( ， )和(△；=， 

)也是 G的混合战略纳什均衡解。 

这一结论通过定理 7和定理 8易证。 

定理 10 如果支付值为格值的二人零和矩阵博弈G有 

混合战略准均衡解 ( ， )和( ， )，且 E( ， )一 

E( ， )=E( ， )，则( ， )也是 G的混合战略准均 

衡解 

证明：E( ，△，1) ( ， )一E( ， ) E( ， ) 

Z( ，△ )。 

E( ， )≯E( ， )一E( ， ) E( ， )≯ 

E( ，△ )。 

4 实例 

矩阵博弈已经被广泛应用于人类社会生活的各种领域 。 

通常的矩阵博弈理论都假定支付值是确定的，可以用实数值 

来描述 。但是在现实生活中，由于相关信息不完整，往往会碰 

到支付值是不精确、不能确定地用实数值来描述的情况。考 

虑一个投资者在金融市场的投资情况。假定该投资者和市场 

是理性的，该投资者与市场之间的博弈可以认为是二人零和 

博弈。投资者和市场都有3个战略可供选择。投资者的投资 

回报率显然很难用确定的数字来表示，他只能根据自己和市 

场的相应战略选择确定一个投资回报率区间。假定他已经确 

定了各种策略下的投资回报率区间，则该博弈可用支付矩阵： 

B B] 

A—J C K D J表示。 LR 
B -『J 

a 属于一个格序可换群，其结构如图 1所示。其中 J一 

[O．4，0．7]，R=E0．5，0．7]，B一[O。38，0．8]，C—Eo．36，0．83， 

K—Fo．38，0．7]，D—Eo．35，0．8]。这里[O．4，0．7]表示投资 

回报率在4O 和7O 之间，其余同理。显然，该博弈是一个 

支付值为格值的二人零和博弈。这里用前述的方法来求解此 

博弈。 

V â ，一K—Eo．38，0．7]，̂ V a —B—Eo．38，0．8]， 
I一 1 = 1 J— l f= J 

V 八a ≠^ V a 根据定理 3，该博弈没有纯战略纳什均衡 
=1 J—l ，一1 i=1 

解 。 

a12一B，a22一K，＆32一B，显然，a12 2；a11=J，a12一B， 

一 B，显然 ， ，，根据定理 1，( 一1， 一2)是该博弈的纯 

战略准均衡解，该均衡解下博弈值为a z—B。同理，( ：1， 

一3)是该博弈的纯战略准均衡解 ，该均衡解下博弈值为 一 

B。( 3，产 2)是该博弈的纯战略准均衡解，该均衡解下博 

弈值为 asz—B。(i一3， 一3)是该博弈的纯战略准均衡解。 

该均衡解下博弈值为a。s—J。 

在支付值为格值的二人零和矩阵博弈没有纯战略解的情 

况下，还可利用本文第 3节的方法来求得混合战略均衡解。 

结束语 博弈理论被越来越广泛地应用于社会生活的各 

种领域，由于其应用的广泛性和有效性，从诞生以来就一直是 

(下转第 242页) 
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分类 。实验结果表明，本文提出的在线特征提取算法能准确 

地对训练实例进行分类，因此能更好地适用于大数据环境下 

的数据挖掘应用。 
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研究的热点。传统的博弈理论假定所有参与人关于博弈的信 

息都是完全的、精确的。然而，这一严格的假定在真实的博弈 

环境中有时候会得不到满足。在一个现实的博弈中，由于信 

息的不完整和知识的缺乏，某个参与人可能并不确切地知道 

对应于某个战略组合的支付值。传统的博弈理论不能解决这 

种博弈中存在的不确定性的问题。本文对支付值为格值的二 

人零和矩阵博弈进行研究。基于该类型博弈的特殊性，定义 

了新的均衡解，研究了均衡解的性质，给出了获得均衡解的方 

法，获得了均衡解存在的充分必要条件，为解决支付值存在着 

不可比较性的矩阵博弈提供了一种新的方法。 
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