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k 元 n 维冒泡排序网络的子网排除
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摘 要 在并行计算机系统中，元器件和线路故障普遍存在，而系统的容错能力可以通过其底层基础网络的拓扑性质

衡量。为了精确度量以 k 元 n 维冒泡排序网络为底层拓扑结构的并行计算机系统的容错能力，结合其层次结构和子

网划分特征，分别提出了节点故障模型和线路故障模型下攻击该网络中所有 k-m 元 n-m 维冒泡排序子网络的算

法，确定了需要攻击的最优节点集合和最优线路集合。根据算法可得:当 2ζk~η 2 ， m三二是 1 时，攻击 k 元η 维冒泡

排序网络中所有的 k-m元η m 维冒泡排序子网络，在节点故障模型下需要攻击至少 α'm!个节点，在边故障模型下

需要攻击至少 αm!条线路。
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Abstract In the real parallel computer systems , faults of processors and links are inevitable , and the fault tolerance abi­

lity of a system can be evaluated by the performance of its interconnection network. In order to measure the fault tole­

rance abilities of the parallel computers which take (n ,k)-bubble-sort networks as underlying topologies , combining the 

hierarchical structures and sub-network partitions' characters of (n ,k)-bubble-sort networks ,an algorithm of the prob 

lem that destroy all the (n-m ,k-m)-bubble-sort networks in the (η ， k)-bubble-sort network under the node fault 

model and the link fault model was proposed , and the optimal attacking nodes set and the optimal attacking links set 

were obtained. According to the algorithm , to destroy all the (η m ， k-m)-bubble-sort networks in the (n ， 走)-bubble­

sort network , a t leastαm! nodes orαm! links ought to be faulty under the node fault model and the link fault mo­

del ,respectively ,where 2ζk~η2 and m~k- 1. 

Keywords Parallel computer , High-performance interconnection network ， ω ，是)-bubble-sort network , Fault tolerance , 

Sub-network preclusion 

引言

称并行计算机系统中处理器等硬件之间的连接模式为该

系统的基础网络。基础网络的性质决定了以其作为底层拓扑

而搭建的并行计算机系统的性能。

在实际应用中，并行计算机系统的处理器和通信线路难

免因硬件老化、外力破坏、病毒入侵等而产生故障。这些故障

反映在并行计算机系统的基础网络中，从而导致网络的节点

和线路产生故障。故障发生时，若网络中依然存在既定规模

的健康于网，则故障的系统依然可以正常执行相应子系统的

功能。受此启发， Becker 和 Simon在第 27 届国际计算机科学

基础大会(FOCS 1986)上提出一个问题:当一定数目的节点

或边发生故障时，该网络遭到破坏的最大维数能达到多少?

他们确定了一个对于若要破坏 n 维超立方网络中所有的ω

m)维子超立方所需要破坏的最少节点数和最少线路数。时

隔十年， LatifPJ 提出了一个类似的问题(子网排除问题) :在

一些元件发生故障时，网络中还将有多大规模的健康于网?随

后， Latifi ， Saberinia 和 WU[2J 确定了 η 维 Star 网络中使得所

有n-1维于网络都遭到破坏的最少线路数，以及使得所有

n-2维子网络都遭到破坏的线路数上界。 Walker 和 LatifPJ

于 2010 年优化了文献[2J 中的上界值。 Wang 和 Yang[4J 于

2012 年探索了冒泡排序网络中的子网排除问题，采用构造于

网节点排除割和子网边排除割的方法，得出了攻击 n 维冒泡

排序网络中的所有 η 1 维于网所需攻击的最少节点数和最

少线路数。笔者由于 2013 年研究了 h 元 η 立方网络中的长

度为是的圈的排除问题，构造了当 k 为奇数时，是元 n 立方网

络的 h 圈排除的一种递归算法。 Yang 等[6J 于 2015 年采用构

造映射的方案，确定了攻击 n 维冒泡排序网络中的所有 η 2 

维子网所需攻击的最少节点数和最少线路数。自 2012 年起，

诸如是元 η 立方网络[7J 、 Arrangement 网络[8-9J 、 Path-Star
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Cayley 网络口OJ等三参数网络的子网排除问题引起了广泛关注。

k 元n 维冒泡排序网络[11-12J 是冒泡排序网络的重要推

广，它保留了 n 维冒泡排序网络的层次性、正则性，比 n 维冒

泡排序网络更易于控制节点的个数且更为灵活与实用。本文

将研究 2三二是三三η 2 时 k 元 n 维冒泡排序网络的子网排除问

题，以确定在破坏 h 元 η 维冒泡排序网络的子网排除问题时

节点和线路的最佳攻击方案。下文未定义而直接使用的图论

记号与术语请参见文献[13J 。

2 问题描述

2. 1 k 元 n 维冒泡排序网络

对于任意的整数 t二三1，记 It={1 ， 2 ， … ， t} 。

设 η二三1， k ε In .k 元 n 维冒泡排序网络 Bn.k是一个具有

C~k!个形如 X=工1 工2 …Xk 的节点的无向图。其中，对于任意

的 zε Ik.均有 Xi ε In.且对于任意的 j宁与，均有 Xj 手Xi 。

Bn.k 中两个不同的节点工=X1X2 …a 与 Y=Y1Y2 …Yk 相

邻当且仅当满足以下两个条件之一即可:

(1 )Y1E 1n\{Xj Ij 仨 Ik } .并且对任意的 i E Ik \ {1} 均有

Yi=Xi 成立;

(2)存在一个整数 zε Ik \ {1}使得 Yi =Xi-l ,Xi = Yi-l并且

对任意的 j廷 Ik\{i- 1， i}均有 Yj=Xj 成立。

当节点工和y 因满足条件(1)而相邻时，称连接它们的边

为 1 边;因满足条件(2)而相邻时，称连接它们的边为 1一边。

由上述定义可知 ， Bn.k是 n-1 正则且节点对称的。当 h

取 0 和 1 时，是元n 维冒泡排序网络分别约简为n 个节点的完

全图网络和传统的 n维冒泡排序网络。在无特殊说明的情况

下，下文是元 n维冒泡排序网络 Bn.k均满足 2运是~n-2。

Bn.k具有层次结构。由 Bn.k 的结构可以看出，将 Bn.k划分

为 Bn- 1 . k- 1 的方式仅有一种 z删除 Bn.k 中的所有是-边。此时，

可将 Bn.k划分为 n 个互不相交的 Bn-1.是 1 。例如，删除息.3 中

所有 3-边可将 BS.3 划分为 5 个互不相交的 B4.2 ; 删除 B4.2 中

所有 2-边可将 B4.2划分为 4 个互不相交的 B3，l 。图 1 给出了

网络鸟.1 ，且 .2和队.3 。
14 34 43 23 

//气 \ 四"42 1\ / '" "' 31 

32 12 21 41 

B3，1飞 B 4•2 

B5 ;3 

图 1 k 元 η 维冒泡排序网络实例

2.2 子网排除
设 G是一个具有层次结构的网络.H是其于网。

在仅有节点发生故障的"节点故障模型"下，定义 G 的 H

节点排除集、H节点排除割及H 节点排除数FHCG)如下。

定义 1 设 Pv豆VCG)是 G 的故障节点集，若 G-Pv 中

不含与H 同构的子网，则称 Pv 是G 的一个H 节点排除集。

定义 2 称网络G 的元素个数最少的H 节点排除集为G

的 H节点排除割。

定义 3 称网络 G 的 H 节点排除割的势为 G 的 H 节点

排除数，记作 FHCG) 。

在仅有边发生故障的"边故障模型"下，可类似定义 G 的

H 边排除集、H边排除割及H 边排除数!HCG) 。

定义 4 设 PLCECG)是 G 的故障边集，若 G-PL 中不

含与 H 同构的子网，则称 Pv 是G 的一个H 边排除集。

定义 5 称网络 G 的元素个数最少的 H 边排除集为 G

的 H 边排除割。

定义 6 称网络 G 的 H 边排除割的势为G 的 H 边排除

数，记作 !HCG) 。

3 Bn.k的子网排除算法

3. 1 玩.k的子网表示

记 An 为符号集{1，… .n ， X} 0 其中 .X 表示 1 到 n 中的

一个不确定符号。令 2ζhζη 2.mεI是 1; al ， 白，…，均为

In 中 m 个两两不同的整数，设M"， = {X1X2 …Xk ηta la2 …am I 

坝 ， X2 ,... ， Xk-m ε In \ {a1 咐，… ， am 仆。其中，矶山，… ， Xk-m

互不相同。

显然 ， Bn.k 中 Mm 的导出于图同构于k-m元 n-m 维冒

泡排序子网 Bn-m.是刑。为便于表达，对于任意的 mElk- 1采用

长度为 k 的长字符串 Xk-"'a1a2 …am 来表示乱，是中M町的导

出子图。譬如 .BS.3 中 {231.321.241.421.251 ， 521.341 ， 431.

351.531 ， 451.541} 的导出子图表示为 X2 L 显然. x" 1 同构

于 4 元 2 维冒泡排序子网且.2 。

3.2 算法描述

目前，在 η个元素中取m 个进行全排的算法已经成熟，

解决该问题的时间复杂度可控制在 üCαm!) 内。在不增加

时间复杂度的情况下，可修改在 η个数中取m 个进行全排的

已有算法，从而得到算法 P托erm丑m丑nu

指针数组 p醉ermu吐L口]和 uns优叫ele创创c仗t口。其中，对于任意的 iE In. 

permu[iJ指向第 1 个排列 .uns巳lect[iJ指向第 i 个排列对应的

In 中 n-m个未被选中的元素构成的升序数组。将每个排列

及其对应的未被选中的元素序列均定义成字符数组类型。

算法 1 求解网络 Bn.k 的一个 Bn 叫 m节点排除割和边

排除割的算法 Subnet_PreclusionC曰，是 .m)

输入:正整数 n~4.2~k~n-2 ， m~k-l

输出:Bn.k的Bn-m.k-m节点排除割 PV ，边排除割 PL

1. begin 

2. ø力PV ' 。力PL

3. NULL斗unselect ， NULL力permu

4. Permutation阳， m)

5. 1斗i

6. while i"，三CWm!

7. substrC unselect日， l ， k-m)力p

8. concat句， permu[iJ)力u
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9. replace( v , 1 , unselect[iJ[k-m+ 1J)斗v

10. PyU {u}斗Py ， PLU{(u ， v)}斗PL

11. i十 1斗1

12. end while 

13.end 

其中， substrCstr ， i ， j) 函数返回 str 从第 i 位到第 j 位的

子串; concatCstr1 , str2)返回 str2 链接到 strl 后的结果; replace 

Cstr ， i ， ch)将 str 的第 i 位用 ch替换，并返回替换后得到的串。

3.3 算法分析

首先，证明上述算法的正确性。

定理 1 算法 1 的输出 Pv 和 PL 分别为 h 元η 维冒泡排

序网络 Bn.k 的 k-m元 n-m维冒泡排序子网节点排除割和

边排除割 ;Bn.k 的 Bn 叫 m节点排除数和 Bn 叫 m边排除数相

等，且 FBn-m.k η CBn . k ) = fen- m.k- m CBn.k) =αm! 。
证明:当 2ζkζη 2 ， m三二是 1 时，由 Bn.k 中子网划分的

唯一性可知 ， Bn.k 中每个 n-m元k-m 维子网 Bn-rn， k-m均可

唯一地表示为 Xk-ma1a2 …句，其中 ， al ， az ， … ， am ε 1n 且均不

相同。因此 ， Bn.k 中不同的 Bn 叫 m的个数为 I {a1 a2 …am I al' 

a2 ， a3' … ， am ε 1n} I =C:m! 。

由算法 1 知，其输出子网中选取一个节点(边)构成 Pv

CP2 )恰为对 Bn.k 的 C~~m!个不同的 Bn-m， k 们每个节点集(边

集)。对于 Bn.k 中 C~tm!个不同的 Bn 叫 m' 每个 Bn-m，k-m破

坏一个节点(或边)便可攻击掉这些 Bn-m，k-mo 因此 ， PV 是

Bn.k 的一个 Bn-m，k-m节点排除集，且是 Bn.k 的一个 Bn-m，k-m

边排除集。

接下来证明 Pv 和 PL 的最小性。若 Bn.k 中 C;:m!个互不

相同的 Bn-m ，k-m 也互不相交，则对于这 C'::m! 个不相交的

Bn-m，k-m' 每个 Bn-m，k-m 中至少需破坏一个节点(或边)才可以

损坏上述 Bn-m ，k-m。因此，只需证明上述 C;:m! 个不同的

Bn-m，k-m也不相交即可。

设 Xk-ma1a2"'am 和 Xk-mb 1 b2 …bm 为 Bn.k 中任意两个不

同的 Bn-m，k-m。必定存在某个整数 iε 1m 使 ai 手岛成立，否

则 Xk-m a1 a2 … a"， 和 Xk-m b 1 b2 …比表示同一个子网

Bn-m，k-mo 令 uEVCXk-"'a1a2"飞n) ， V仨 VCXhnb1 l屯…bm ) ，则

u 的标号形如 X1 X2 … Xk-m a l a2 … a，n'V 的标号形如 Y1 Y2'"

Yk-mb 1 b2 …bm。因为对于某个活 1m 有 ai手岛，所以 u手V。进

而可知 ， Xk-ma1a2 …am 与 Xk-mb尚…比元公共节点，它们不

相交。

综上 ， PV 是 Bn.k 的一个 Bn 叫 m节点排除割 'PL 是 Bn.k

的一个 Bn-m，k-m边排除割。由此可得 ， Bn.k 的 Bn-m，k-m节点排

除数FBn_m 是'" CBn.k) = I Pv I = C:m ! ， Bn.k 的 Bn-m ，k-m边排除

数FBn 叫 m C丘，是 )=IPLI=C;:m! 。

证毕。

算法 1 的时间复杂度分析如下。

算法 1 中，函数 Permutation C n , m) 的时间复杂度为
OCαm!) ，循环体 while 内各个被调函数的执行步骤数均为

C'::m! 。其中， concat 忡， permu[iJ) 函数的自身复杂度为

OCk) 。因此，算法 1 的时间复杂度均为 0ω. c;，'m!) 。

算法 1 构造了丘，是的 Bn-m，k-m节点排除割和 Bn-m ，k-m边

排除割。通过计算相应排除割的元素个数，便可得出 Bn.k 的

Bn-m，k-m节点排除数和 Bn-m，k-m边排除数。

4 实例

本节以 3 元 5 维冒泡排序网络息.3 的 2 元 4 维冒泡排序

子网及 1 元 3 维冒泡排序子网排除问题为例，来说明于网节

点排除割和子网边排除割的构造，并计算相应的子网节点排

除数和于网边排除数。

算法使用 C 语言实现。硬件环境为 Lenoyo Thinkpad 

X201, Intel i5 四核、主频 2. 67GHz CPU , 6GB 内存， SanDisk

240GB 固态硬盘;软件环境为 Windows 10 专业版 OS ， Visual 

Studio 2013 程序开发软件。

例 1 构造且.3 的 B4.2节点排除割、鸟.2边排除割、鸟.1 节

点排除割、B3.1边排除割，并计算 B5 • 3 的且.2 节点排除数、且.2

边排除数、B3.1节点排除数和 B3.1边排除数。

解:将 BS.3 中所有的 3 边删除，即将 BS.3划分为 5 个互不

相交的子网且.2 ，即 XX1 ， XX2 , XX3 , XX4 , XX5。再将每个
且.2 的所有 2-边删除，可得到 20 个互不相交的子网鸟.1 。

调用第 3 节所述算法 Subnet_Preclusion C 5 , 3 , 1)求出

且.3 的且.2节点排除害。 Pv 和B4，2边排除割且，程序实际运行

时间为 0.003s。算法执行结束后，数组 unselect 的元素、 per

mu 的元素、被 PvC或 Pr_)破坏掉的 B4.2 、故障节点和故障边

如表 1 所列。

表 1 B5 • 3 的队.2节点排除割和岛.2边排除割

unse1ect[i] permu[i] 受损 B4.2 pv 的节点 PL 的边

2345 XX1 231 (231, 431) 

1345 XX2 132 (132.432) 

1245 XX3 123 (123.423) 

1235 4 XX4 124 (124 ,324) 

1234 5 XX5 125 (125.325) 

由表 1 可知，若需攻击 BS.3 中所有的 B4.2 ，则在节点故障

模型下需要攻击至少 5 个节点;在边故障模型下，则需要攻击

至少 5 条边。因此 ，FB4 . 2 C息.3)=fe4，2 C息.3)=5 。

调用算法 Subnet Preclusion C 5 , 3 , 2)求出息.3 的 B3.1 节

点排除割 Pv 和 B3.1 边排除割 PL ， 程序实际运行时间为

0.015s o算法执行结束后，数组 unselect 的元素、permu 的元素、

被 PvC或 PL )破坏掉的且.2 、故障节点和故障边如表 2 所列。

表 2 BS.3 的玩.1节点排除割和玩.1边排除割

unselect[i丁 permu[i丁 受损 B3.1 pv 的节点 PL 的边

345 12 X12 312 (312 ,412) 

245 13 X13 213 (213.413) 

235 14 X14 214 (214.314) 

234 15 X15 215 (215.315) 

345 21 X21 321 (321, 421) 

145 23 X23 123 (123.423) 

135 24 X24 124 (124.324) 

134 25 X25 125 (125 ,325) 

245 31 X31 231 (231, 431) 

145 32 X32 132 (132.432) 

125 34 X34 134 (134 ,234) 

124 35 X35 135 (135.235) 

235 41 X41 241 (241, 341) 

135 42 X42 142 (142 ,342) 

125 43 X43 143 (143.243) 

123 45 X45 145 (145.245) 

234 51 X51 215 (251, 351) 

134 52 X52 152 (152.352) 

124 53 X53 153 (153.253) 

123 54 X54 154 (154 ,254) 
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由表 2 可知，若需攻击且，3 中所有的 B3 ， 1'则在节点故障

模型下需要攻击至少 20 个节点;在边故障模型下，则需要攻

击至少 20 条边。因此，F3 ， 1 (息 ，3)= !B3，l (息，3)=20 。

结束语 随着硬件制造工艺瓶颈的趋近，并行计算机系

统特别是超级并行计算机系统的性能越来越依赖于其基础网

络。当系统遭受攻击而发生节点故障或线路(边)故障时，被

攻击方希望知道保护至少多少节点和线路才能保证还存在既

定规模的子系统可以正常运行。另一方面，当攻击对于的系

统时，希望能够用尽可能小的攻击代价，来使对于系统中既定

规模的于系统损失殆尽。上述问题反映到系统的基础网络

上，可以归结为子网排除问题。目前，子网排除问题得到完全

解决的网络仅限于超立方网络。超立方网络的子网划分方式

相对简沽，较易于构造于网节点排除割和边排除割，从而可计

算出任意规模子网的子网节点排除数和子网边排除数。

本文通过构造子网节点排除割和边排除割的方案完全解

决了是元n 维冒泡排序网络。对于大多数典型的、具有潜在

应用价值的著名网络，诸如 h 元 n 立方网络、 Star 网络、 Bub

ble-sort 网络、Arrangement 网络等，它们的子网划分方式不

唯一。以不同的方式划分时，相同规模的若干子网往往具有

公共节点或公共边，从而导致这些网络的子网节点排除割和

边排除割的构造异常困难。这些网络的子网排除问题主要在

于具体规模的于网节点排除割和边排除割的构造，以及任意

规模子网的节点排除数和边排除数的上界优化问题。上述经

典网络中任意规模子网的节点排除割和边排除割的构造是子

网排除问题有待攻克的难点之一。
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