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基于无网格压缩感知的DOA估计算法

张 星 航 郭 艳 李 宁 孙 保 明

(中国人民解放军理工大学通信工程学院南京210007)

摘要应用传统的压缩感知理论对天线阵列信号的波达方向（D ire c tio n-〇f-a rr iv a l，D O A ) 进行估计，存在基的失配 

问题。基于交替方向乘子法（A lte rn a tiv e D ire c tio n M ethod o f M u ltip lie r，A D M M ) 的无网格压缩感知（G rid -less Com- 

pressive Sensing) 技术能够解决该问题，但仍存在收敛速度慢的缺陷。针对该缺陷，提出带自适应惩罚项的 A D M M  

(A D M M  w ith  adaptive p e n a lty，A P -A D M M )算法，即根据输入信号的嗓声功率，自适应地选择惩罚项的初始值；同时 

在算法迭代求解的过程中，自适应地对目标函数的惩罚项进行调整。与传统算法相比，在保证收敛精度和DOA的恢 

复成功概率的条件下，带自适应惩罚项的A D M M 算法收敛速率明显加快。仿真结果验证了新算法的有效性。
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Abstract T he basis m ism atch is e x is tin g in  the D O A  estim a tion prob lem  by tra d itio n a l com pressive sensing th e o ry. A p 

p ly in g the g rid -le ss com pressive sensing techno logy based on the A D M M  a lg o rith m  is a w o n d e rfu l s o lu tio n , b u t the con

vergence ra te o f the tra d itio n a l A D M M  a lg o rith m  was lo w . T o solve th is p ro b le m , the A P -A D M M  a lg o rith m  was p ro- 

posed in  th is paper. A cco rd ing to the pow er o f the in p u t s ig n a ls, the A P -A D M M  a lg o rith m  is able to choose the o rig in a l 

num erica l value o f the pena lty adap tive ly. In  a d d itio n, the proposed a lgorithm  converges w ith the ite ra tin g  adaptive penal

ty . T he convergence ra te o f the proposed a lg o rith m  is m uch h ig h e r than the tra d itio n a l A D M M  a lg o rith m . M ea n w h ile, 

the accuracy and the p ro b a b ility o f successful re s to ra tio n o f the proposed a lg o rith m  are approxim ate w ith  the the tra d i

tio n a l A D M M  a lg o rith m . T he s im u la tion resu lts dem onstrate the e ffic ie n cy o f the proposed a lg o rith m .

Keywords D O A , G rid -less com pressive sensing, A P -A D M M  a lg o rith m

1 引言

众所周知，波达方向估计在通信、语音、雷达、声纳等方面 

都有着不可替代的作用。由于压缩感知技术具有独特的优 

势，其在空间谱估计问题中得到了广泛的应用。具体地说，压 

缩感知技术利用信号在空域中的稀疏性，只需要少量的观测 

数据就能够对信号实现重构，而且在信噪比（S ignal to N oise 

R a te，SN R)较低、信源相关性较高的场合，算法仍然具有鲁棒 

性。然而，传统的超分辨算法，如基于信号子空间的多重信号 

分 类 （M u ltip le  S ignal C la ss ifica tio n，M U S IC ) 算法[1]和旋转 

不变技术估计信号参数 (E stim ating Signal Parameter via R ota

tiona l Invariance Techniques ， ES PR IT) 算法[2] 等， 并不具备这一 

优势。经过近年来的研究和发展，稀疏信号重构算法在小样本 

甚至单次快拍的情况下也能实现超分辨的D O A 估计M 。

在许多实际应用中，信号的参数空间是连续的。针对这 

一问题，传统压缩感知算法首先对连续参数空间进行离散化

处理，将整个参数空间划分为有限个网格，并假设信号的参数 

能由某些网格点来表示[4]。理论上讲，过于密集的网格虽然 

能提升估计的精度，但同时也会使得基字典中相邻原子之间 

的相关性太强，使得字典的约束等容性(R IP 性)下降，从而降 

低压缩感知的重构性能[5]。另外，信号的实际参数值很可能 

不会恰好落在离散的网格上[6_7]，在这种情况下，假设的变换 

基则无法表示稀疏信号，研究者把这种现象称为基的失配 

(B asis M ism a tch) 0

针对该现象，有学者针对信号源偏离格点（o ff-g rid ) 的 

现象进行了研究，并提 出 了 基 于 o ff-g r id 的 D O A 估计算 

法[8]。贝叶斯压缩感知在这一领域也取得了广泛的应 

用[91°]。与此同时，还有研究者找到了解决欠定线性逆问题 

的最佳凸启发式方法—— 采用原子范数来刻画信号特征，即 

直接在连续参数空间中寻找最少的原子来表示给定的信号， 

而无需对稀疏域进行离散化处理[11]，并提出了无网格压缩感 

知，或者连续域压缩感知（C ontinuous C om pressive S ensing，
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CCS) 这一概念。原子范数的概念最先在文献[12]中被提 

出，它涵盖了许多常用范数，如 A 范数和核范数，其中 ^范数  

用于稀疏矢量估计[13]，核范数用于低秩矩阵恢复[14]。原子 

范数的求解依赖于半定规划问题（S em i-D e fin ite P rogram - 

m in g，SDP)，而半定规划问题是一个非光滑的凸优化问题。 

当天线阵规模较大时，凸优化方法存在复杂度高、收敛速度慢 

等问题。为此，许多学者采用一种更好的近似求解算法——  

A D M M 算法[15]来解决这个S D P问题。

A D M M 算法在压缩感知领域中取得了广泛的应用，比如 

图像处理[16]、信道估计[17]、无线传感器网络[18]等。这些研究 

仍然依赖于格点划分。近年来，相关研究已延伸到无网格压 

缩感知领域，如雷达成像[19_2°]、加权原子范数最小化[21]等，其 

中文献[20]还证明了 A D M M 算法的性能优于贝叶斯压缩感 

知算法的。然而，目前在无网格压缩感知领域进行阵列信号 

处理时，A D M M 算法在迭代过程中采用的惩罚项是固定的， 

而非自适应的[19_21]，以至于算法存在收敛速度偏慢的问题。 

对此，许多作者提出了改进方案。例如，通过迭代误差自适应 

调整惩罚项的大小[22]，以及改变参数的迭代次序等[23]。然 

而，这些算法并没有利用信号中的一些信息对惩罚项的初始 

值进行自适应调整，从而进一步减少迭代次数。

文中针对A D M M 算法迭代次数较多的问题提出一种带 

自适应惩罚项的A D M M 算法，该算法既能根据信号噪声功 

率的变化自适应地选择惩罚项的初始值，又能根据迭代过程 

中的残差自适应地调整惩罚项的大小。在实验过程中，我们 

发现随着目标函数中的正则项和惩罚项取值的变化，算法的 

迭代次数也会发生变化。也就是说，当正则项的取值一定时， 

算法的迭代次数会随着惩罚项取值的变化而变化;同时，惩罚 

项存在一个最佳取值，使得算法的迭代次数最小，即正则项和 

惩罚项之间可能存在一定的函数关系。通过进一步探究，最 

终发现噪声的方差是影响惩罚项最佳取值的决定性因素，而 

信噪比和信号源的数目又会影响噪声方差的大小;天线阵元 

数目的变化只会影响算法的迭代次数，对惩罚项的最佳取值 

没有影响。最后，通过曲线拟合的方法，得到惩罚项的最佳取 

值随信号的噪声标准差变化的函数规律。利用这个规律可以 

自适应地选择惩罚项的初始值。

与此同时，我们利用文献[22]中算法的优势，根据迭代误 

差自适应调整惩罚项的大小。仿真结果表明，A P -A D M M 算 

法的迭代次数明显降低;同时，算法的误差和恢复性能与传统 

A D M M 算法相当。可见，该算法在降低迭代次数的同时维持 

了良好的性能。

2 基于无网格压缩感知的DOA估计问题求解 

2 . 1 原始问题的求解

假设一线型天线阵列(Uniform Linear Array，ULA)的阵 

元数为M ，信号:y e ， 是接收到的一组M 维含噪声的信号， 

是无噪声信号。天线阵接收到的信号可以表示为：

K
y = x -\ -x j〇 = A { 0 )  S-\-xjo=  ^ a id k ^ S k  (1 )

k = i

其中，a (汰）= [ 1， ，…，e^ ( M—1)sb̂  ] t e  f 1，A ⑶ =  

[a (执），a〇2)，…，a (知)]€i M̂ xiS K 为信源数， 为原信

号， ， 是均值为〇，方差为 c 2的高斯白噪声信号。

令^为一个原子集合，该集合可以写成^念 { a (汰）w e  

[一90°，90°]}。若 其 凸 包 相 对 于 原 点 是 一 个 中 心 对  

称的紧集，且包含原点作为内点。a 为集合 i 中的原子，由此 

cwz« )  =  {a : || a 包含了集合{a : || a 中所

有的极点[8]。此 时 由 凸 包 的 尺 度 函 数 定 义 的 范 数 为  

原子范数，用 II • IU 表示，则有

|| x  || • convisi)}  (2 )

文献[24]将原子范数最小化问题描述为半定规划问题。

然后进行求解，重构稀疏信号(无噪声信号）的估计1 该问 

题的函数表达式为：

m in ^ -  || x ~ y  || |
XjUjt ^ 乙

rT (u) x~
> 0 ,

T(u) ^ 0  (3)

其 中 II • II 2 表示向量或矩阵的Z2 范数，正则项 r 的表 

达式为：

7~=<7(1 +  1〇̂ ^ ^ ) y M o g (M ) + M lo g (4iT log(M )) (4)

另外， ，T U ) 表示 T o印litz  矩阵：

TCu) =
U2 Ui

Um  U m - 1

(5)

其中， 表示M 的第7’个值。

式(3)可以直接通过C V X 工具包求解，但在天线阵规模

较大时，算法收敛速度会很慢。为此，诸多学者使用基于 

A D M M 的一阶算法来求解。该算法引入拉格朗日乘子A ，其 

函数表达式为拉格朗日函数的形式：

=  ~y  || x  — y \\\-\-~̂ -

rT (u) x~\
> + 4  II z -

rT (u) x~\
I I I

( 6)
其中，〈•〉表 示 向 量 或 者 矩 阵 的 内 积 ，则 〈A ，Z  —

■T(u)
n r ( A H • ( Z -

rT {u)
) ) ，II • II f 表示向

量或矩阵的F ro b e n iu s范数，t r (  • )表示矩阵的迹，（•）H 表 

示向量或矩阵的共轭转置。参数G ，〃，̂，Z ，A )按照如式迭代 

更新：

it l+l ̂ ul+l , x z+1) ^ a r g  m in  , A z)

Z z+1 — arg m in 父 +1
珍0

，W +1，d +1，Z ，A〇

~T(ul+1) x z+11
A z+1 ^ AlJrp(Zl+1~

- xl+lH ^十1 」̂

(7)

以上参数的闭式解在文献[24]中给出。

2 . 2 对偶问题的求解

对于每种范数来说都有相应的对偶范数，原子范数的对 

偶范数等价于原子集合^的支撑集函数，即：

|| z || 5 =  sup ( z , x ) R =  s u p (z ,a )R (8)
II a || ̂ <1 â d
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0 2 4 6 8 10
惩 罚 项 数 值

图1 迭代次数随惩罚项f 的变化趋势

由式⑷可知，正则项 r 与阵元数M 、噪声的标准差^有 

关。由此推断，P 的最佳取值可能与阵元数M 、信源数 K 、噪 

声的标准差^中的一个或者几个参量有关。通过进一步探究 

发现，P 的最佳取值与阵元数M 、信源数 K 无关，只与噪声的 

标准差 c 有关。阵元数M 的增加会导致接收信号维度的增 

加，但也只能影响算法的收敛次数，不影响 p 的最佳取值。

不论阵元数M 、信源数 K 取何值，随着信噪比的逐渐增 

大，̂的最佳取值都会逐渐减小，并同时呈现负指数函数和高

图2 惩罚项拟合曲线与最佳惩罚项的对比

由图2 可以看出，两者相差很小。因此，可以利用式(11) 

得出不同信噪比条件下的最佳惩罚项…

由此，确定了 ̂ 和 P 之间的函数关系，即可以利用^求得 

最佳惩罚项… ^决定了 P 的大小，而 ^与 两 个 变 量 K 和 

S iV R 有关。在实际环境中，信源数 K 和信噪比S M ? 往往是 

未知的，而阵元数M 是已知的，所以^只能通过 r 求得。

3 . 2 惩罚项的迭代

为进一步减小A D M M 算法的迭代次数，在前一部分的 

基础上，改进了带自适应惩罚项的A D M M 算法，即根据迭代 

过程中的残差自适应地调整惩罚项。已有的理论研究表明， 

如果提前确定惩罚项系数，则系数过大或者过小都将使整个 

算法的收敛速度下降。因此希望惩罚项系数是自适应的，即 

依据算法当前的残差，更新惩罚项系数^下式给出了 P 的迭 

代规则：

_  (m in(l . l /o?/c w ) ? r z>// • sl
p=  \ (12)

(m ax(0 . 9̂ 0，̂ ) ， s l > f i  • r l

其中，/〇min =0.5100,10^ =  2 ^ 0 0 为惩罚项的初始值。通过设 

置 惩 罚 项 的 上 限 ~，避免惩罚项数值过大，导致算法不能收 

敛 ;通 过 设 置 下 限 ，避免惩罚项数值过小，导致在算法接 

近全局最优解的时候，迭代速度过慢，从而影响到算法的收敛 

速度。 为迭代残差，̂为对偶残差[15]。"为误差更新门限， 

即当迭代误差W大于对偶误差y 的 "倍 ，或者当对偶误差y  
大于迭代误差^的"倍时，惩罚项才会更新。这种改进方式 

同 时 考 虑 了 自 适 应 惩 罚 项 的 上 限 ^ ^下 限 、误差更新门 

限"，因此算法不仅能够避免陷入局部最优解，还具备更快的 

收敛速度。

4 仿真分析

在仿真过程中，将带自适应惩罚项的A D M M 算法在均 

方误差 (M ean Square E rro r，M S E)、迭代次数、恢复成功概率 

等方面与相关算法进行了比较。所有仿真实验重复1〇〇次， 

并且对结果取平均值。其中，"的取值为2。输入信号信噪比 

为一20 〜20dB。

次函数的规律。因此，假设 p 与^的函数关系为：

p = f ( a ) = T j a n(k • baY  (11)n = 0
通过曲线拟合的方法，最终确定了这些系数:m = 3 ，a0 =

0. 664?ai —8. 265? t i2 =  一 5. 876? ̂ 3 483 — 7. 52?^ —

0.06。随着M ，K 取值的改变，这些系数依然不变，这个规律 

依然成立。根据这些系数能够绘制出p z / Gr)函数曲线。当 

M = 6 4，K = 4 时，在 （一20d B，20dB) 区间内，̂〇的实际最佳取 

值与根据式(11)计算的P 的取值的对比如图2 所示。

其中，k a k 表示内积的实部。求解原子范数最小化问题的 

对偶问题，实质上就是求解原子范数的对偶范数的最大化问 

题。我们以这种方法求解，能够得到更加接近于原始信号的角 

度支撑集，完成D O A 估计。式(3)的对偶问题可以表示为：

m a x -y  ( || 3̂  II 2 — II y ~ z  || 2 )
- 1 (9)

s. t  || z || : < r

原始和对偶问题之间存在强对偶性，这意味着，̂ J 分别 

是原始和对偶问题的最优解。二者的关系为：l ) ：y =  4 +  L

2)〈z，x〉i? =  r || 工 |U ，其中z满足[24]

r 八
{z ô)r — r ?

1 A (1〇)
11 <z ,a )^| < r ? a ^ d

也就是说，在此冋题中，〈z ， 的最大值等于正则项 r 。

即 通 过 计 算 ，当结果等于正则项 r 时，则认为 a 是集合 

^中的原子，即信号工的角度分量。利用这种方法进行求解， 

在信噪比较高的条件下，可得到更加接近于原始信号的角度

支撑集。

3 AP-ADMM 算法

3 . 1 最少迭代次数与惩罚项之间的关系

在实验过程中，发现随着参数 r 和惩罚项^取值的变化， 

算法的迭代次数也会随之变化。换句话说，当参数 r 一定时， 

算法的迭代次数会随着参数取值的变化而变化。这一规律 

已在图1 中给出。在信噪比为OdB，阵元数为64,信源数为4 

的条件下，经过1〇〇次仿真，迭代次数随惩罚项P 的变化趋势 

如图 1所示。其中，信噪比与噪声标准差^的关系为S M ? =

取 4 或者 4. 5 时，迭代次数最少。因此，在

上述实验条件下，P 的最佳取值在区间[4,4. 5]之内。由此可 

见，当参数 r  一定时，̂〇存在一个最佳取值使得算法的迭代次 

数最小。

i i i u i r

100
90
80
70
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信噪比/dB

(a)天线阵元数为64,目标数为4

-20 —15 —10 -5 0 5 10 15 20

信噪比/dB

(b)天线阵元数为100,目标数为10 

图 3 算法的均方误差随信噪比的变化曲线

信噪比/dB

(b)天线阵元数为100,目标数为10 

图 5 算法恢复成功的概率随信噪比的变化曲线

结束语文中提出了带自适应惩罚项的 A D M M 算法。 

该算法根据输入信号的噪声功率，自适应地选择惩罚项的初 

始值，并且根据收敛过程中的残差，自适应地调整惩罚项的大 

小。仿真结果显示，该算法能够保证其收敛性能，不论是信号 

恢复的准确性，还是角度信息恢复成功的概率，都与传统的 

A D M M 算法相近。同时，该算法的收敛速度比传统的  

A D M M 算法更快。因此，带自适应惩罚项的A D M M 算法的 

收敛速度更快，能够实现高效的信号重构，进而实现高效精确 

的 D O A 估计。

图 3示出了不同算法的SNR-M S E 曲线。随着信噪比不 

断增大，各算法的均方误差曲线均呈下降趋势，信噪比每增加 

5d B，各算法的均方误差下降约 5dB。其中凸优化算法、 

A D M M 算法和A P -A D M M 算法的误差相对较小，且比较接 

近。而 Cadzow[25]算法的误差相对较大，与以上3 种算法相 

比，其误差曲线高出〇〜3d B 左右;相比之下，m usic[1]算法的 

误差最大，其误差曲线与 C adzow算法相比，高出大约 0 〜 

3dB。另外，阵元数的变化对仿真结果基本没有影响。由此 

可见，凸优化算法、A D M M 算法和A P -A D M M 算法的均方误 

差较小，且误差能够随着信噪比的增大而不断减小，性能相对 

优越。

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

信噪比/dB

(a)天线阵元数为64,目标数为4

-15 -10 -5 0 5 10 1

信噪比/dB

(a)天线阵元数为64,目标数为4

信噪比条件下的平均收敛次数均高于图4(a)，这是因为天线 

阵元数的增加会导致接收信号维度的增加，从而导致算法收 

敛次数增加。总之，与 A D M M 算法相比，A P -A D M M 算法的 

迭代次数明显减少，具有更快的收敛速率。

由图5 可知不同算法恢复成功的概率随信噪比的变化趋 

势。若恢复出的角度与对应的真实角度相比，误差低于0. 2°， 

则视为恢复成功1 次;如果误差大于〇. 2°，则视为恢复失败。 

当信噪比低于一l 〇d B 时，各个算法的成功恢复概率都很低， 

基本在2 0 %〜4 0 %左右；随着信噪比增加，其概率也逐渐增 

大。当信噪比达到O dB以上时，各算法恢复成功的概率达到 

9 5 %以上，基本上能够实现角度信息的完全恢复。另外，阵元 

数的变化对仿真结果基本没有影响。总体而言，A P -A D M M  

算法、传统的A D M M 算法和凸优化算法的恢复性能十分接 

近。在低信噪比条件下，这 3 种算法的恢复性能较弱;而当信 

噪比较高时，各个算法的恢复性能大体相当。

- 2 0 - 1 5 - 1 0  -5 0 5 10 15 20

信噪比/dB

(b)天线阵元数为100,目标数为10 

图 4 算法的迭代次数随信噪比变化的曲线。

从图4 可以看出A D M M 算法与A P -A D M M 算法的迭代 

次数随信噪比的变化趋势，A P -A D M M 算法的收敛次数始终 

低于 A D M M 算法。图 4 中显示，随着信噪比的增加，A D M M  

算法和A P -A D M M 算法的平均收敛次数不断减少，并分别下 

降到一定的区间范围内。另外在图4(b)中，两种算法在不同
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