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保特征散乱数据的曲面重构 
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摘 要 研究了保特征散乱数据的曲面重构问题。根据主曲率的差可以刻画图像的棱角特征这一特性，提 出了一种 

新的能量模型。通过变分法，能量得到了新的微分方程，并利用有限元方法求解。试验结果表明，该方法有 良好的重 

构效果，并很好地保持了棱角特征。 
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Abstract The aim of this paper is to reconstruct surface from scattered points while preserving or enhancing sharp fea— 

tures．This goal is achieved by establishing a new energy model according to the difference of the principal curvatures． 

We derived a nonlinear partial differential equation and solved it using the finite-element method for the unknown level 

set function．Numerical experiments show that the proposed method is effective． 
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1 引言 

散乱数据的曲面重构问题可以概述为：对于给定的精确 

或带噪声的来 自于某一曲面的离散抽样数据，重新构造一光 

滑曲面，使之尽可能忠实于原始曲面并插值或逼近于该离散 

点集_】]。该问题有广泛的应用背景。例如，在汽车工业中进 

行复杂产品设计时，往往需要建立产品的数字化模型。在医 

学领域，我们需要对核磁共振获得的数据进行人体骨骼、器官 

等的几何重建。在虚拟现实中，需要利用著名建筑物的扫描 

数据来建立数字图书馆等等。对这些问题进行抽象后即得散 

乱数据的重构问题， 

每个散乱数据集均来自于一个封闭曲面的采样。 

解决散乱数据的重构问题可以利用水平集方法_2电。水 

平集方法是 20世纪 8O年代末由 Osher和 Sethianl7]引入的 

用以解决界面运动问题的一种方法，因其具有拓扑结构 自动 

识别和易于实现等优点而迅速应用于各个领域。目前已经取 

得了非常丰富的成果且有若干专著问世_8～]。在实体形变过 

程中，拓扑结构有时会发生改变。用参数曲面来追踪拓扑结 

构的改变是相当麻烦的。若使用隐式表达的曲面实现拓扑结 

构的改变则相当容易[10,11]。但这些方法描述的大都是静态 

的曲面设计。这里所述的水平集方法允许曲面动态地变形并 

对其进行跟踪[6 ，曲面变形的驱动力量是几何偏微分方 

程。水平集方法的第二个优点是使几何本质量的计算容易实 

现，例如法向量和曲率。最后水平集方法所用的数据结构十 

分简单，一般是三维体数据，但计算仅限于水平集附近的一个 

窄带之内_6]。水平集方法的最大缺点是刻画细节的能力有 

限，但是近年来所发展的一些新技术使这一问题在一定程度 

上得以解决，如使用自适应的四面体网格[13]、T网格以及高 

阶数据 等。 

在文献E6]中作者提出了一种解决散乱数据重构的高阶 

水平集方法，但是因为有光滑项，模型不能很好地保持特 

征——散乱数据形成的棱角。如果利用经典的水平集方法， 

则会在离散点处出现尖刺。为了解决这个问题，我们注意到 

在曲面上有棱角的地方，主曲率的差值大，在光滑地表面上， 

主曲率的差值小。因此在理论上，主曲率的差值大小可以反 

映曲面的棱角特征。基于此我们提出了一种新的含有各向异 

性扩散因子的水平集模型。利用我们的模型构造出的曲面既 

能光滑地逼近离散数据 ，又能较好地保持曲面的棱角特征。 

文献1-153提出了各向异性几何扩散 PDE模型用来除噪。我 

们参考文献中的各向异性扩散因子，提出了一种新的水平集 

能量模型并利用变分法推导出相应的几何流，且利用有限元 

和 Schmidt正交化方法求解该几何流，避免了求解方程，从而 
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有效地节省了计算时间。 

本文第 2节介绍使用的基本概念；第 3节引入使用的能 

量模型及几何流的构造 ；第 4节描述数值实现细节；第 5节给 

出了数值试验与比较结果 ；最后总结全文。 

2 基本概念 

本节介绍要使用的基本概念 ，包括主曲率 和 样条 

基 。 

平均曲率： 

假定 S定义为水平集曲面{ ∈R。： (z)一c}，其中， 为 

定义在R。上适当光滑l的函数，称之为水平集函数，5的平均 

曲率表示为： 

H=-- iv(— ) 

式中，div是通常的散度算子， 是通常的梯度算子。 

高斯曲率 ： 

K一一--V - [ ] 
式中， 是 的梯度。 

主曲率： 

1一 H+ H ～ K ，是2一H一 H 一K 

B_样条基： 

令 

f号 +专 ，o≤ <1 
( )一 

【音(2一 )。， 1≤ <2 
则等距节点上支集为 h[i一2，i+2]的三次 样条基函数是 

N ( )一 (̂ ．T-- )。本文中，我们取 一̂1。 

3 保特征的能量模型 

问题描述嘲 ：给定一个散乱数据集 {z } ，它来 自于一 

个封闭曲面的采样，假定采样的密度为 )，，也就是说 五 与其相 

邻的点的距离不大于 )，。这里相邻的点不是一个明确的概 

念，因为所给的数据是散乱的，这意味着点与点之问没有拓扑 

关系。但是已经知道，这些点来自于一个封闭的曲面，所以可 

以假定这些曲面上的点是正确地三角化了的，这样相邻的关 

系便清楚了。所谓正确的三角化是指该三角网格和所采样的 

曲面的拓扑结构相同。 

令 (z)一rain ll z一五 lI为散乱数据的距离函数，为了 

构造一个拟合散乱数据的曲面，在文献[6]中，极小化了下面 

的能量 泛函 ： 

E(r)一 l dp( )dA+￡I dA (1) 

式中，p>1是一个给定的参数，它代表了驱动曲面向散乱数 

据方向运动的力的强度。式(1)中的第 2项起平滑所构造的 

曲面的作用 ，其中 e是一个小量。e—O时所构造的曲面逼近 

离散数据 ，但曲面不能很好地保持棱角特征。为了使构造的 

曲面既光滑 ，又能很好地逼近离散数据，保持离散数据的棱角 

特征，我们提出了如下的保特征的能量模型： 

E(r)一El(r)+e (r) (2) 

式中， 

E (r)一l d ( )dA 

(r)一 I g( {，kz)dA 

以 及 

g 最 ， 一』( + )一 ， 一 z> 
l1， 】一 2≤ 

显然，g(k ，k2)是 C 光滑的二元函数。 

模型(2)中的常数 e≥0用来控制规则效果， >0用来检 

测棱角。给定比较大的 ，当曲面上主曲率的差 kl—kz> 

时，就认为检测到了棱角，模型(2)停止驱动曲面在这点局部 

区域的运动，从而保持了棱角。当 较小时，曲面光滑地逼近 

离散数据。因此用我们的模型(2)能够精确光滑地重构出离 

散点的曲面。为了极小化能量函数(2)，我们构造了一个弱形 

式的L 一梯度流。假设 是一个检测函数 ，现在计算 E1(r)和 

E2(r)的一 阶变分 。 

3(El(F)， )一 dz( ) )f_ ( +e 圳 cLr 

— j (_z) 声 d(Il ( +￡妒) e一。如 
一 fR dz(x)3(~) 妇 

根据文献[6]，当F(r)一』 f(H，K)dA ，有如下的欧 
拉～拉格朗日弱形式 ： 

， 一 '『 f(H， ( ) 一专 ( 
庐 ( )[Lr— ，K )4K 

+倒  ) dr (3) f} fI 一 【l 声 

用k 一H+、／，百 ，k 一H一、／，再 可以得到式(3)中 

的 f(H，K)为：f(H，K)=g(kl，k2)一 

J 丽 ，kl--kz>A22 K K (4) +4(H2一)一4 H 一 (4) 
l1， 1—— 2≤ A 
根据式(4)可以求出 ^ 和-厂K分别为： 

fH一 

』 K 2 2K 22 K v／ 一( 0+H 一 一 ~／H 一)0 
【O， k1一七2≤ 

(5) 

}K— 

j K篆 4号K黉 K > 一( + 一4一 ~／H。一) 。一 
l0， 1—— 2≤ 

(6) 

利用H一 妻 ，K一是 和式(3)一式(6)，我们得到如 

下的变分形式： 

( (r)， 一 ( 一 1 ( 

ll ll (可 )dr一』 g2 z 
+ g2 出  

式中， 

g】一  H 一  

(忌1一 2)(2 --2Ak1+2Ak2+忌}--2k1k2+ ；) ’ 

0， 

走1—— z> 

k1一k2≤ 
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gz一 _， 

( 1 2)(22。一22k1+2A是2+是}一2k1 2+ ；) ’ 

0， 

1一 2> 

是1一是2≤A 

一 [ 妒]，A一[ 、BB 1]为[ 声]的伴 
随矩阵，BER 。，B1 ER 以及 B2∈R。P一卜一1_ 

可 是到曲面的切平面上的投影算子， 是恒等映射。因 

此我们构造出如下形式的 L 梯度流，对于所有 光滑的 ， 

我们有： 

I CLr+8(E (r)， )+sS(E2(r)， )一0 (7) 

为了求解式(7)，在时间方向，使用显式的向前欧拉格式； 

在空间方向，使用有限元方法在三次 样条基函数的张量积 

形式构成的空间中离散化。在下一节里，我们将给出具体的 

求解式(7)的算法和实现细节。 

选择三次 样条作为有限元空间首先是因为模型中需 

要计算曲率，所以使用具有二阶以上光滑度的水平集函数是 

必要的。已经知道，C2光滑的最低次的样条函数是三次样 

条，所以这里使用三次样条(张量积形式)作为水平集函数。 

其次， 样条基函数有局部支集。 样条的这些性质使得有 

限元的计算非常有效。 

4 算法和实现细节 

我们在三次样条函数空间中求解方程(7)。首先给出算 

法步骤。 

(1)输入散乱数据集{ ) 。 

’
：初始函数。 

E：给定的误差 阈值 。 

：迭代次数， 一0。 

利用 ’，得到正交 样条基系数{ }。 

(2)迭代计算 ““ 。 

(a)计算； 一 ~rA 。 

(b)转换； ”到声“ ”。 

(c)如果l 抖”(r)一E (r)j<∈，循环终止；否则置 

一  

+l，回到(a)。 

(3)输出 一 “ 。 

令 Ni(“)为定义在等距网格[ 一2，⋯， +2]上的三次 

样条基函数，则 (z)和检测函数 啦咿( )分别表示为： 

( )一∑∑∑ N (z)N ( )Nk(z) (8) 
。  

i— O，一 一 O。 

(z)一 Cr) ( )N7( ) (9) 

式中， 为待定系数。将式(8)和式(9)代人式(7)，我们得到 

如下矩阵形式的方程组： 

AX—B 

矩阵 A的元素为 ： 

r r r J 
RN (-z) (-z’叫RNj(y)N~(y)dyJ RN ( )Ny( )dz 
上面的一维积分可以通过高斯积分公式计算[16,17]。由 

于I}样条基函数是局部支集的，因此，这些一维积分能够快 

速有效地计算。注意到矩阵在重构过程中是不变 的，因此 

A_1可以预先计算好。向量 B的元素是一[ ( (r)， )+ 

( (r)， )]。 
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现在我们给出计算矩阵 A元素的方法。假设基函数 

( )，N，(z)和 M (z)的个数分别为 m， 和 t，那么矩阵 A包 

含 × ×t 个元素。当m， 和 t非常大时，有可能使得存 

储 A的空间超过了计算机的内存。为了克服这个问题，我们 

利用 Schimidt正交化过程将基函数 Ni(z)正交化，获得了一 

组新的正交基函数N ( )，使得： 
r ～ ～ 

I N (z)N，( )d：c一&，， ，J一1，⋯，max(m， ，f) 
√ 

令 

(z)一量量。奎； ( ) ( ) (．z) 
(z)一No( )N口( )Ny(z) · 

则 A是一个单位矩阵，因此不需要存储矩阵。 

通过一个正交的下三角矩阵 M 可将这两种基函数形式 

联系起来，旧基和新基有如下的关系： 

[N ，Nz，⋯，N =ME ， ：，⋯， ] 

的这两种表达形式很容易互相转化。我们采用这两种形式 

来减少 B的计算。有关使用窄带技术的具体细节，参见文献 

r6]。 

5 数值试验 

本节显示了 4个用我们的算法重构出的曲面。数值试验 

环境：DELL OptiPlex 755(E8400／2GB／250GB)。在 Linux系 

统下，使用 C／C++语言。图 1一图 4给出用我们的方法和 

经典的水平集迭代相同次数的试验结果。图 1(a)、图 2(a)、 

图3(a)和图4(a)显示的是输人的散乱数据。而图 1(b)、图 2 

(b)、图 3(b)和图4(b)显示的是用传统的水平集方法构造的 

重构曲面，它们是散乱数据的一个很好的逼近，但是没有很好 

的保持特征。图 1(c)、图2(c)、图 3(c)和图 4(c)显示的是在 

我们的模型中分别取 ￡一0．1， 一0．000001，e一0．1， 一0． 

00005，￡：O．055， 一0．00012和 e一0．1， =0．00001时的重 

构结果。显然各中(c)比相应的(b)能更好地保持棱角。试验 

结果表明我们的模型确能保持重构物体的棱角特征。 

b) ∞ 

(a)输入的散乱数据；(b)用传统水平集方法重构的曲面； 

(c)使用我们的方法的重构结果 

图 3 
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闲区域映射到无向图上，将寻找最大空闲矩形问题转化为求 

解最大回路和通路问题，使空闲区域划分过程大大简化。仿 

真结果表明，应用图论技术解决问题的思想和方法是可行的。 

将图论技术应用于可重构资源管理领域，目前在国内还未见 

过报道，本文在这个方面进行探索，初步的结果比较理想，在 

最大矩形判断方法和计算复杂度等问题上还可以继续做深入 

研究 。 
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叁叁 
t 

(a)输入的散乱数据；(b)用传统水平集方法重构的曲面； 

(c)使用我们的方法的重构结果 

图 4 

结束语 本文对给定的散乱数据进行了曲面重构。为 

了使重构曲面能够保持棱角特征，我们在极小化能量模型(1) 

中增加了一个各向异性扩散因子。通过变分方法将极小化问 

题转化为一个弱形式的L2-梯度流来求解。利用三次 样条 

基函数将梯度流转化为矩阵形式的方程组。为了解决矩阵A 

存储的问题，我们叉设计利用 Schimidt正交化过程，将矩阵A 

转化为一个单位矩阵，从而大大节省了存储空间，提高了算法 

效率。试验结果表明我们的模型能很好地保持重构物体的棱 

角特征。 
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