
第 37卷 第 12期 
2010年 12月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．37 No．12 
Dec 2010 

三维视觉测量 中圆中心投影误差分析方法 
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摘 要 针对像平面上椭圆的中心不是空间圆中心在像平面上的真正投影 中心这一问题，提 出了一种圆中心投影误 

差分析方法。通过建立空间圆平面与像平面之间的映射关系，推导了空间圆中心投影误差的数学模型，并对影响中心 

投影误差的因素进行了仿真分析。该方法为圆中心的测量误差评估、摄像机网络布局等提供 了理论依据，在实际的视 

觉测量工程中具有一定的应用价值。 
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Analysis Method for the Projection Error of Circle Center in 3D Vision Measurement 
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Abstract Aiming to the misalignment of the perspective projection of the circle center and the imaged ellipse center 

when the circle surface and the image plane are not parallel，an analysis method for the projection error of ellipse center 

was proposed．The mathematical formulation of the projection error was deduced by building the mapping relation be— 

tween image plane and circle surface，and the factors influencing the error were analyzed by the computer simulation．The 

method provides a valuable reference in theory for the measurement error evaluation of the circular center and the camer— 

a planning，and is valuable in engineering applications of vision measurement． 

Keywords Computer vision，Vision measurement，Projection error of ellipse center 

1 引言 

三维计算机视觉被广泛应用于工业检测、军事、航空航天 

等多个领域。利用被测物体在像面上的成像信息获取其空间 

的三维信息 ，是三维计算机视觉所面I临的根本问题。其 中，圆 

形目标是常见的图像特征，如通过在被测工件上布置若干具 

有回光反射特性的椭圆形标志点，摄像机就可以从不同方位 

拍摄图像。由于空间椭圆经过针孑L模型在摄像机像平面上所 

成的像仍为椭圆，因此可通过提取椭圆图像的中心坐标 ，根据 

图像几何与拓扑信息来重构物体的三维信息l】]。所以，椭圆 

图像中心的高精度提取是三维视觉测量中面临的重要内容之 
一

。  

影响空间椭圆中心定位精度的因素很多，如摄像机镜头 

的光学畸变、椭圆图像中心的拟合误差等。除此以外，当空间 

椭圆所在平面与像平面不平行时，像平面上椭圆的中心并不 

是空间椭圆中心的透视投影像点 ，二者之间的偏差称为其椭 

圆中心的畸变误差_2]，它对三维信息的重建带来一定的影响。 

Janne等[。 对圆中心投影误差进行了分析，魏振忠等．4 ]在此 

基础上对椭圆的畸变误差进行了研究，但推导过程比较繁琐。 

考虑到实际问题中，多数情况下是圆形 目标的成像问题， 

本文分析了空间圆中心的投影模型，提出了一种简单的圆心 

投影误差分析方法，通过获取空间圆平面与像平面之间的映 

射矩阵，建立了投影误差的数学模型，并进行了仿真实验。 

2 圆中心投影模型 

图 1 圆中心投影模型 

空间圆中心的摄像机投影模型如图 1所示。设摄像机坐 
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标系为 o-．：cyz，空间圆所在的平面为 7c。，在 。内建立二维坐 

标系 F2：Oo一．7C。yo，其原点 ， o轴与 yo轴待定，并建立三维 

坐标系 ：()b— oyo z0，其中 上 。在像平面 Ⅱ1上，空间圆 

中心的真实投影点记为 ()2，椭圆图像的中心点记为 0 。当 

空间圆发生旋转、平移、缩放时，()2与 01点坐标将同时发生 

变化。因此，圆中心的畸变误差与平面 。的法向矢量、圆心 

Ob的空间位置以及圆半径的大小有关。 

3 畸变误差模型 

设平面 的单位法向矢量为 ，空间圆心 在摄像机 

坐标系中的坐标为 x。并假设透镜焦距为 厂，像素物理尺寸 

为dx，dy，主点坐标为( ， )，则摄像机内部参数矩阵为： 

~f／dx 0 uq 

A—J 0 ∥dy 。l 

l o o 1 j 

通过下面步骤，可以确定坐标系 Fz(包括原点、两轴方 

向)以及三维坐标系 F3到摄像机坐标系的转换矩阵： 

(1)计算单位矢量 与摄像机 一(0，0，1) 轴之问的夹 

角 ，可以用矢量内积运算得到： 

~=COS一 (zo·z) (1) 

(2)设 为与 ，2垂直的单位矢量。计算 _l—l l z× 

如果 I—O，令 R为单位矩阵R一，3，直接运行步骤(4)；否 

则，计算单位矢量 ： 

一 尚  (2) 
(3)将 z0绕单位矢量 旋转 角度，使得 Z0与z方向一 

致。旋转矩阵R为_3 ： 

R一，3+ (1一cos~)·[ ] + [ ] ·sine (3) 

式中，[ ]×表示由单位矢量 定义的反对称矩阵。 

由于坐标系 F2的原点与两轴方向可以在平面 o内任意 

定义，因此，定义原点为空间圆的中心 ，并假定坐标系 经 

过矩阵R旋转后，已经与摄像机坐标系的 3个轴方向保持一 

致。此时，坐标系 F2的两轴方向可以由摄像机坐标系 ．27轴、 

Y轴经过矩阵R旋转得到。 

(4)计算摄像机坐标系到坐标系 的转换矩阵为[4]： 

一

尺 X] 

1 -J 
(4) 

令A 与M 分别为平面 上的点在摄像机坐标系与坐 

标系 中的三维坐标，X 为平面 。上的点在像面上的投影 

坐标，则： 

Mo—T ·M l (5) 

根据摄像机针孔成像模型，有： 

sX1一A ·M (6) 

式中，s为未知非零常数。联立 以上 两式 ： 

sX1一G ·Mo (7) 

式 中， 

Fql, q12 qla q]47 
J J 

G=AT- 一I q21 q22 q23 q24 l 
l } t
q31 qaz qaa qa4J 

令 Xo一( z，m2，1)表示平面 KO上的点在坐标系 F，下 

的齐次坐标，且 

· 248 · 

H—l q21 q22 qz4 l (8) 

Lq。 q。 j 

& 一『 。 ]， 一 

X1 c ，一[ ， ] 

X1(02)=l ，啦q34 J (13) 

／ [2b3b 4--& bs 

(14) 

4 仿真实验 

从上面的分析可知，对于一给定的摄像机 (内参矩阵 A 

确定)，圆中心畸变误差与以下 3个因素有关 ，包括空间圆的 

半径 a、空间圆形平面 兀0的单位法向矢量 Zo以及空间圆心 

()0在摄像机坐标系中的坐标 X。 

仿真实验中，未考虑摄像机镜头的畸变影响。选定摄像 

机内部参数为： 

_厂一12．027ram， =500．377， =372．820 

dot= 5．8585gm， 3，一5．8594pm 

所采取的方法是：分别保持其中两个因素不变，分析第 3 

个因素对畸变的影响。包含以下 3种情况： 

(1)保持 a与X不变，分析法向矢量 Zo对畸变的影响。 

法向矢量 zo可以表示成 Zo一(cosg~，co ，c0s ) ，其 

中( ， ， )为 ZO与摄像机坐标系三个轴之间的夹角，满足 

关系式 COS。红+COS +COS 一1。当其中一个角度发生变 

化时，必然引起其它两个角度的变化，如图 2(a)所示。在下 

面的实验中，通过事先确定两个角度的关系 c0s仇一kcos~y， 

来定性地分析 他对畸变的影响。选取参数：n一30mm。分以 

下 3种情况讨论： 

(I)当圆心坐标位于光轴时，畸变误差随着 伫 的增大( ∈ 

[一 ／2， ／2])呈现两个极大值，且极大值位置与 k的取值以 



及圆心在光轴的位置无关，极大值的位置为 伍一± ／4；并且 

极大值随着圆心距光心的距离的增加而减少。当 一± ／2 

时，畸变取最小值 0，此时光轴位于圆平面内，圆投影为一条 

线段，线段中心为圆心的投影；当 毂一0时，圆平面与光轴垂 

直，没有产生畸变误差。当x一[o，0，looo]时，最大畸变误差 

为 1．5×10一mm，约 0．26个像素。图 2(b)为 x一[O，0， 

5000]时中心畸变随 钕变化的曲线图，此时畸变最大值为 2．2 

×10～mm，约 0．04像素。 

(II)当圆心坐标位于光轴之外且靠近光轴附近时，畸变 

误差随着 的增大，同样呈现两个极大值 ，极大值位置与 

的取值以及圆心坐标X有关。极大值位置仍位于 仕一± ／4 

附近。此时，当 钕一± ／2(即光轴与圆平面平行)时，畸变误 

差不为 0。图 2(c)为 X—Elooo，100，5ooo]n~畸变随 变化 

的曲线 图。 

(III)当圆心坐标远离光轴时，畸变曲线变得比较复杂。 

图 2(d)所示为 一[3000，1000，5000]时的畸变曲线图。从 

图可知，当仇一±7c／2时，畸变误差较大。 

．c0婶 -eose&J 

(a】法向矢量的角度表示 (b)圆心位于光轴 

(c)圆心靠近光轴 (d)圆心远离光轴 

图 2 法向矢量与 轴的夹角 对畸变的影响 

(2)保持 Z0与 X不变，分析圆半径对畸变误差的影响。 

仿真实验中，选取参数 Z0一(O．3369，一O．4211，0．8422)， 

X一(10，400，5000)，仿真结果如图 3所示。可以看出，当圆 

平面与像平面不平行时 ，畸变误差随着圆半径 n的增大而增 

大；对于半径为 30mm的圆形，畸变误差为 0．2t*m，约为 0．04 

个像素。 

图3 圆半径大小对畸变误差的影晌 

(3)当固定 n与 。时，分析圆心坐标 X对畸变的影响。 

X可以表示为矢量形式 X— r·ro— r·(cosp~，co ， 

CO啦 )，其中r为圆心到光心的距离，( ， ，屉)分别为坐标 

矢量与摄像机坐标轴之间的夹角。设 cosf1．一kcosfly，分析可 

知，当坐标矢量方向固定时，畸变误差随着圆心到光心的距离 

r的增加而减小。图 4(a)，为 ro一[o．0199，0．0995，0．9948] 

时的畸变曲线图，当距离 r取 1000mm时，畸变误差约为 1．8 

×10 mm，约 0．3个像素。当距离 r固定时，畸变误差随着 

角度 ＆ 的增加而增大，图 4(b)，为 r=5OOOmm时的畸变曲线 

图 。 
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(a)r对畸变的影响 (b) 对畸变的影响 

图 4 圆心坐标对畸变的影响 

由上述分析可以看出，影响圆中心的畸变误差的因素较 

多，分析非常复杂。当摄像机拍摄距离为 lO00mm时，畸变误 

差可达 0．3个像素。对于拍摄距离短且测量精度要求较高的 

场合，可以利用本文提出的畸变模型进行必要的误差补偿，以 

满足测量的精度要求 。 

另外，在实际的测量中，可采取以下 3个措施来避免或减 

少畸变误差的影响： 

(1)尽可能使空间圆所在的平面与像平面平行。 

(2)在圆形标志点可测的前提下，减小圆形半径，或拉大 

拍摄的距离。 

(3)在拍摄距离一定情况下，减小圆心坐标矢量与摄像机 

光轴之间的夹角。 

结束语 空间圆中心的精确定位是三维视觉测量研究的 

重要内容。本文针对像面上椭圆的几何中心并不是空间圆心 

在像平面上的真实投影这一问题 ，提出了一种分析圆中心投 

影畸变误差的简单方法。介绍了椭圆中心畸变模型，通过获 

取空间圆平面与摄像机像面之问的二维映射矩阵，得到了空 

间圆心在像平面上的真正投影点，并给出了误差分析结果。 

本文的结论对椭圆中心的测量误差评估、摄像机网络布局等 

具有一定的理论指导意义。 
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