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Ising图模型概率推理的参数化复杂性 

陈亚瑞 廖士中 

(天津大学计算机科学与技术学院 天津 300072) 

摘 要 Ising图模型概率推理的主要工作是通过变量求和来计算配分函数和边缘概率分布。传统计算复杂性理论 

证明Ising图模型精确概率推理是 #P难的，并且 Ising图模型近似概率推理是 NP难的。研究了Ising图模型精确概 

率推理和Ising均值场近似概率推理的参数化复杂性。首先证明了不同参数的Ising图模型概率推理的参数化复杂性 

定理，指出基于变量个数或图模型树宽的参数化概率推理问题是固定参数可处理的。然后证明了Ising均值场的参数 

化复杂性定理，指出基于自由分布树宽、迭代次数和变量个数的参数化Ising均值场是固定参数可处理的；进一步，当 

Ising图模型参数满足 Ising均值场迭代式压缩条件时，基于自由分布树宽和迭代次数的参数化Ising均值场是固定参 

数 可处理的 。 
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Abstract Probabilistic inference of the Ising graphical model is to compute the partition function and the marginal 

probabilistic distribution through summing variables．Traditional computational complexity theory shows that the exact 

probabilistic inference of the Ising graphical model is# P-hard，and the approximate probabilistic inference is NP-hard． 

We analyzed the parameterized complexities of exact probabilistic inference of the Ising graphical model and the Ising 

mean field approximate inference．First，we proved the parameterized complexity theorems of probabilistic inference of 

the Ising graphical model with different parameters，which show that parameterized probabilistic inferences are fixed pa— 

rameter tractable with the variable number and the graphical model treewidth as parameters respectively．Then，we 

proved the parameterized complexity theorems of the Ising mean field，which demonstrate that the parameterized Ising 

mean field is fixed parameter tractable with the combination of the free distribution treewidth，the number of iteration 

steps and the number of variables as parameter；furthermore，when the Ising graphical model parameters satisfy the con— 

traction condition of the Ising mean field iteration formula，the parameterized Ising mean field is fixed parameter tracta— 

ble with the combination of the free distribution treewidth and the number of iteration steps as parameter． 
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1 前言 

Ising图模型(Ising graphical mode1)是定义在伯努利随 

机向量上的马尔可夫随机场模型，为实际系统提供了一种简 

洁有效的建模方法，已广泛应用于图像处理、空间统计和社会 

网络等领域L1 ]。Ising图模型概率推理问题是通过变量求和 

来计算配分函数、边缘概率分布和条件概率分布。由于精确 

概率推理问题是难解的，故发展了各种近似推理方法[3]。I— 

sing均值场(Ising mean field)是 Ising图模型上一种基本的近 

似推理方法，它通过求解泛函极值进行近似概率推理，计算出 

配分函数下界及边缘概率分布近似值 。该方法具有简明的变 

分形式、较好的近似效果，是处理大规模复杂数据的重要工 

具 ]。 

概率推理和近似概率推理的计算复杂性是一重要的理论 

问题 ，也是设计概率推理算法和近似概率推理算法的理论基 

础[5 ]。传统计算复杂性 (traditional computational complexi— 

ty)理论指出，Ising图模型概率推理问题是# P难的[7 ]，且 

Ising图模型近似概率推理问题是 NP难的，即假设 NP P，I— 

sing图模型上的精确概率推理至少需要指数时间，且具有有 

效近似因子的近似概率推理也需要指数时间。 

传统复杂性理论仅以输入规模为参数来定义计算复杂 

性，但这并不能完全描述问题的难解性实质。如传统复杂性 
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理论指出概率推理问题是难解的[9．1oj，但树型结构、链式结构 

上的概率推理是可处理的；同时理论证明 Ising均值场多项式 

时间内仅给出局部最优解，但在实际应用中Ising均值场可给 

出较好的近似结果[ 。参数化复杂性理论是计算复杂性理 

论的一个重要分支，它通过引入问题参数来定义参数化复杂 

性，可进一步揭示难解性问题的难解性实质_1。 。如参数化 

复杂性理论可说明，虽然一些问题规模较大，但若问题参数较 

小，该问题仍是可处理的。 

本文研究 Ising图模型精确概率推理和 Ising均值场近似 

概率推理的参数化复杂性。首先证明不同参数的 Ising图模 

型概率推理参数化复杂性定理 ，指出以图模型变量个数为参 

数时，概率推理问题是固定参数可处理的；进一步，以图模型 

树宽为参数时，概率推理问题是固定参数可处理的；然后证明 

Ising均值场参数化复杂性定理，指 出以变量个数、自由分布 

树宽和迭代次数之和为参数，Ising均值场是固定参数可处理 
1 

的；同时当模型参数满足条件V s∈V，÷ ∑ l l<1时，以 
tE ～( 

自由分布树宽和迭代次数之和为参数，Ising均值场推理是固 

定参数可处理的。 

2 背景 

本节介绍 Ising图模型、Ising均值场推理方法、图的树宽 

概念和参数化复杂性。 

2．1 Ising图模型 

定义 1(Ising图模型) Ising图模型是一 5元组 

够一( ，E，z，b，夕) 

式中，V，E，X均为有限集，且 

1) 表示非空顶点集。 

2)E × 表示边集。 

3) 一{X “， }∈{0，1) 表示伯努利随机变量集。 

4)b： +-z是顶点集到随机变量集的一一映射。 

5)p(x；口)表示随机变量 上的指数概率分布 

p(x； )一exp{∑0 + ∑ ．72 zf—A( )> 

A( )一log∑{Eo 22 + ∑ z 32 ) 

式中， ， 表示模型参数，exp{0,x }，exp{ z )表示势函 

数，A( )表示 Ising图模型对数配分函数。 

在 Ising图模型 够上，概率推理的关键是通过变量求和计 

算对数配分函数A( )和边缘概率分布 p(x )。 

2．2 Ising均值场 

变分推理是一种重要的确定性近似推理方法 ，它通过最 

小化自由分布 q(-z)与原分布 p(z)之间的 KL距离，把图模型 

概率推理问题转化为泛函极值问题，并通过求解泛函极值来 

计算对数配分函数及边缘概率分布Ⅲ。自由分布 g( )与原 

分布 p(z)之间的 KL距离为 

KL(q(x)l I ( 一 (z)log 

通过最小化 KL距离进行变分转换，得 

A( )一 max <∑q( ) (z； )+H(g(-z))} (1) 
q(x)E~~f

ree 

’ 

式中， (-z； )一 ∑O,x + ∑ 0 z z ，q(z)表示 自由分布， 
’ 

sEV ( ．￡)∈E 

饥  表示 自由概率分布的约束域，熵函数 H(q(-z))一一∑ q 

(z)logq(x)。 

由于精确求解变分式(1)的计算复杂性较高，Ising均值 

场在自由分布可处理约束子集 玩  上，计算 A( )的下 
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界和边缘概率分布近似值。 上的自由分布 g(z)是定义 

在不相交变量簇{C 一，Cm}上的完全分解形式 q(z)一II吼 
n— I 

(Ca)，即 

m  

一 {q(z)lg(z)一I (c口)) 

则 Ising均值场变分式为 

A( )≥ max {∑q(z) (z； )+H(q( ))> (2) 
q‘ 

Iact 

通过求解 Ising均值场变分式(2)可计算出对数配分函数 

A( )的下界及边缘概率分布 (五)的近似值。 

2．3 图的树宽 

树宽描述了图结构的复杂性，是图的重要特征之一。下 

面给出图的树分解及树宽概念。 

定义2(图的树分解) 令G一( ，D表示无向图，图G的 

树分解为({Wi liEI}，T)，其中 Wi是顶点集 的子集， 表示 

指示集，树 T是以W 为顶点的树。且符合以下 3条性质： 

3)Vi，J，是E ，若 在W 到W 的路径上，则 WinWk 

。 

树分解的第三条性质又称为一致性 ，在动态规划中有重 

要作用。图的树分解形式是不唯一的，树宽是度量树分解优 

劣差异的重要特征。 

定义3(图的树宽) 令 G一( ，E)表示无向图，({Wi I iE 

)，丁)表示图G的树分解 ，则树 T的树宽为 

tw(丁)一max{1wi I I ∈J}一1 

图G的树宽为树宽最小的树分解树宽，即 

tw(G)=min{k I是表示图G的树分解的树宽) 

根据图的树宽定义可知：树型结构图的树宽为 1，由 个 

顶点组成的团的树宽为 一1， ×n格状图的树宽为 。传统 

复杂性理论指出判定图G的树宽是否为d是 NP完全的，即 

该判定问题是难解的。 

图 1(a)表示由8个顶点组成的无向图 G一( ，E)。图 1 

(b)表示无向图 G的树分解({Wi liE J)，T>，其树宽为 2。同 

时该树分解也是具有最小树宽的树分解，故无向图 G的树宽 

为 2。 

(a) Co) 

图 1 图及对应的树分解 

2．4 参数化复杂性 

传统复杂性理论中，算法的运行时间是关于输入字符串 

长度(输入规模 )的函数，求解 NP完全和 NP难等难解性问 

题的已知最好算法需要指数时间。参数化复杂性理论是从另 

一 个角度研究难解性问题，它通过引入参数愚，使算法的运行 

时间是关于参数 k的函数。在实际问题 中，若难解性问题的 

参数 较小，则此参数化的难解性问题是可处理的，称为固定 

参数可处理的(fixed parameter tractable，FPT)l1 “j。 

定义4(参数化问题) 令 ∑表示有限字母表，参数化问题 

是定义在 ∑上的二元语言 L ∑ ×∑ 。对于实例( ，愚)∈ 

L，X表示问题字符串描述，k称为问题参数。 

Ul 

∈ 

芷 
存 

∈ 

一 

D 



 

定义 5(固定参数可处理，F盯 ) 令 L表示一参数化问 

题，( ，点)表示一问题实例，厂(五)表示仅与 尼相关的计算函 

数，如果能在 O(，( )Ilz1 Cx1 )时间内判定问题 ( ，矗)∈L，则 

参数化问题 L是 FPT的。 

求解图的树宽的参数问题如下所示，同时理论证明指出 

该参数化问题是 FPT的[1 。 

参数化树宽问题(G， ) 

实例：无向图G一( ，E)和k∈N。 

参数：自然数k。 

问题：判定tw(G)一 ? 

引理 1 令 G一( ，D表示无向图，，z—lVI表示变量个数， 

一 G)表示无 向图树宽，则存在算法 A最多在 0( )· 

0( )时间内计算出图 G的树分解 ，因此参数化树宽问题(G， 

是)是 FPT的。 

3 概率推理参数化复杂性 

本节分析两种不同参数下 Ising图模型概率推理问题的 

参数化复杂性。 

3．1 情况 1——参数 n=l l 

以变量个数 参数化 Ising图模型概率推理问题，并证明 

该参数化问题是 FFT的。 

参数化树宽问题( ，n) 

实例：Ising图模型 一(y，E，z，6， )。 

参数 ：变量个数 n—Izl。 

问题 ：计算 Ising图模型变量边缘概率分布。 

定理 1 Ising图模型 上的参数化概率推理问题( ， ) 

是 FPT的。 

证明：对于 Ising图模型 留，计算模型配分函数 

A( )：log∑{∑0 z + ∑ z z ) 

其中，伯努利变量求和过程中共涉及到 2 个元素 ，用蛮力方 

法进行变量求和的计算复杂性为 ，同理计算变量边缘概率 

分布的计算复杂性为 0(2 )。 

故 Ising图模型 够上的参数化概率推理问题(够， )是 

FPT的。 

参数化概率推理问题(留， )是平凡的，即当模型规模 n较 

小时，概率推理问题是可处理的。下面基于图的树宽分析概 

率推理的参数化复杂性 。 

3．2 情况 2——参数 d=tw(G) 

以图树宽tw(G)参数化 Ising图模型概率推理问题，并证 

明该参数化问题是 FPT的。 

参数化树宽问题(箩， ) 

实例：Ising图模型 一(y，E，z，b，p)。 

参数：图G一( ，E)的树宽 d=tw(G)。 

问题：计算 Ising图模型变量边缘概率分布。 

定理 2 Ising图模型 上的参数化概率推理问题( ， ) 

是FPT的。 

证明：在 Ising图模型 一(V，E，z，b， )上执行联合树算 

法(junction tree algorithm)进行精确推理 ，可计算出边缘概率 

分布精确值。联合树算法包括两个基本步骤，首先对 图模型 

结构进行树分解({WiIi∈J)，丁>，然后初始化树分解 丁的势 

函数，并在树 T上进行精确推理。下面具体分析这两个步骤 

的计算复杂性。 

1)对图模型 进行树分解。 

Ising图模型 的联合概率分布为 

p(x； )OCexp{∑0 z + ∑ 0 z } 

对于 Ising图模型 留的图结构 够一( ，E)，令 表示图的 

树宽。根据引理 1可知，存在算法 A最多在 0(2 )· 时间 

内给出图的树分解。此处不考虑求解树分解的具体算法 ，图 

2(a)表示 3×3二维 Ising图模型结构，图2(b)表示 Ising图模 

型结构的树分解。 

弧  
(a) Co) 

图2 图及对应的树分解 

2)在树 T进行精确推理计算边缘概率分布。 

首先根据 Ising图模型的联合概率分布初始化 T的势函 

数，并给出此时的联合概率分布式 ，即 

如．( 
．

)一exp< ∑ 以z + ∑O,x } 
‘ ‘ { ，￡JEwit{s，f J∈∈E Ewi 

乡( )。C ( )／ 
，

( n ‘ n )) 

此时在树 T上执行和积算法，通过在节点 Wi和W，之间 

传播信念消息m ～．，可计算出变量边缘概率分布，即 

n 

．

声 ‘Xwi 
∈墨 m 

p( )∞ ) 
) 

(Xwinwj) 

树 T上精确概率推理 的计算复杂性为 2 ·O( )。图 2 

(b)所示的树分解 T上的消息传播如图3所示。 

( ! ! ) 熬  蕊 
m w3on~2 m w227 鬃 
图 3 树结构 T上的消息传播过程 

综合上述分析可知，Ising图模型 留上联合树算法的计算 

复杂性为 0(2 )·O( )。故 Ising图模型上的参数化概率推 

理问题( ， )是 FPT的。 

概率推理参数化复杂性定理 2指出，当图树宽 d较小时， 

大规模 Ising图模型上的概率推理问题是易处理的，如树型结 

构、链式结构图模型等，并借此发展了隐马尔可夫模型上的前 

向后 向算法、状态空间模型上的卡尔曼滤波等具体概率推理 

算法。然而，很多实际问题的图模型树宽较大_3]，如图像处理 

中 × 格状马尔可夫模型的树宽为 ，生物信息学中 阶隐 

马尔可夫模型的树宽为 ，此时精确概率推理是不可解的。 

故发展了近似推理方法，如 Ising均值场方法等。 

4 Ising均值场参数化复杂性 

本节证明 Ising均值场参数化复杂性定理。 

4．1 一般情况 

以自由分布结构树宽 d、迭代次数 k和变量个数 共同 

参数化 Ising均值场，并证明该参数化问题是 FPT的。 

参数化 Ising均值场问题(IMF，dr+ +n) 

实例：基于自由分布 q(z)的 Ising均值场 IMF。 

参数：自由分布结构树宽 dr， 

Ising均值场迭代次数 ， 

Ising图模型变量个数n—lzI。 

问题：Ising均值场下边缘概率分布最优值。 
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定理 3 令 一(V，E，-z，b，乡)表示一般 Ising图模型，I— 

sing图模型 上的参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+ 十 ) 

是 FPT的。 

证明：对于 Ising均值场方法，其中自由分布 q(z)是定义 

在不相交变量簇 (f1，⋯ }上的分解形式 q(z)一Ⅱ (Ca)。 

利用欧拉方程求解 Ising均值场变分式(2)，可给出Ising均值 

场变分式的W／个迭代更新式。其中对应于自由分布 口(c口)的 

迭代更新式为 

q( )∞exp{ ( )} 
叭 )r∈ 

II
v“ )
exp{0=／lrx s} (3) 

式中， 

1) ( )一∑sffv(f̂) +∑( )EE(c)0．x z ，V(co)表示对 

应于变量簇 的顶点集，E(co)表示变量簇 下的边集。 

2)N(s)表示顶点 5的邻节点。 

3)肼 表示基于自由分布的变量期望，即 

一 ∑ 8z q(印)， ∈印 

以任意值初始化变量期望 {胁I s一1，⋯， }，并根据迭代 

式(3)进行 k次迭代，可计算出边缘概率分布近似值。此时 I— 

sing均值场推理的计算复杂性为 2 · ，其中 2 表示迭代 

式(3)的计算复杂性， 表示m个迭代式 k次迭代下的计算 

复杂性。 

由于 Ising均值场变分式(2)是非凸的，故根据 Ising均值 

场迭代式(3)仅可计算出局部最优解。若初始化变量期望 { 

f 1，⋯，n)时，取遍 2 个极值赋值(即 一O或 一1)，可计 

算出所有局部收敛值，从而给出 Ising均值场变分式(2)的最 

优值。此时 Ising均值场方法的计算复杂性为 2df·0(2 )· 

2 。故参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+志+ )是 FPT的。 

对于参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+ + )，参数 d， 

可通过 自由分布结构选择控制。由于 Ising均值场收敛速度 

较快 ，故迭代次数 尼不会太大，但是参数 与图模型规模有 

关 ，故对于大规模图模型，Ising均值场难以在多项式时间内 

给出最优解。在实际应用中，或根据经验选择 Ising均值场初 

始赋值，或通过领域专家给出初始赋值，并采用局部最优值为 

最终近似，则此时的近似值精度与初始赋值有很大关系。下 

面分析特殊条件下 Ising均值场的参数化复杂性。 

4．2 特殊情况 

以自由分布结构树宽 和迭代次数k共同参数化 Ising 

均值场，并证明若模型参数满足条件V sEV，÷ ∑ l l<1 
L士 f∈ ) 

时，该参数化概率推理问题是 FPT的。 

参数化Ising均值场问题(IMF，df+ ) 

实例：基于自由分布q(z)的 Ising均值场IMF。 

参数：自由分布结构树宽 ， 

Ising均值场迭代次数k。 

问题：Ising均值场下边缘概率分布最优值。 

定理 4 令 一( ，E，z，b，夕)表示 Ising图模型，若模型 

参数满足 

V sEV，÷ ∑ l I<1 
tE ( ) 

则参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+愚)是 FPT的。 

证明：在完全分解 自由分布q(_z)一Ⅱg(z )1-，Ising均值 

场迭代式为 

q(x )cCexp{0,x 
⋯

1I 
、
exp{O~／z r} 

Ising均值场下变量期望计算式为 

· 2】O · 

exp{ + ∑ 以 f) 

1+exp{ + ∑ } 

令 ，( )一exp{x}／(1+exp{x})；be ，雎u表示变量37． 期望 

的下、上界，因为，(z)是单调的，且厂(z)≤1／4，故 
1 

u一 l≤—l_(∑ l ( 一 )I) 
‘上 tff ( 

1 

故若参数满足条件V s∈V，÷ ∑ l l<1，则 Ising均值场 
‘± re： (" 

迭代式是压缩函数，存在唯一不动点。 

此时以任意赋值初始化变量期望{ I s一1，⋯，；r／}，则根 

据 Ising均值场迭代式(3)，可在时间2 · 内计算出Ising 

均值场最优解。故参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+是)是 

FPT的。 

对于参数化 Ising均值场问题(IMF，ds+最)，树宽参数 

r是可控制的，且迭代次数 k较小。故由参数化复杂性定理 

4可知，对于大规模 Ising图模型，当模型参数满足条件V S∈ 
1 

V，÷ ∑ l l<1时，执行Ising均值场可计算出最优值。 
ft ‘” 

结束语 本文研究了 Ising图模型精确概率推理和 Ising 

均值场近似概率推理的参数化复杂性。对于 Ising图模型概 

率推理，证明基于变量个数 ，z的平凡参数化概率推理问题是 

FPT的，进一步证明基于树宽 d的参数化概率推理问题也是 

FPT的。即对于大规模 Ising图模型，若图模型树宽较小，则 

Ising图模型精确概率推理问题是易处理的。对于 Ising均值 

场方法，证明基于 +量+ 的参数化 Ising均值场是 FPT的， 
1 

进一步证明当Ising图模型满足条件V s∈V，÷ ∑ l I< 
tE 【 

1时，仅基于 ，+k的参数化 Ising均值场是 FPT的。即对 

于大规模 Ising图模型，当模型参数满足一定条件时，Ising均 

值场近似概率推理是易处理的。 

这些参数化复杂性定理揭示了 Ising图模型概率推理和 

近似概率推理的难解性实质：Ising图模型树宽决定着精确概 

率推理的计算复杂性，Ising图模型参数决定着 Ising均值场 

近似推理的计算复杂性。 
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量[10,12]。但是，用这些参数评测的结果在很多情况下都与实 

际情况不符 ]。因此，试验中用峰值信噪比和主观评测相结 

合的方式对增强的结果进行分析。如果图像的大小为 M×N 

像素，则峰值信噪比的计算方法如式(1O)所示。 

图 5 左上第一幅图为人工图像，第二幅加入了随机噪声，随后的 

图像从上至下、从左至右依次为用 HE[Z]、LC~n]、Wave— 

let~33、CWGCE~83算法增强的结果，最后一幅是用本文的算 

法增强的结果。 

1 M 一 ]N一 1  ̂

PSNR一20X[og 。( ／‘ l-互蚤( 一gi,j) )专) 
(10) 

 ̂

式中，“MAX”表示图像中最大灰度值(此时为 255)，gi， 和g 

分别为源图像 J和增强结果图像的像素值。 

在一般情况下 ，峰值信噪比越大，则说明增强的结果与源 

图的差别较大。因此，针对用不同的增强算法处理的结果，如 

果 PsNR值相同，则视觉效果越好，说明增强算法越好 ；如果 

视觉效果相同，则PSNR越大，说明增强算法越好 ；或者说，如 

果 PSNR值越大，同时又能使视觉效果更好，则增强算法越 

好。实验中对 2O幅不同的自然图像进行加噪后 ，用几种算法 

进行去噪增强，其平均 PSNR值如表 1所列。 

表 1 用不同的增强算法得到的PSNR值的比较 

增强算法 PSNR 

18．608 

17．444 

22．416 

22．484 

25．168 

从表 l中的数据可以看到，3SW 算法的 PSNR平均值最 

高。同时，从视觉效果上看，用 3SW 算法得到的增强效果也 

是最好的。 

结束语 本文提出了一种基于结构自相似性的小波增强 

算法，针对图像的边缘模糊、对比度降低等有比较好的增强效 

果，而且对噪声也有很好的抑制作用。通过实验证实了 3SW 

算法优于普通的图像增强算法，对基于小波的增强算法也有 

改进，特别是对图像中的一些细小的纹理、边缘等特征有较好 

的增强作用，说明了将图像结构的自相似和小波分解系数结 

合，能够有效地提高图像特征的提取和增强的效果。 

但是，3SW 算法对噪声同样也会有放大。而且，算法本 

身不能够 自动地选择子图像的数量和小波分解的层数，这将 

是下一步需要解决的问题。 
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