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集合代数是经典命题演算形式系统的语义解释 

刘宏岚 高庆狮 杨炳儒 

(北京科技大学信息工程学院 北京100083) 

摘 要 经典命题演算形式系统(CPC)中的公式只是一些形式符号，其意义是由具体的解释给 出的。逻辑代数和集 

合代数都是布尔代数，都是 CPC的解释。集合代数是 CPC的集合语义．其中对联结词的解释就是集合运算；对形式 

公式的解释就是集合函数；对逻辑蕴涵、逻辑等价的解释就是集合包含 和集合相等一。标准概率逻辑是在标准概率 

空间上建立的逻辑体系，命题表示随机事件，随机事件是集合，概率空间中的事件域是集合代数，概率逻辑就是 CPC 

集合语义的实际应用。CPC完全适用于概率命题演算。 
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Abstract The wel1 formed formulas(wffs)in classica1 formal system of propositional calculus(CPC)are only some for— 

mal symbols。whose meanings are given by a interpretation．Both logic algebra and set algebra are Boolean algebra，and 

are interpretations for CPC．A set algebra is a set semantics for CPC，in which set operations are the interpretation for 

connectives，set functions are the interpretation for wffs，the set inclusion is the interpretation for logical implication， 

and the set equality— is the interpretation for logical equivalence．Standard probabilistic logic is based on a standard 

probabilistic space，a proposition describes a random event which is a set，the event domain in a probabilistic space is a 

set algebra，probabilistic logic is just the practical application of the set semantics for CPC．We can perform  event calcu— 

lus instead of probability calculus in CPC．CPC is applicable to probabilistic propositional calculus completely． 
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经典命题演算形式系统(CPC)中各种符号的意义是由具 

体的解释给出的。如布尔代数({0，1}，V，八，一)是 CPC的 

真值解释，其中命题变量的取值范围是{0，1)，对联结词的解 

释就是真值运算，对形式公式的解释就是真值函数，对逻辑蕴 

涵、逻辑等价的解释就是真值小于等于≤和真值相等一。下 

面将证明集合代数是 CPC的集合解释。 

1 集合代数是 CPC的语义解释 

1．1 集合赋值 

设 n是任意一个集合，集合 Q的幂集 2“一{zI Q}是 

Q的所有子集的集合，集合代数<2。，U，n，～>是布尔代数。 

Q相对于它的所有子集来说是全集，补运算～是相对于全集 

Q的补，如VA E 2 ，A U--A—Q，A n～A一0。集合代数 

<2“，U，n，～)对于 CPC中的形式公式的解释就是给公式一 

个确定的集合，是由集合赋值来完成的。本文用小写字母 -厂， 

g，h等表示命题公式，用大写字母 A，B，C等表示集合。 

定义 1 对于形式公式的集合赋值，简称赋值，由两部分 

组成： 

1)某集合 Q的幂集 2 ，作为命题变量的取值范围。 

2)集合赋值：设 s是 CPC中的全体公式的集合，一个集 

合赋值 ： 2。是一个映射，满足如下条件 ，对任意的公式 

f，gES， 

①9(fAg)= (-厂)n (g)，把赋给公式 f，g的集合的交 

集赋给合取式厂八g。这里 (厂)是赋给公式 ，的集合。 

②9(fV g)一 (厂)U (g)。 

③ (一_厂)一～ (，)，把赋给公式 厂的集合 (厂)的补集 
～  ( 赋给否定式一_厂。 

④ ( g)一 (一厂V g)一～ (，)U (g)。 

注：1)集合赋值 是命题逻辑系统(S，V，八，一>到集合 

代数(2。，U，n，～)的同态映射，即满足 Vf，gES， (一，)一 

～  (，)，9(fAg)一 (厂)n (g)，9(fVg)一 (，)Ug(g)。 

2)集合运算U，n，～等分别是逻辑运算V，̂ ，一等的语 

义解释。 

3)当给定 后，我们把公式 ，在映射 下的象 (-厂)叫做 

厂的赋值 。 

4)命题公式的一个赋值：指定某集合 Q的幂集 2。为命 

题变量的取值范围，并且为公式中的每个命题变量指定 2 中 

的一个元素，即 Q的一个子集。 

到稿 日期：2009—10—13 返修 日期：2010一O1—11 本文受国家自然科学基金(60873002)资助。 

刘宏岚 女，博士生，CCF会员，主要研究方向为模糊集合理论的研究与应用等，E-mail：honglanliu@ies．ustb．edu．cn；高庆狮 男，博士生导师， 

中国科学院院士，主要研究方向为自然语言理解及处理；杨炳儒 男，博士生导师，主要研究方向为知识发现与智能系统。 

· 194 · 



1．2 重言式与矛盾式 

定义 2 设公式 fES，如果对每个赋值 ：S一2 恒有 

(厂)一Q，则称 ，为重言式，记作 丁。如果对每个赋值 恒有 

(厂)一 ，则称 厂为矛盾式 ，记作 F。这里 n是全集，D是空 

集。 

如对任意赋值 ：S一2 ，恒有 (～厂V，)一～ (-厂)U 

(，)=gt， (一厂^厂)一～ (_厂)N (厂)一0，所以公式一 Vf 

是重言式，公式一_厂八厂是矛盾式。 

定义 3 任意的公式 f，gE S，如果对每个赋值 恒有 

(_厂)一 (g)，则称 厂与 g重言等价，记作 f=--g。 

定理 1 常用的重言等价式有幂等律、结合律、分配律、 

摩根律、排中律、同一律、联词转换律等。 

证明：由于集合赋值 是逻辑系统(S，V，八，一)到集合 

代数(2。，U，n，～)的同态，集合代数是布尔代数，同时满足 

上述所有的定律，因此对任意的公式 f，g，hES， 

1)分配律：对每个赋值 ，由 的定义且集合代数满足分 

配律，有 

9(fA(g V ))一 (_厂)N 9(g V )一 (厂)N( (g)U 

(̂))一( ( N (g))U( ( N ( ))一 

((fAg)V(fA )̂) 

所以由重言等价的定义有 _厂̂ (gV矗) (，^g)V(_厂A 

)。同理可证V对^是可分配的。 

2)德 ·摩根律：对任意赋值 ，由 的定义且集合代数满 

足摩根律，有 

(一(厂^g))一～ ( ^g)一～( (厂)n (g))一～ ( U 

～  (g)一 (一厂)U (—·g)一 (一，V 

— g) 

所以一(-厂̂ g)三三三一厂V—g。同理可证一(-厂V g)三三三一厂  ̂

g 。 

3)矛盾律、排中律：一，^f=--V，一_厂V户 丁 

(一厂^厂)一～ (，)N (厂)一0，由定义 2，一厂̂ f=--F。 

(一_厂V_厂)一～ (_厂)N (_厂)一Q，由定义 2，一厂Vf----T。 

4)联词转换律 ：由定义 1， (，一g)一 (一，V g)一～ 

(厂)U妒(g)，得 g 一，V g。 

对合律、幂等律、结合律、吸收律等证明略。 

依据这些常用的命题定律和置换规则，就可以进行命题 

的等价演算。 

例 1 (fA g)一 三一(厂^g)V 一一厂V—gV 三̂三三一_厂V 

(一gV h)=--_， (g一矗) 

形式上与经典二值逻辑的等值演算完全一致。可以证 

明，在等价演算中，联结词集合{一，̂ }，{一，V}，{一，一 )等 

是联结词的完备集。证明略。 

定义 4 任意的公式 _厂，gE S，若 产 g为重言式，则称 l厂 

重言蕴涵g，记作 g。 

定理 2 任意的公式 f，g，hE S，下面是一些重要的重言 

蕴涵式，有时也称它们为推理定律或推理规则。 

1)附加规则： _厂V g 

2)假言推理：fA( g) g 

3)假言三段论 ：( g)̂ (g---~h)C_ h 

这些推理定律可通过等价演算法根据定义加以证明。如 

证明假言推理规则。 

证明：(fA(产 g))一g三三三一(_厂八(一_厂V g))V g三三三一((_厂̂  

一 厂)V(fAg))Vg三三三一(，八g)Vg三三三一-厂V一7gVg=--T，所以 

有 ，八(产 g) g为重言蕴涵式。其它证明略。 

定理 3 任意的公式 f，gE S，fCg当且仅当对每个赋 

值∞恒有9(f)c-9(g)。 

证明：对于集合的包含关系， (厂) (g)当且仅当～ 

(，)U (g)一Q，即 ( g)一～ ( U (g)一Q。对任意的 

赋值 恒有 (产 g)一n，所以 产 g为重言式，即 g。 

如对任意的赋值 ， ( (-厂) (g)一9(fV g)，所以 

{ l＼g 

经典逻辑中所有的命题定律和推理定律仍然成立。所以 

说布尔代数(2 ，U，n，～)是 CPC的语义解释。 

1．3 布尔代数<2 ，U，n，～)是 CPc的语义解释 

布尔代数({0，1}，V，八，一)是 CPC的真值解释，布尔代 

数(2。，U，n，～)是 CPC的集合解释。两种解释的对照如表 

1所列 。 

表 1 集合语义与真值语义的比较 

—  —  

p一1一P．pE{0，1 

联结词 V̂：V̂q =：m ai x(( p，, q))，,pp。, q∈E{{。0，,11 
—  p— q—rrmx(1一P，q)，P，qE{0，1j 

命题公式 真值函数 f：10，1}n一{0，1} 

如(PA q)— r 如(pA q)— r，P，q，rE{0，1} 

重言式 1 

矛盾式 0 

一 p一 ～ p，pE2n 

pV q=pUq，P，q∈2n 

P̂ q=pnq，p，qE 2a 

p—，q一～pUq．P，qE 2n 

集 合函数 f：(2n)n— 2n 

如(pAq)一r，P，q，rE 2n 

n，全集 

D，空集 

如对于命题公式( 八q)一r：①二值逻辑中解释为真值函 

数(户̂ q)一r， ，q，rE{0，1}，命题公式的等值演算( ^q)一 

r㈢户一(g—r)就是真值函数的恒等演算(户̂ q)一r— 一( 

r)，声，q，rE{0，1}。②布尔代数(2“，U，n，～)中解释为集合 

函数(户八q)一r，户，q，rE 2。，命题公式的等价演算(p^q)一 

r 一(g—r)就是集合函数的恒等演算( ^q)一r—p一(q— 

r)，P，q，rE 2“。 

2 概率命题逻辑是 CPC集合语义的实际应用 

标准概率逻辑是在标准概率空间上建立 的一种逻辑体 

系。令 ，q表示任意命题， ( )表示 P的真值，联结词表示 

为 (一户)一1--v(p)，v(pV q)一口(户)+ (q)一u(PA q)等。 

概率逻辑中命题公式 的真值不能 由其子公式的真值完全确 

定 ”]，如公式 PVq的真值 口(pV q)不是只与 (p)和 u(q) 

有关 ，还与 v(p八q)有关 ，不能表示成 口(PV q)一厂(口( )， 

(g))的形式，则不能用[O，1]上的函数 -厂表示概率运算 ，实际 

应用中不方便计算和推理，不能在经典命题演算系统如公理 

推理系统或自然推理系统内实现概率演算。 

经典二值逻辑的一个特点就是命题联结词都是真值函 

数 。这是因为二值逻辑中，复合命题的真值只与成分命题 

的真值有关，而与成分命题的内涵无关，所以二值逻辑可以用 

{0，1}上的真值函数解释联结词。但在概率逻辑中，“寻找[O， 

1]上的真值函数(算子)解释联结词”这一出发点本身就是不 

合理的。复合命题的真值不但与成分命题的真值有关 ，更与 

成分命题的内涵有关。真值相同的不同成分命题构造的复合 
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命题的真值不一定相同。无逻辑依据地用任何真值函数解释 

联结词，必然会导致某些经典逻辑中常用的命题定律，如PV 

—p∞1， 口㈢一声V q等不再成立。 

2．1 随机事件是命题的集合解释 

本文用小写字母 P，q，r等表示命题。 

例 2 “张三明年 1月 1日中午将在中国的某地区”是一 

个随机现象，样本空间 Q 一{中国所有的城市}，事件域 X一 

2m一{0，{北京}，{石家庄 )，⋯，{台北 }，河北 ={河北省城 

市)，⋯，海南一{海南省城市}，东北一{东北地区城市}，⋯，沿 

海一{沿海城市}，⋯，中国一{中国的城市}}，其中的元素是随 

机事件，即 Q 的子集。概率空间(Q ，X，Pr)表示该随机现 

象，Pr表示概率。 

事件域 X关于所有的集合运算封闭，X是集合代数。所 

以可定义事件赋值 ：S—x。令谓词 P( )表示“张三明年 1 

月 1日中午将在 -z地区”，客体变量 z∈x。如令A表示石家 

庄(一{石家庄市})，B表示河北(一{河北省城市))，令 ( )一 

A， (g)一B，则事件 A是命题 P—P(A)的集合解释，事件 B 

是命题q—P(B)的集合解释。 

例 3 “明天的离散数学课将被安排在某时间上”是一个 

随机现象，样本空间 nz一{1，2，3，4}，集合元素表示第几节 

课。事件域 y一2 一{D，{1}，{2}，{3}，{4}，上午一{1，2}， 

{1，3)，{1，4}，{2，3}，{2，4}，下午一{3，4}，{1，2，3}，{1，2，4)， 

{1，3，4}，{2，3，4}， 一{1，2，3，4}}。概率空间(Q2，Y，Pr)表 

示该随机现象。对于集合代数 y，可定义事件赋值 ：S—y。 

令谓词 Q( )表示“明天的离散数学课将被安排在 Y时间上”， 

yEY。如令 C表示第 1节课(一{1))，D表示上午(一{1， 

2})，令 (p)一C， (q)一D，则事件 C是命题 P=Q(C)的集合 

解释，事件 D是命题q—Q(D)的集合解释。 

例 4 继续例 2、例3。令 Q—Q ×Qz，二维概率空间(n， 

2 ，Pr)表示随机现象“张三明年 1月 1日中午将在中国的某 

地区，明天的离散数学课将被安排在某时间上”。对于集合代 

数 z一2 ，可定义事件赋值 ：S—Z。 

若令 ( )一B×D一{(石家庄，1)，(石家庄，2)，(承德， 

1)，(承德，2)，⋯}，则事件 B×D是命题P—P(B)AQ(D)的 

集合解释。 

令 (g)一A×D一{(石家庄，1)，(石家庄，2)}，则事件A× 

D是命题q—P(A)̂ Q(D)的集合解释。 

令 (r)一B×C一{(石家庄，1)，(承德，1)，⋯}，则事件 B× 

C是命题 r—P(B)AQ(C)的集合解释。 

令 ( 一A×c一{(石家庄，1)}，则事件 A×C是命题 一 

P(A)AQ(C)的集合解释。则 (一s)一～ (s)一～(A×c)一 

Q—A×c，事件～(A×C)是命题一s的集合解释。 

令 (￡)一B× ×Ql×D，则事件 B× × ×D是命 

题t—P(B)V Q(D)的集合解释。 

令 (“)一A×Qz，则事件A× 是命题“一P(A)的集合 

解释。 

说明：(1)命题的真值是事件的概率：概率逻辑 中，事件 

是命题的集合解释，或者说命题表示事件，一个命题表示惟一 

确定的事件，一个命题具有惟一确定的真值。命题是对事件 

的发生作出判断。命题的真值就是事件发生的可能性大小， 

即事件的概率，它满足概率的公理化定义，具有概率的一切性 

质，如非负性、正则性、可列可加性和单调性等。 

本文用 ( )表示命题 P的真值，Pr(A)表示事件 A的概 

率(probability)。有VfES， (，)一Pr( ( )，命题的真值是 
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赋值给命题的(或命题所表示的)事件的概率。如在例2中， 

是样本空间，也是必然事件，有真值 v(P(Yt1))一Pr( )一 

1。若张三是等概率地出现在各个城市，可计算真值 ( )一 

Pr(9(p))一Pr(A)一IAl／l l， (q)一Pr(9(q))一Pr(B)一 

IBI／l I，其中lAl表示集合A中元素的个数。 

(2)设(Q，X，Pr)为任一概率空间，Q是样本空问，事件 

是样本空间的子集 ，事件域 x是事件的集合。X关于所有的 

集合运算封闭，是集合代数。所以可定义事件赋值 ：s—x， 

满足Vf，gES， (一_厂)一～ (-厂)，9(fAg)一 (，)n (g)， 

(fVg)一9(-厂)U (g)，贝0有 

1)v(fAg)=Pr(9(fAg))一Pr( (_厂)n (g)) 

2) (，(Vg)一Pr(9(fVg))一Pr( (，)U (g)) 

3) (一 —Pr( (一-厂))一 (～ (-厂))一1一Pr(9(-厂))一 

1--v(-厂) 

4) (／ g)一Pr(～ (-厂)U (g)) 

特别地，对任意的公式 f，gE S， 

1)若 ，是重言式，即对任一概率空间(n，X，Pr)，对任意 

赋值 ：S—X恒有 (-厂)一Q，n是必然事件，则有 u(，)一Pr 

( (，))一Pr(Q)一1，重言式的真值恒为 1。若 -厂是矛盾式， 

即对任意赋值 恒有 (，)一D，空集 是不可能事件，则有 

(，)一Pr(9(_厂))一Pr(D)一0，矛盾式的真值恒为 0。概率逻 

辑与二值逻辑相容。 

2)若 f--g，即对每个赋值 恒有 ( 一 (g)，则有 (-厂)一 

Pr(9(_厂))一Pr(妒(g))一口(g)。 

3)若 fog，即对每个赋值 5D恒有 ( (g)，根据概率 

的单调性 ，即VA，BffX，若 A B，则 Pr(A)≤Pr(B)，所以 v 

(厂)一Pr( (厂))≤Pr(9(g))一 (g)，即u(，)≤ (g)。 

2．2 命题间的关系是事件间的关系 

构造形式系统是为了研究推理，而一个有效推理的基本 

要求是 ：如果前提是真的(成立)，则结论也必须是真的。即考 

察推理关系的时候主要考虑的是命题的关系，命题的关系同 

事件的关系相对，有蕴涵、等价、不相容和独立等。设(n，X， 

Pr)为任一概率空问，集合代数(X，U，n，～)是 CPC的集合 

解 释。 

1)p蕴涵q，记作 p q当且仅当 ( ) (q)。根据概率 

的单调性得 ( )≤ (q)。这时有 

v(p^q)一Pr( (户)n (q))一Pr( ( ))一 ( )一min(v 

(户)， (q)) 

v(pV q)一Pr( (p)U (q))一Pr(9(q))一 (g)一max( 

( )， (g)) 

Lukasiewicz算子成立。 

( q)一Pr(～ (p)U (q))=Pr(gD一1。 

2)p等价q，记作 p三三三q当且仅当 (p)一 (q)。这时有 u 

( )一Pr( (夕))一Pr( (q))一 (q)，但反过来若 (夕)一 

(q)， ( )与 (q)不一定相等。 

3)p与q不相容(交)当且仅当 (户)Ng(q)一0。这时有 

v(pA q)一Pr( ( )n (q))一O 

v(pV q)一Pr( (夕)U (q))一Pr( ( ))+Pr( (q))一73 

(夕)+ (q) 

4)p与g独立当且仅当 ( )与 (q)独立。这时有 

v(pA q)一Pr( ( )n (q))一Pr( (夕))×Pr( (q))一 

( )X (g) 

v(pV口)一Pr( (户)U (q))一 ( )+ (q)一 (p)× (q) 

概率算子成立。 



 

命题间的关系就是赋给命题的事件间的关系。如例 2中 

A B，P蕴涵 q，P成立时 q一定成立。例 4中由于A B，( 

D，有 A×C B×Q三BxD，A×CC-Ax B×D，Bx B× 

×Q ×D，因此命题s蕴涵P，q．r，t。命题q，r蕴涵P，命题 

P蕴涵 t。 

命题间的逻辑运算与命题的关系有关。命题关系不同， 

逻辑运算的具体的真值计算公式便不同。所以各种模糊逻辑 

系统对于逻辑联结词定义了大量的算子，而且每种算子都只 

是在一定范围内适用。 

2．3 联结词的解释与事实相符，与经典二值逻辑相容 

如对例 4中的复合命题，有以下运算： 

9(qk r)一 (q)n (r)一AxDNB×C—A×C一 ( ) 

所以有 qA r三兰s，v(q̂ r)一Pr(A×DNB×C)一 (s)。 

如例 2中，由于 A B， 

pVq)一 )U (q) B，v(pV q)=max(v(p)， (q)) 

(q) 

9(P̂ g)一 (p)n (q)一A，v(pAq)一min( ( )， (q))一 

(少) 

( q)一Pr(～ ( )U (q))=Pr(gt1)一1，如果命题 P 

(石家庄)为真 ，则 P(河北)为真，完全符合经典逻辑 中对蕴涵 

联结词的定义。 

令 E一四川一{四川省城市}， (r)一E，由于 BnE一0，72 

(q̂ r)一Pr(9(q)n (r))一O≠min(口(q)， (r))，与事实相 

符，张三不可能同时出现在河北和四川两个地区。P(B)与 P 

(E)不可能同时为真。Lukasiewicz算子只是对具有包含关系 

的命题成立。 

例5 对任意的公式 f，gES，当fCg即对任意的赋值 ， 

( (g)时，9(fAg)一 ( n (g)= ( ，由定义 3有 -厂八 

g=~f；9(fVg)一 ( U (g)一 (g)，即 厂Vg三三三g； ( g)一 

～  (厂)Ug(g)一n， (产 g)一 (～ (厂)U (g))一Pr(Q)一 

1，当蕴涵联结词一的前件成立时，后件也成立， ( g)一1， 

与经典二值逻辑相容。 

即当 _厂重言蕴涵g时，fAg--f，fVg三三三g， g三三兰T。 

若f=F，即 ( 一D，VhES， ( )一～ (厂)U (̂)一 

n， ( )一Pr(Q)一1，即 _厂一 ；T。经典逻辑中“善意的 

推定”，当前件为假( (厂)一O)时，后件的真值无论是多少， 

(产+̂ )一1，与经典二值逻辑相容。 

结束语 布尔代数({0，l}，V，̂ ，一)是经典命题演算形 

式系统(CPC)的真值解释。对联结词的解释就是真值运算， 

对形式公式的解释就是真值函数，对逻辑蕴涵、逻辑等价的解 

释就是真值小于等于≤和真值相等一。布尔代数(2。，U，n， 
～ )是 CPC的集合解释，对联结词的解释就是集合运算，对公 

式的解释就是集合函数，对逻辑蕴涵、逻辑等价的解释就是集 

合包含 和集合相等一。 

概率命题逻辑是 CPC集合语义 的实际应用。概率逻辑 

是在标准概率空间(n，X，Pr)上建立的逻辑体系，事件域 X 

是集合代数 ，是 CPC集合语义。其中事件是命题 的集合解 

释，命题的真值就是事件的概率，具有概率的一切性质。二值 

逻辑中所有的命题定律和推理定律在概率逻辑中仍然成立。 

概率逻辑与经典二值逻辑完全相容。 

概率逻辑不能在 CPC内实现概率演算，但可在 CPC内 

实现事件演算。CPC如公理推理系统或 自然推理系统完全 

适用于概率命题演算。 
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距离聚类粒度 ，从而避免了人为地设定距离聚类粒度，为更好 

地实现道路交通网络聚类提供了参考方法，减 了同类移动 

对象与中心位置数据库的数据传输，减少了通信量，提高了通 

信效率。但在训练 BP网络时，历史数据是个重要的影响因 

素，因为有代表性的历史数据能够客观地反映现实的道路交 

通情况 ，能够快速收敛，并得到训练结果；劣质的历史数据不 

能够反映真实的道路交通情况，使得训练的结果很差，或者一 

直处于训练状态。 
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