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摘 要 并行计算系统一直是计算机科学中的重要研究领域，其互连网络的拓扑性质对整个网络的性能起着非常重 

要的作用。目前已经提出多种互连网络，其 中超立方体具有对数级的直径、高连通度、对称性等很好的性质，故被用作 

多种并行机的处理器连接的拓扑结构。然而，超立方体并非所有性质都是最优的互连网络，且超立方体的许多变型结 

构具有许多比超立方体更好的性质，其中已经证明了局部扭立方体在直径、Hamilton连通性等方面都优于超立方体。 

给出在超立方体与局部扭立方体的顶点间的一种连接方式——超连接 ，从而得到一种称为 LHL_立方体的新型网络， 

并对这种网络的以下性质进行 了研 究：顶点连通度、边连通度、Hamilton连通性、直径。研究结果表 明，一个 维 

LHL_立方体是一个具有 2 个顶点和 2 条边的 正则图， 维 LH 立方体的顶点连通度和边连通度均为 ，且是 
r ． ] 

Hamilton连通的，直径上界为l等 I+3。 
I I 
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LHL-cube Interconnection Networks and their Properties 
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Abstract The parallel processing system is one of the research focuses on computer science．The properties of the net— 

work are very crucial because they determine the perform ance of the whole network．Many interconnection network tO— 

pologies have been proposed．Hypercube topology has enjoyed popularity due to many of its attractive properties，inclu— 

ding small diameter，strong connectivity and symmetry．But the hypercube is not the best topology on all aspects．Some 

variants of the hypercube have better properties than the hypercube．Among these variants the locally twisted cube has 

drawn a great deal of attention from the researchers．Its superior properties over the hypereube on diameter，Hamilton 

connectivity and some other properties have been proved．This paper gave a kind of connection-- the hyper connection 

between the nodes of the hypercube and the nodes of the locally twisted cube．Thus，a new interconnection network 

called a LHL-cube was obtained by using this kind of connection．These properties were studied in this paper：vertex 

connectivity，link connectivity，Hamilton connectivity and diameter．The results show that the vertex connectivity and 

the link connectivity of the dimension LHL-cube are all n．Then it was proved that the dimension LHL-cube is 

r ． 1 

Hamilton connectivity and the upper bound diameter is l号l+3． 
f f 

Keywords Hypercube，Locally twisted cube，Interconnection network，Connectivity，Hamilton property，Diameter 

1 引言 

并行计算系统一直是计算机科学研究中一个重要的研究 

领域。多处理器互连网络(Interconnection Networks)简称互 

连网络，是指由若干个处理器按一定方式相互连接而构成的 

网络。因此多处理机之间互连所形成的网络的拓扑性质的优 

劣直接决定着整个 网络性能的优劣，故研究互连网络拓扑结 

构及其性质是并行计算系统的一个重要课题。 

超立方体互连网络是最流行的互连网络之一。一个具有 

维超立方体结构的多处理机系统其每个处理机被指定一个 

唯一的由n位 0，1串表示的地址，当且仅当两个处理机所代 

表的地址只有一位不同时，则将它们连接起来。 维超立方 

体 Q 是一个具有 2”个顶点和 2 条边的 正则图，具有对 

数级的直径、最高连通度和完全对称性 ]等优点；在悲观策 

略下的可诊断性是 2n一2_4 ；在 比较模型下的可诊断性 为 

n
E 

。 因此已经研制出许多基于超立方体结构的并行机，如 

nCUBE，CM-2，IPSC-860。但超立方体在某些方面的性质并 

不一定是最好的，于是提出了多种超立方体的变型结构。局 
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部扭立方体 LTQ _6]是 Yang于 2005年提出的一类互连网 

络。7／维局部扭立方体具有最高连通度 n E 。文献[7—9]分别 

研究了一类互连网络族——对应连接(BC)图的t／k可诊断性 

以及条件诊断性，因为(Bc)图包含局部扭立方体作为其子 

类，所以局部扭立方体在 t／k诊断策略以及在条件诊断策略 

下的可诊断性也不低于超立方体。近年来，出现了许多关于 

局部扭立方体的研究成果Elo-17]。此外，它还具有 比超立方体 

更好的性质，如局部扭立方体是 Hamilton连通的，而超立方 

体不是 Hamilton连通的。 

超立方体和局部扭立方体相比都既有优点也有缺点，我 

们希望一个互连网络既有超立方体的优点又有局部扭立方体 

的优点。基于此，本文给出了在超立方体与局部扭立方体的 

顶点之间的一种连接方式——超连接，从而得到一种称为 

LHL广立方体的新型网络，并对这种网络的顶点度数、顶点连 

通度、边连通度、Hamilton连通性和直径进行 了研究。具体 

结果如下： 

1)n维 LHL厂立方体是一个具有 2 个顶点和 2 条边 

的 正则图，其顶点连通度和边连通度均为 ，因此 LHL厂立 

方体也是具有最高连通度的。 

2)n维 LH 立方体是 Hamilton连通的。互连网络中的 

Hamilton性质是非常重要 的。在互连网络的信息传递过程 

中，严重阻塞的边会延迟通信时间。所以，若一个互连网络是 

Hamilton连通的，则表明在该网络中任何两个不同的通信结 

点间都是存在 Hamilton路径的。该性质在虫洞多点路由算 

法中可以减轻传统的基于树的多点传送算法所带来的拥塞和 

死锁[18,19]。 

r 一 1 

3)n维LHL_立方体的直径上界为I号 I+3，并且通过编 
I I 

写程序对 LH 立方体互连网络的通信开销进行了模拟。由 

于在传递信息过程中每经过一个中间处理器就会有一段时间 

的延迟，故直径小的网络比直径大的网络更能减少处理机之 

间的通讯步数，从而有效地减少了信息在传输过程中的延迟， 

提高了传送信息的效率[2 。 

2 预备知识 

设 G是一个图，用V(G)，E(G)，D(G)，k(G)， (G)和 

(G)分别表示图 G的顶点集、边集、直径、顶点连通度、边连通 

度和最小顶点度数。图G中顶点“的度数，记为 比 (“)。若 

对所有的顶点 uEV(G)，其度数均为 7／，则称 图 G是 正则 

的。图G中路径是边的序列(Pl，e2)(82，e3)⋯(ek 1， )，ei∈ 

V(G)，其中 1≤ ， ≤是 vaej，i~／=j。路径 P的长度指路径上 

边的数 目，记为『Pl。若图 G中任意两个不同顶点之间存在 

一 条 Hamilton路径，则称图 G是 Hamilton连通的。若一条 

路径P上所有顶点都是无故障的，则称路径P是无故障的。 

若路径P和Q无共同顶点，则称路径P和Q是互不相交的， 

记为PnQ一 。若图G中顶点“， 间存在一条路，则称顶点 

“和73是连通的。若图G中任意两个不同顶点之间都存在一 

条路，则称图 G是连通图，否则称图G是非连通图。图 G的 

顶点连通度(简称连通度)是指删除了顶点子集 ，使得图G 
一  不连通的最小l l值。图G的边连通度是指删除边子 

集E ，使得图G— 不连通的最小l l值。若图G的顶点连 

通度为 ，则称图G是 一连通的。顶点 与Y之间的距离定 

· 84 · 

义为 与Y之间最短路径的长度，记为 dist(G， ， )。图 G 

的直径是图中任意两顶点间距离的最大值。设 G1与 是 

两个图，若存在两个一一映射 7c：V(Gn)一y(G2)和 ：E(61) 

一E(G2)，使 如 (P) (z， )当且仅当 ( (P))=(7c( )， 

( ))，这样一个映射对( ， )称为G1与G2之间的一个同构。 

若 G 与 G2同构，记为 G兰G2。在本文中对同构的图不加区 

别。设 C是图G的一个圈，X是圈 C上的一个顶点，( ， )是 

圈 C上的一条边，用 c一．z表示删除顶点z后的路径，用 C一 

(“， )表示删除边(“， )后的路径。 

设{0，1) 表示所有长度为 的由0和 1构成的二进制串 

的集合。对二进制串z一 一1Xn一2⋯zo∈{0，1} ，Xn一1称为二 

进制串-z的第一位，岛一 是第二位，⋯，X0是第 位。对二进 

制串 一 一 弘一z⋯Yo∈{0，1} ， 一 称为二进制串 Y的第一 

位 ， 一z是第二位，⋯， 是第 位。我们定义顶点 z，Y之间 

的海明距离为二进制串z 一t Xn—z⋯X0和 一1 一2⋯ 对应 

位置的二进制数不相同的个数。 

定义 1 维 LTQ 的递归定义[ ]如下： 

1)当 n=2时，LTQ2由标记为 00、O1、10和 11的4个顶 

点以及 4条边(00，01)、(00，10)、(01，11)和(10，11)组成。 

2)当n≥3时，LTQ 是由两个 一1维的局部扭立方体 

LT 一 和LT 一 相互连接而形成的 正则图，其中L ：一 

兰LT 一 兰LT 一 。即将 LT 一1中的每一个顶点 0x．一2 

,32n一3⋯X0和 LT 一1中相对应的顶点 1(磊一2+X0)Xn一3⋯X0 

相连，其中‘+’表示模 2加法。 

三维和四维的局部扭立方体如图 1所示。 

图 1 局部扭立方体 LTQ3和 I Q4 

定义 2 维 LHL_立方体的递归定义如下： 

1)当1≤ ≤3， 维 LHL_立方体即是 维的超立方体。 

2)当 7／>~4， 维 LHL．是由，2—1维的超立方体和 一1 

维的局部扭立方体按下述方式相互连接而成：在 一 的每个 

顶点的最 高位左边 加 0，并将 所得 到的 图记为 一 ；在 

LTQ 的每个顶点的最高位的左边加 1，并将所得到的图记 

为 LT 一 。对于 一1和 LT 一1中的顶点 X，Y，记 x=Ox．一2 

⋯

．7CO， 一1 一2⋯yo当且仅当 一2Sen一3⋯．7C0一弘一2弘～3⋯ ， 

( ， )∈E(LH )才能成立。 

三维超立方体和三维局部扭立方体如图 2所示。 

图2 三维超立方体和局部扭立方体 Q3和 LTQ3 

四维 LHL．立方体如图 3所示。 



 

／ ＼ ／厂 一＼ 
1 nr 1 1 1 

￡Ⅳ 

图 3 四维 LH 立方体 LHL4 

3 LHL-立方体的性质 

3．1 LtlL-立方体的顶点度数、顶点的连通度 

根据 Menger定理l2 ，一个图的顶点连通度为 n当且仅 

当该图的任意两个顶点之间存在至少 条顶点互不相交的路 

径。假设一个互连网络的连通度为 n，在该互连网络中只要 

故障处理器个数小于等于 一1个，则该互连网络中任何两个 

无故障处理器间必定至少有一条可靠的路径。 

定理 1 一个 维的 LHL_立方体是一个具有 2 个顶点 

和 2 条边的 正则图。 

证明：根据超立方体定义嘲、局部扭立方体定义 。 和定义 

2，易证明：一个 维 LHL_立 方体是一个具有 2 个顶点 和 

2 条边的 正则图。 

定理 2 设 ≥1，艿(LH )一 。 

证明：由定理 1知，n维 LH 立方体是 正则的，容易证 

明 维 LH 立方体的最小顶点度数为 。 

引理 p ] 设 ≥1，则 ( )=忌(LTQ )一，z。 

引理 2E ] 设 ≥3，则 LTQ，l是 Hamilton连通的。 

引理 3 超立方体中任意一条边都属于超立方体的某个 

Hamilton圈。 

证明：超立方体是 Hamilton图，即超立方体中必定存在 

Hamilton圈。根据超立方体的顶点对称性和边对称性，故超 

立方体中任意一条边都在超立方体的某个 Hamilton圈上。 

定理 3 设 ，z≥1，则 k(LH )一 。 

证明：当 1≤ ≤3，由定义 2知，LHL-立方体即为超立方 

体。由引理 1知，愚(LH L1)一是(Q1)： ，定理显然成立。 

当 ≥4，设 为，z维LHL_立方体的故障节点集，只需证 

VV／CV(LH )，且故障节点数l I≤ 一1，LH 一 是连 

通的即可。我们可以令 一Vo UV。，其中 ，V，分别在 

一  和 L 一。上，则显然 nV1一 。分以下几种情形来讨 

论： 

1)设 一V 。由定义 2知， 一 一 中的每个顶点都 

与 L 一-中的某个顶点是连通的。由 引理 2知，LT 一1是 

Hamilton连通的，故其上的任意两个不同顶点都是连通的， 

故 LH 一 是连通的。 

2)设 V 一V，。由定义 2知，LT 一 一 中的每个顶点 

都与 一 中的某个顶点是连通 的。由引理 3知， — 上必存 

在一个圈 C，故 LH Ll一 是连通的。 

3)设 ≠ 且 ≠ 。忌( 一1)一 一1> l I，志 

(LT 一 )— 一1> IV。I，若一个图的连通度为 ，则去掉图 

中任意的小于 个顶点的时候，该图仍是连通的。故 一 一 

和LT 一 一V 都是连通的。又因IV( 一-)l—l(V0 U 

V1)f—I 一 )f—f f≥ 一( —1)>O，即f ( 一 )f— 

f f—f f>O，故 f ( 一 )一V0 f> 。由定义 2知，在 

一  

一  中至少会存在一个顶点与 LT 一，一V 中的一个 

顶点是相邻的。由归纳假设知 LH —V 是连通的。 

综上 ，当 n≥1时， 维 LH 立方体的顶点连通度为 。 

3．2 LttL-立方体的边连通度 

引理 4E。 ] 设 G是一个图，则 是(G)≤ (G)≤ (G)。 

定理 4 设 ≥1，则 (LH )一 。 

证明：对 ≥1，由引理 4知 ，忌(LH )≤ (LH )≤ 

(LH )。由定理 2和定理 3可知， (LH )= 和 k(LHI~)一 

。 所以 (LH )一 是成立的。 

综上，当 ≥l时， 维 LH 立方体的边连通度为 ，z。 

3．3 LItL-立方体的 Hamilton连通性 

引理 5 设 “，口是 LTQl中两个不同的顶点，若 U， 之 

间存在一条 Hamilton路 P，则在 P上必存在两个相邻顶点 

z， ，且使得两顶点之间的海明距离为 1。 

证明：在 LTQ 上，设 P是顶点 U， 间的一条 Hamilton 

路。 

令 x=000⋯0，则由定义 1可知 ，在 LTQ 上，z的 个邻 
＼ —— —、 ，— 一  

扑 0 

接点分别为 Y1—1 O0⋯0， 2— 0 1 O⋯0， 3—001 0-"0，⋯， 
、 —' ·一  v 、—’，一  一 、—— 一  

n一1个O 1个0 一2个0 2个o n—a+0 

=00⋯01。显然在 LT QI上，顶点 z与 (其中 1≤ ≤ ) 
、 -  

， 一  

，2——]4-o 

之间的海明距离均为 1。又因 P是顶点 “， 之间 的一条 

Hamilton路，故顶点z必在P上。设顶点 是顶点 在P上 

的邻接点，则顶点 z， 之间的海明距离必为 1。 

综上可知，若 LTQ 中的两个不同顶点 “， 之间存在一 

条 Hamilton路P，则在 P上必存在两个相邻顶点 ，Y，且两 

点之间的海明距离为 1。 

定理 5 设 ，z≥4，则 维 LHL广立方体是 Hamilton连通 

的。 

证明：当 ≥4时，对于 LH 中任意两个不同的顶点 “， 

分以下情况讨论 ： 

1)“∈V( 一1)， ∈V(LTQ 一1) 

由引理 3可知，在 一1维超立方体中必然存在着 Ham— 

ilton圈 C，在圈 C上顶点 “必然有两个相邻顶点，分别记为 -z 

和 z ，所以我们总可以从顶点 z和z 中找到一个点。不妨设 

为32，其 I 一 中的对应点 Y满足 ≠ 。由引理 2知，当 

≥3时，LT 是 Hamilton连通的，故局部扭立方体中任意 

两个不同顶点之间都存在一条 Hamilton路径，所以 LT 一1 

中顶点 和 间存在一条 Hamilton路 P。故可得到顶点 “ 

和 口之间的 Hamilton路径为 U，C一(“， )，(z， )，P， ，如图 

4所示。 

图4 U， 之间的 Hamilton路 

2)u，口∈V( —1) 

由引理 3知，在72—1维超立方体中必然存在着Hamilton 

圈 C。 

情形 1 (“，口)∈C。在圈 C上必然存在顶点口的一个邻 
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接点，不妨设为．z。我们可以取两个不同的顶点 和Y ，其中 

， ∈V(LTo2一1)使 得 (z，z )∈E(LHI )，(u，yt)∈E 

(LH )。由引理 2知，当 ≥3时，LTQ 是 Hamilton连通 

的，所以在 LT 一 中顶点 z 和Y 之间必然存在 Hamilton路 

P。若圈 C上顶点U，z之间不过 口点的路径为P ，则可得顶 

点 M，7J之间的 Hamilton路径为 “，P1，(1z，z )，P，( ， )，u， 

如图 5所示。 

图5 “，口之间的 Hamilton路 

情形 2 (“，口)硭C。在圈 C上选两个不同顶点 -z和 Y， 

使(“，Y)∈C，(口，．z)∈C。我们可以取两顶点32 和Y ，其中 

lz ，Y ∈V(LTo2—1)使 得 (-z，z )∈E(LH )，(Y，yP)∈E 

(LH )。由引理 2知，当 ≥3时，LTQ 是 Hamilton连通 

的，所以在 LT 中顶点 z 和 之间存在一条 Hamilton路 

P。若圈C上顶点 U，-z之间不过 点的路为Pt，y和 之间 

不过“点的路 Pz，即可得到 “，7J之间的 Hamilton路径为 U， 

P1，(_z，z )，P，( ， )，P2， ，如图 6所示。 

图 6 “， 之 间的 Hamilton路 

3)U，vE (LTo2—1) 

由引理 2知，当 ≥3时，LT 是 Hamilton连通的，故 

局部扭立方体中的任意两个不同顶点之间都存在一条 Ham— 

ilton路径。在 一1维的局部扭立方体 LT 一1中，顶点 “，口 

之间必存在一条 Hamilton路 P，由引理 5可知 ，在 P上必然 

存在两个相邻顶点32，Y，且两点之间的海明距离为 1，顶点 -z， 

Y在 Q 一 中的对应顶点分别为 X ，Y ，且 ．z ，Y 两点之间的海 

明距离为 1。由引理 3知，超立方体的每一条边属于超立方 

体的某一个 Hamilton圈，所以边(-z ，Y )必在某个圈 C上，即 

可得 ，口之间的一条 Hamilton路径为 “，( ， )，(z，z )，C， 

( ， )，( ，口)， ，如图 7所示。 

，一— — 

< P 1 ， 
图 7 “， 之间的 Hamilton路 

由以上归纳分析得出，当 ≥4时，LHI『立方体任意两个 

顶点之间都存在 Hamilton路径 ，故 LH 立方体是 Hamilton 

连通的。 

3．4 L瑚L广立方体的直径 

引理 6l3] 设 ≥1，则 D(Q)一 。 

引理 7[。] D(LTQ3)一 2，D(LTQ4)一3。设 ≥ 5， 

D(LTQ1)一『 

定理6 D(LH L1)≤I号I+3。 
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证明：当 1≤ ≤3时，由定义 2知， 维 LHI，立方体 即 

是 维的超立方体。由引理 6知，D(LH )一 。 

当 n=4时，由定义 2易知，D(LHL) 3。 

当 一5时，由定义 2易知，D(LHL )一4。 

当 ≥6时，分以下情形讨论： 

1)x，yEV( —1) 

设 U，vEV(LTOA一1)且 (z，“)∈E(LH )，( ，口)∈E 

(LH )，则 dist(LHL唧，z， )≤dist(LTo2—1， ， )+2≤D 

(LTQ 一1)+2。 

2)x∈ ( 一】)且 Y∈ (I 一1) 

设 uEV(LTQ~一1)且(Iz，“)∈E(LH )，则 dist(LHL~， 

， )≤dist(LTQ~一1，“， )+1≤D(LTQ~一1)+1。 

3)x，Y∈V(LTQ~一 ) 

dist(LH ，．72， )≤ s￡(LT 一1， ， )≤D(LTQ~一1)由 

以上归纳分析以及引理 7，我们可以得到以下结论：dist 

(LHL~ )≤『 ]+2一『 ]+2 
D(I H )一max{dist(LHL~， ，口)l“，vEV(LH )}≤ 

+3 

综上所述 ， 

当 1≤ ≤2时，D(LH )一D(LTQ~)= 。 

当 一3时，D(LH )一D(LTQ )一1。 

当4≤ ≤5时，D(LHL~)=D(LTQ~)<l号l+3。故， 

当1≤7z≤5时，总有D(LH )<I号I+3。 

当 ≥6时，D(LH )≤l罟J+3。 

故D(LH L1)≤l号l+3总成立，所以 维LHL-~ 体 

的直径上界为l号I+3。 

当 1≤ ≤5时，D(LH )一D(LT )<2显然成立。 

当 n≥6时， 

D(LHL~)一D(LTQ)≤『号]『 ]≤2，即 维LHL- 
立方体的直径比局部扭立方体的直径至多大2。 

3．5 模拟与仿真 

我们使用了Java语言，通过编写程序对 LHI，立方体互 

连网络进行了模拟。通信开销是衡量互连网络性能的重要评 

价指标l2 ，而互连网络的直径又是衡量通信开销的重要手 

段。LHL厂立方体直径、超立方体 Q 直径和局部扭立方体 

LTQ 直径的模拟数据如图8所示，其中横坐标表示各种立 

方体的维数，纵坐标表示对应直径。 

图 8 LHL-立方体、 和LT 的直径对比图 

综上所述，通过 归纳分析和模拟仿 真，我们可知 维 



LHL-立方体的直径上界为f告 I+3，比局部扭立方体的直径 
i 厶  i 

至多大2，故 I HL_立方体可以保持局部扭立方体小直径的优 

点。 

结束语 本文基于超级立方体和局部扭立方体的互连提 

出了 LH 立方体。通过证明得出以下结论：一个 维 LH 

立方体是一个具有 2 个顶点和 2 条边的 正则图，其顶 

点连通度和边连通度均为 ，z，并且具有 Hamilton连通性。一 

个 ，z维 LHI，立方体的直径比局部扭立方体至多大 2。 

维 LH 立方体同时包含 了 7,／一1维超立方体 — 和 
一 1维局部扭立方体 LT 一 作为子网络，因此 维 LHI，立 

方体既能实现低维超立方体的功能，又能实现低维局部扭立 

方体的功能。它同时具备低维超立方体和局部扭立方体的优 

点。 

综上所述， 维 LHL厂立方体互连网络能同时实现低维超 

立方体和局部扭立方体的功能，从而在低维上保持了超立方 

体和局部扭立方体两者各 自的优点 ；而且 维 LHL立方体 

可以很好地保持局部扭立方体低直径、Hamilton连通性等优 

点，而超立方体是不具有 Hamilton连通性的，从而克服了超 

立方体的不足。同时 维 LH 在最小顶点度数、顶点连通 

度、边连通度方面则保持了超立方体和局部扭立方体两者所 

共有的性质，故 维 LH 立方体既可以保持局部扭立方体 

的优点又可以保持超立方体的优点。 
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