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递归贝叶斯估计框架下的非线性滤波算法综述 

王建文 李 迅 张 辉 马宏绪 

(国防科技大学机电工程与自动化学院 长沙 410073) 

摘 要 对递归贝叶斯估计框架下的非线性滤波(Nonlinear Filter，NF)算法进行分类，根据 NF算法设计思想的不同 

把它们分为基于函数拟合／变换的 NF算法、基于矩拟合的 NF算法和基于条件后验概率密度函数拟合的 NF算法。 

同时，还论述了线性回归卡尔曼滤波算法、二阶分离差分卡尔曼滤波算法、Unscented Kalman Filter算法和高斯一厄米 

特滤波算法四者间的共性与区别，指出了基于NF算法间相互融合的新 NF算法设计的不足，分析了上述三类 NF算 

法设计思想的完备性，发现 了一些 NF算法设计思想中的不足 ，明确 了NF算法将来的突破方向。 
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Abstract Nonlinear filters in the framework of recursive Bayesian estimation were classified．These filters were divided 

into three categories based on their designed ideas．These categories include nonlinear filters based on functions’ap— 

proximation or transforrn and nonlinear filters based on moments’approximation and nonlinear filters based on condi— 

tional posterior probability density function’S approximation．At the same time，comlTlOn properties and special proper— 

ties among the linear regression Kalman filter and divided difference 2 Kalman filter and unscented Kalman filter and 

Gauss—Hermite filter were discussed in detail．Deficiencies of filters’synthesis which iS used to design new nonlinear fil— 

ters were indicated．Sufficiency of designed ideas in nonlinear filters was analyzed，and deficiencies in some designed ideas 

were detected．Potential breakthrough directions in nonlinear filters were specified． 
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严格来讲，现实世界中所有的系统都是非线性系统，甚至 

很多都是强非线性系统，因此，非线性系统滤波(Nonlinear 

Filter，NF)问题广泛存在于飞行器导航、目标跟踪及工业控 

制等领域中，具有重要的理论意义和广阔的应用前景 。 

NF算法经过近 5O年的发展已取得 了丰硕 的成果，目 

前，常用的NF算法有：广义卡尔曼滤波算法(Extended Kal— 

man Filter，EKF)[1]、二阶卡尔曼滤波算法(Second-Order 

Kalman Filter，SOKF)[ 、中心差分卡尔曼滤波算法 (Central 

Difference Kalman Filter，CDKF)[ 、一阶分离差分卡尔曼滤 

波算法(Divided Difference 1 Kalman Filter，DDIKF)̈3]、二阶 

分离差分卡尔曼滤波算法(Divided Difference 2 Kalman Fil— 

ter，DD2KF)[ 、线性回归卡尔曼滤波算法(Linear Regression 

Kalman Filter，LRKF)_4]、转换测量卡尔曼滤波算法(Conver— 

ted Measurement Kalman Fiher，CMKF)L 、Unscented Kal— 

marl Filter算法(uKF)[6 ]、高斯一厄米特滤波算法(Gauss— 

Hermite Filter，GHF)[8]、高斯和滤波算法(Gaussian Sum Fil— 

ter，GSF)【9’1 、质 量 点 滤 波 算 法 (Point-Mass Method， 

PMM)[11,12]、粒子滤波算法(Particle Filter，PF)l_】3]等。 

虽然上述 NF算法均是在递归贝叶斯估计(Recursive 

Bayesian Estimation，RBE)[4]框架下发展起来的，但是它们的 

设计思想并不相同，甚至差异很大。面对如此众多的 NF算 

法，无论是初次接触 NF算法的学者还是在 NF算法设计方 

面有较深造诣的学者都会感到些许迷茫，特别是不利于工程 

实践人员直接套用适合实际需要的NF算法解决实际问题。 

本文将详细分析上述 NF算法的基本设计思想，并根据 

设计思想的不同对 NF算法分类，最终发现这些 NF算法大 

致可分 3类：1)基于函数拟合／变换 的 NF算法 ，这类算法包 

括 EKF算法、SOKF算法、CDKF算法、DDIKF算法、DD2KF 

算法、LRKF算法、CMKF算法；2)基于矩拟合的NF算法，这 

类算法包括UKF算法、GHF算法；3)基于条件后验概率密度 

函数(Conditional Posterior Probability Density Function，CP— 

PDlF)拟合的NF算法，这类算法包括GSF算法、PMM算法 

和PF算法。对 NF算法分类的目的在于提炼出每类 NF算 

法的设计思想，加深对NF算法的理解，以便于初学者和工程 
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技术人员掌握和实践。 

同时，本文还论述了 LRKF算法、DD2KF算法、UKF算 

法和GHF算法四者间的共性与区别，指出了基于NF算法间 

相互融合的新 NF算法设计的不足，分析了上述三类 NF算 

法设计思想的完备性，发现了一些 NF算法设计思想中的不 

足，明确了NF算法将来的突破方向。 

1 递归贝叶斯估计框架[ ] 

设离散时间非线性随机系统模型为 

fXk+l一，( ，Uk，Wk) k=O，1，⋯ ⋯ 
【 = ( ， ， ) 愚一1，2，⋯ 、 l 

式中，拙ER”是状态 向量 ，Uk∈R 是已知的输入向量，Zk∈ 

是观测向量， ER ， ∈Rs是已知的相互独立的零均值 

白噪声，厂(·)， (·)是已知的非线性函数。 

RBE算法期望在给定 一[ ⋯ ] 、 一[ ⋯ 

] 和初始状态zo的概率密度函数p(xo)情况下能够估 

计出条件后验概率密度函数 p(xk J ，Uk)。 

由贝叶斯公式知 

f (z l ，Uk)一r 盟 I J 
( l Xk，uk)p(xk l ，旷  )dxk 

“  

Ip(xk l ，旷 )一J p(xk l ， )户( 1 l l ‘ 
l 2 ， )CLz 1 

(2) 

设概率密度函数 p(xk lXk—l，Uk一1)，p(zk I 3Ck，Uk)已知，给 

定 一[ 1 ⋯ ] 、Uk一[ ⋯ Uk] 和P(37o)，则由 

式(2)可递归计算出 p(xk I ， )。 

由于 厂(·)，̂(·)是非线性函数，因此，式 (2)不存在解 

析解，此时，式(2)只能近似计算。设状态向量、观测向量和噪 

声向量服从高斯分布，则式(2)的计算过程可大大简化，此时， 

p(xk l ，Uk)tg服从高斯分布，因此，仅需估计出 =EEx~l 

， ]和其协方差矩阵 Pf 即可描述P( 1 ， )，基于 

RBE算法框架可推导出 ， 。的估计式如下 

矗 = +K (鞠一譬 ) 

P 一 P — K P K 

Xk一=EVf(x 一1，Sfk一1，'U3k一1)l 一 ，Uk一 ] 

尸i=El-(如一 )(xk一 ) I ， ] 

乏f=E[h(xk， ，Vk)l 一 ，L 一 ] 

P =EE(zk一互 )(zk一童 ) IZ ～ ，L严一 ] 

P P 

一 EV(x,一 )(Zk一 『̂) I ～， ] 

显然，式(3)比式(2)更容易计算。式(3)中需要解决的核 

心问题是各个条件期望式的计算，在 NF算法发展的近五十 

年中，很多学者对这些条件期望式的计算进行了卓有成效的 

研究，取得了丰硕的成果 ，设计了一系列基于式 (3)的 NF算 

法 ，这些 NF算法根据设计思想的不同可大致分为两类：一类 

是基于函数拟合／变换的 NF算法，另一类是基于矩拟合的 

NF算法。另外，一些学者直接从式(2)出发，对式(2)的近似 

计算进行研究，设计了一系列基于式(2)的NF算法，称它们 
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是基于CPPDF拟合的NF算法。下面，分别介绍 RBE算法 

框架下的这 3类 NF算法。 

2 基于函数拟合／变换的非线性滤波算法 

函数拟合／变换是一种处理非线性函数的数学变换方法， 

通过使用函数拟合／变换，非线性函数能够变换为易于处理的 

函数。目前，常见的非线性函数拟合方法有泰勒展开拟合、斯 

特林插值拟合和加权统计线性回归(Weighted Statistical Lin— 

ear Regression，wsLR)拟合，常见的非线性函数变换方法有 

转换测量变换。下面，分别介绍这些函数拟合／变换方法以及 

基于它们所设计的一些NF算法。 

设非线性函数 一，(z)处处可微分，xEl~'是随机变量， 

在 一E[z]点附近泰勒展开-厂( )，得 

l／( )一，( + )≈善青 厂 

(4) 【EF~f=(耋 去)‘，( 

式中， 一 — 一[ 1 2 ⋯ Ax ] 。 

泰勒展开拟合方法利用式(4)中厂( )泰勒展开式的某些 

项来代替 ，(z)，一般使用 ，(z)泰勒展开式的一阶多项式或 

二阶多项式拟合 厂( z)。 

若使用-厂( )泰勒展开式的一阶多项式拟合 -厂( )，则有 

f(x)~vf(x)+D f (5) 

EKF算法的基本思想就是使用 ，(z)泰勒展开式的一阶 

多项式拟合 ，( )，基于式(5)设计的NF算法就是 EKF算 

法。 

若使用 ，( )泰勒展开式的二阶多项式拟合 ，( )，则有 

f(x)--~f(x)+D ，+寺D ， (6) 

SOKF算法的基本思想就是使用，(-z)泰勒展开式的二 

阶多项式拟合 ．厂( )．基于式(6)设计的NF算法就是 SOKF 

算法。 

由式(5)、式(6)可以看出，EKF算法和SOKF算法需要 

计算 ，(z)的一次微分或二次微分。对于复杂的非线性函数 

来说，，(．z)的一次微分或二次微分可能难于计算甚至不存 

在，因此，EKF算法和 SOKF算法的应用范围受到了限制。 

为了 弥 补 EKF算 法 和 SOKF算 法 的 不 足，ScheiE2~和 

NOrgaardE。 等人提出使用斯特林插值拟合式(5)、式(6)中， 

(z)的一次微分和二次微分。 ’ 

定义 1 

f 厂(x) hep)一，( 一寺ep) 

【 厂(x)一 1 ，＼ -十 h ep)+，( 一专 )) 
式中，ep⋯Eo· 1 ⋯ 07 ∈ ，h是插值步长。 

P 

利用式(7)重新描述式(5)，得 

，( )≈，( )+寺( 位 p )，( ) (8 

CDKF算法和DDIKF算法的基本思想就是使用式(8) 

拟合，(z)，基于式(8)设计的 NF算法就是 CDKF算法和 

DD1KF算法。 

利用式(7)重新描述式(6)，得 



 

ff(x)≈厂(x)+去 善n p3p)f( )++DLf 
I { 厂一 1(

p = l

(△ )。 +A)，( ) 。 

I LA
： ∑ ∑ △却△ (／~p8p)( ) 

DD2KF算法的基本思想就是使用式(9)拟合厂( )，基于 

式(9)设计的NF算法就是DD2KF算法。 

WSLR拟合方法是一种模型辨识方法，它不考虑非线性 

函数 ．厂(z)的具体形式，也不需要泰勒展开 ，(．z)，而是把 ， 

(z)看作一个黑箱，通过黑箱的输入一输 出对估计所设计的线 

性函数的参数，并使用辨识出的线性函数来拟合 厂(z)。 

设非 线 性 函 数 f( )存 在 m 个 输 入一输 出 对 

( ，f(x )，Ⅲ )， 1，⋯，m，设 ei—f(Xi)一(Axi-l-b)，其 

中，A，b需满足 

rmi ∑ P )
．

n( 

(1o) 

l∑Ⅲ 一1 
i= 】 

定义 2 

扣蚤 z 
—  

一 ∑ 一互) 一 ) 
i= 1

(Xi (Xi 

善 厂 ) (11) 

fPy一互 (厂 z )--y)(f(x1)--y) I

． 【 一~ 一2) )一 ) 

解式(1O

=

)

1

得

tOi

，

(

A

Xl

： 户 P

( f (

，6

zi

： 一A 。 

由此可见，在 wsLR拟合方法中，只要给定 m个输入一输 

出对 ( ，f(xi)， )，i一1，⋯，m，即可利用式 (11)计算 出 

P ， 一 ， ， ，进而可得_厂( )的线性拟合式为 

ya=p p + 一A互 (12) 

LRKF算法的基本思想就是使用式(12)拟合 厂(z)，基于 

式(12)设计的NF算法就是 LRKF算法。 

上述 3种函数拟合方法均是非线性函数某种程度上的近 

似，由于存在拟合误差，因此，基于函数拟合方法设计的 NF 

算法的性能将受到影响。为了提高 NF算法的性能，Lerro等 

人I5]在研究雷达目标跟踪问题时提出了非线性函数的转换测 

量变换方法。转换测量变换方法通过对观测方程施加非线性 

变换 T把非线性观测方程变换为线性观测方程，即有 

一 ( )一T(，(z))=Ax (13) 

由于转换测量变换方法是一种精确线性化方法，不存在 

线性化误差，因此，基于式(13)设计的NF算法能够显著提高 

滤波精度 ，该算法就是 CMKF算法。 

3 基于矩拟合的非线性滤波算法 

一 般来说 ，拟合非线性 函数的概率密度函数比拟合非线 

性函数本身要容易。由于非线性函数的概率密度函数是非线 

性函数各阶矩的函数，因此，只要拟合出非线性函数的各阶矩 

就可实现非线性函数概率密度函数的拟合。Julier等人基于 

上述思想提出了一种拟合非线性函数前两阶矩的方法，称为 

UT变换(Unscented TransfoITn，UT)[。 ]。UT变换方法首 

先选择 m个 Sigma点 (Xi， )， ：1，⋯，m满足 

fj一善伽 

{P 一姜触(静一Yr)(静一 ) (14) 
I m 
l∑ 一1 

Sigma点( ， )， 1，⋯，仇经非线性变换后用于拟合 

，(z)的前两阶矩，即有 

fE[ ]≈ 一善劬，( 1 
≈  ： 昱 vy(f(zi--y (f(xl 一 【 ≈ 墨 ) ) )一 ) 

上述过程就是 UT变换，基于 UT变换所设计的 NF算 

法就是 UKF算法 。 

Ito等人嘲对非线性函数期望的计算问题进行了深入研 

究，最终利用高斯一厄米特积分规则(Gauss-Hermite Quadra— 

ture Rule，GHQR)E“ 把非线性 函数期望 计算问题转化 为 

Sigma点和相应权值的计算问题，这些Sigma点和权值满足 

去 。 
式中，zER，qi，Zi的计算参见文献E14]。 

把式(16)扩展到多维系统，有 

j 1)号．．．．e-~l i z 兰i∑
1= 1

⋯

著心，⋯， 
)qi1⋯qi (17) 

式中，I z J。是向量的2一范数。 

设 一[ ⋯ Zi ] ， 一q —qi ，J一 ，代入式 

(17)，得 

J' z 兰 
设 xEN(x，Px)， 一 S ， —Sxp+ ，则 ，(z)的期 

望为 

『E[ ]：j )如兰 ，( 1p(z)一 — c一吉c 一 cz一； T ‘ 。 

式中， 一 夕 + 。 

由式(19)可以看出，It0等人的方法实际上是使用 个 

Sigma点和相应权值拟合，( )的一阶矩。，( )的二阶矩使 

用下式拟合 

≈ 圣 (_厂‘ )--y)(f(zJ)--y) (2o) 
上述方法就是 Ito等人提出的基于GHQR的非线性函 

数前两阶矩拟合方法，基于上述方法设计 的 NF算法就是 

GHF算法。 

可以证明，式(19)中的 Sigma点和权值满足式(14)，称 

Sigma点和权值满足式(14)且非线性函数前两阶矩拟合具有 

式(15)形式的矩拟合方法为 Sigm a点拟合方法，基于 Sigm a 

点拟合方法所设计的NF算法称为 Sigma点卡尔曼滤波(Sig— 

ma-points Kalman filter，SPKF)算法。显然，UKF算法和 

GHF算法都是一种SPKF算法。 



4 基于条件后验概率密度函数拟合的非线性滤波 

算法 

前述 NF算法均是基于式 (3)设计 的，对于非线性系统， 

式(3)在拟合CPPDF方面存在一定近似性。若直接估计式 

(2)中的CPPDF，一方面可避免式 (3)中的条件期望式 的计 

算，另一方面也可放宽对状态向量、观测向量和噪声向量分布 

特性的限制。Alspach等人嘲首先对 CPPDF估计问题进行 

了尝试性研究 ，提出了GSF算法。GSF算法的理论基础是任 

何概率密度函数均可用高斯混合模型无限逼近，基于该理论， 

状态向量Xk一1， 、过程噪声wk—t和量测噪声 vk的条件概率 

密度函数可描述为 

fp(xk一1 l ～， )≈，coX， N(x~Fck ， ) 
l ， l 
P(wk一1)≈五COw， N(叫；西， ．J) 

{ ， l
P(vk)≈∑ ， N( ； ，P ) 

I 
l夕( l ，Uk)≈∑COx，zN( ； ．f，P ． ) 

(21) 

由式(21)可以看出，若要计算 P(xk l ，Uk)，必须先确 

定参数M，COx．f， 一 ，z；1，⋯，M，它们的确定方法参见 

文献E8，1o]，基于上述思想设计的NF方法就是GSF算法。 

实际上，GSF算法并没有完全摆脱式(3)的影响，它在计 

算 P(xk l ， )时仍旧使用了基于式(3)设计的某些 NF算 

法。Bucy等人[1。]基于积分近似计算方法提出了一种 PMM 

算法，其核心思想是使用有限项和式拟合积分式，从而实现式 

(2)的计算。 

PMM算法的基本计算过程如下。 

设 p(xk J ， )， ( +1 lXk，Uk)，p(zk+l l礼+1， +1)已 

知，从 p(xk l ，Uk)中选择 M 个点 ＆ =1，⋯， 组成网 

格，该网格经非线性变换后得到新网格 

壤十l'f一，(&．I，Uk，O)， =I，⋯， (22) 

重新定义网格 琅+1． ， 一1，⋯， 得到新网格 +1． ， 一 

1，⋯，M+ ，基于新网格计算 
N 

P(S十 ，，J ，Uk)一∑△ ， P( + ，，I& )户( ， l ， ) 

(23) 

式中，酶 ． 是第 i个网格点的体积。 

同理，计算 

p(＆+l，J『Z ，L )一 

～  (24) 

∑ △ +I,jP( +1 l&+1，J，z“+1)p( +1，j lZ ，Lr矗) 

式中，△＆+1． 是第J个网格点的体积。 

当计算出所有的户(&+1． l ¨，Uk )， 一1，⋯，M+ 后， 

即得到近似的CPPDF。 

PMM算法的难点在于网格的确定，若把网格点随机分 

布，且无限增多，则显然 PMM 算法 的精度将进一步提高。 

PF算法的基本思想就是使用随机分布的大量网格点，即粒子 

去近似 CPPDF，目前，PF算法也是最具代表性的基于 CPP— 

DF拟合的NF算法。 

PF算法的基本计算过程如下。 
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设概率密度函数q(xk lXk一1， )已知，从 q(xk I趣一1， ) 

中随机抽取 N个样本 z ， 一1，⋯，N，更新 丑 =1，⋯，N 

的权值并归一化 

一  器 
( ) (25) J 

一  L  

【 ∑ 

则 CPPDF可近似描述为 

p(xk J ， )一∑ ”8(xk一矗 ) (26)、 

式中， (·)是 Delta函数。 

5 非线性滤波算法讨论 

5．1 非线性滤波算法间的关系 

观察 LRKF算法可以发现，虽然 LRKF算法的设计思想 

与 SPKF算法的设计思想完全不同，但是，若 LRKF算法中 

( ，cEJ )， 一1，⋯，m满足 

f__ E,co,z 
‘ 

(27) 

[Pc一圣 (Zi一星)( 一星) 

则 LRKF算法可看作是 SPKF算法。 

考察 DD2KF算法 ，若 DD2KF算法中的协方差矩阵使用 

式(28)近似计算，则称此时的DD2KF算法为近似DD2KF算 

法。 
V  1 

Py~By=EEDL7( ) ]+÷E[ ( 于) ]一 

( 一 ( ))( 一 ( )) (28) 

式(28)中各运算符号的定义参见文献E3]。 

显然，近似DD2KF算法也可看作是一种 SPKF算法。 

考察 LRKF算法，若 LRKF算法中( ，鲫)，i一1，⋯，m 

仅满足式(29)，则称此时的 LRKF算法为弱广义 Sigma点卡 

尔曼滤波算法(Weak Extended Sigma-points Kalman Filter， 

WESPKF)。若 LRKF算法中( ，CO1)，i一1，⋯，m连式(29) 

都不满足，则称此时的 LRKF算法为强广义 Sigma点卡尔曼 

滤波算法(Strong Extended Sigma-points Kalman Filter，SES— 

PKF) 

一

善 (29) 
显然，LRKF算法等同于 SESPKF算法，DD2KF算法可 

看作 是 一 种 WESPKF 算 法，GSPKF算 法[15]也 是 一 种 

WESPKF算法，GSPKF算法同时渐进收敛于 SPKF算法。 

若为 SESPKF算法加上不同的约束条件，它可转化为 WESP— 

KF算法或 SPKF算法。由于 SESPKF算法和 WESPKF算 

法对 Sigm a点和权值的约束较弱，因此 ，理论上可设计出无穷 

多种 SESPKF算法和WESPKF算法，但是，这些 NF算法缺 

少必要的理论支撑(如估计精度的定性分析等)，一般很难被 

接受。 

5．2 非线性滤波算法间的关系 

递归贝叶斯估计框架下的滤波算法间借鉴的目的是综合 

各滤波算法的优点，进而解决系统的状态估计问题或提高滤 

波估计精度。 

van der Merwe等人在滤波算法的借鉴方面作了大量的 

研究工作，文献E16，17]把平方根滤波算法与UKF算法和 



DD2KF算法结合，设计了平方根 UKF算法和平方根DD2KF 

算法；文献[10]把 SPKF算法、GSF算法和 PF算法结合，设 

计了高斯混合 Sigma点粒子滤波 (Gaussian Mixture Sigma- 

Point Particle Filter，GMSPPF)算法。另外，文献[18-I把 自适 

应滤波算法与 CDKF算法结合用于解决噪声统计特性未知 

时的状态估计问题；文献[19]把自适应滤波算法与 UKF算 

法相结合用于提高UKF算法的估计精度和收敛速度；文献 

E2o]把UT变换思想、EKF算法和多模型线性化思想相结 

合，设计了基于UT变换的多模型广义卡尔曼滤波算法；文献 

E21]把GHF算法与 PF算法结合，设计了高斯一厄米特粒子 

滤波(Gauss—Hermite Particle Filter，GHPF)算法等。 

实际上，通过滤波算法间的相互借鉴可设计 出很多种 

NF算法 ，虽然滤波算法间相互借鉴的出发点各不相同，但实 

际上它们都没有引入新的滤波算法思想，而仅是为了解决现 

有问题而不得不借鉴其他滤波算法或为了提高现有滤波算法 

的性能而引入其他滤波算法。 

5．3 非线性滤波算法间的关系 

观察 -厂(z)的泰勒展开式可以发现，无论是使用微分形式 

的二阶多项式拟合 ，( )，还是使用斯特林插值形式的二阶多 

项式拟合，( )，其表达式都相当复杂，特别是在计算协方差 

矩阵时尤为麻烦。若使用更高阶的多项式拟合 ．厂( )，则在计 

算 _厂( )的均值和协方差矩阵时将遇到困难，甚至可能需要修 

正式(3)中的 砌 算法框架 ，这对于所处理的实际问题来说 

可能得不偿失。目前来看，使用二阶多项式拟合 ．厂(z)已经足 

够，可以说基于函数拟合的 NF算法的设计思想基本是完备 

的。 

对于基于矩拟合 的 NF算法来说 ，理论上，SESPKF算 

法、WESPKF算法和GHF算法中的Sigma点和权值能够实 

现对z的任意阶矩的匹配，因此，基于矩拟合的NF算法的设 

计思想也是完备的。 

CMKF算法通过观测向量坐标 的非线性变换把非线性 

观测方程变换为线性观测方程，目前，它仅适用于某些特殊的 

非线性系统，缺少必要的理论支持，属于一种经验方法，因此 ， 

基于函数变换的 NF算法的设计思想很不完备，具有较大的 

突破空间。另外，基于 CPPDF拟合的 NF算法的设计思想也 

很不完备，其需要解决的核心问题是高维积分问题，目前，无 

论是在数学上还是在实际应用中都存在较大的突破空间。 
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