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稀疏约束下非负矩阵分解的增量学习算法 

王万良 蔡 竞 

(浙江工业大学计算机科学与技术学院 杭州 310023) 

摘 要 非负矩阵分解(NMF)是一种有效的子空间降维方法。为了改善非负矩阵分解运算规模随训练样本增多而 

不断增大的现象，同时提高分解后数据的稀疏性，提出了一种稀疏约束下非负矩阵分解的增量学习算法，该算法在稀 

疏约束的条件下利用前一次分解的结果参与迭代运算，在节省大量运算时间的同时提 高了分解后数据的稀疏性。在 

0RL和 CBCL人脸数据库上的实验表明了该算法降维的有效性。 
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Incremental Learning Algorithm of Non-negative M atrix Factorization with Sparseness Constraints 
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Abstract Non-negative matrix factorization is a useful method of subspace dimensionality reduction．However，with the 

increasing of training samples，the computing scale of non-negative matrix factorization increases rapidly．To solve this 

problem and improve the sparseness of the data obtained after factorization as well，an incremental learning algorithm of 

non-negative matrix factorization with sparseness constraints was proposed in this paper．Using the results of previous 

factorization involved in iterative computation with sparseness constraints，the cost of the computation is reduced and 

the sparseness of data after factorization is highly improved．Experimental results on both ORL and CBCL face databa— 

ses show that the proposed method is effective on dimensionality reduction． 
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1 引言 

子空间降维是机器学习领域以及图像处理过程中一种常 

用的方法。该方法是将高维的特征向量映射到低维子空间进 

行分类 ，从而有效避免了维度灾难_1](Curse of Dimensionali- 

ty)导致的相似度度量上的偏差 ，有利于数据存储及分类等 

后续处理。有别于主成分分析 2̈](PcA)、独立成分 分析[3] 

(ICA)等传统降维方法 ，1999年由 Lee和 SeungE ]在杂 志 

《nature))上提出的非负矩阵分解算法 (NMF)，在非负约束下 

实现了矩阵的分解，将人脸图像表示成基图像的线性组合，使 

分解后的数据具有一定的稀疏性和可解释性。之后国内外学 

者在此基础上又提出了许多基于 NMF算法的改进[6 ，并成 

功应用于模式识别与图像处理等领域[12-16]。其中 Hoyeid ] 

将 NMF算法和稀疏编码思想相结合，提出了具有稀疏约束 

的非负矩阵分解算法(NMFSC)，使分解后的因子矩阵具有更 

好且可控的稀疏性；Serhat等人l8 提出了增量式非负矩阵分 

解算法(INMF)，从而避免新训练样本加入后对基矩阵与系 

数矩阵的重新运算，节省了大量的运算时间；姜伟等人_9 提出 

了稀疏约束图正则非负矩阵分解算法(GNMFSC)，其不仅考 

虑了数据的几何信息，并且对系数矩阵增加稀疏约束 ，使分解 

后的人脸图像具有更高的识别率。 

本文将稀疏约束 的思想引入非负矩阵分解的增量学习 

中，提出了稀疏约束下非负矩阵分解的增量学习算法(INMF- 

SC)，在初始训练样本数据规模庞大的情况下，其不仅提高了 

分解后系数矩阵和基矩阵的稀疏度，节省了降维后数据存储 

的空间，同时也避免了新训练样本加入时的大量重复运算，大 

大提高了运算效率。 

2 传统非负矩阵分解(NMF) 

假设有训练样本集合{ ， ，⋯， }，其中 (i一1，⋯， 

rn)为 1"l维非负列向量，m为训练样本个数。令矩阵 —Iv ， 

，⋯，vm](VER )，则非负矩阵分解可表示为两个非负矩 

阵W(WffR )和 H(HER )的乘积： 

WH (1) 

其中，w 称为基矩阵，H称为系数矩阵。r代表基向量的个 

数，当r的取值满足r《 时，原始的数据矩阵V得到了有 

效的压缩。 

由式(1)可知 ，非负矩阵分解是一种近似分解，因此需要 
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对其建立合适的损失函数，通过对其最小化来求解 w 和 H。 

基于等方高斯噪声的损失函数因其简单、有效且易于理解而 

被国内外众多学者广泛使用，其表达方式如下 ： 

F一专ll V—WH ll 一 1 善善( 一( H) )。 (2) 
8．t．W≥O，H≥O 

由于损失函数 F单独对于 w 或 H 来说是凸函数，因此 

可采用梯度下降法分别对其元素进行交替迭代求解，直至满 

足收敛条件。其更新规则如下： 

H~／-．--HE (3) 

w  (4) 

其中， 一1，⋯， ， 一1，⋯，m，n一1，⋯，r。 

3 稀疏约束下非负矩阵分解的增量学习(INMFSC) 

作为一种高效直观的子空间降维算法，传统非负矩阵分 

解算法最有用的特性之一就是分解后产生了低秩矩阵，即用 

少量的元素有效实现了大量数据的表达，节省了数据存储空 

间。此外，经分解后的基图像在足够稀疏的情况下，有效代表 

了人脸的头发、眼睛、嘴巴等部分，符合人类思维中局部构成 

整体的思想，具有较好的可解释性。 

然而传统非负矩阵分解存在的一个重要问题就是每次新 

增训练样本数据时，其分解后的基矩阵w和系数矩阵H都 

需要重新进行迭代计算。在数据规模庞大的情况下，迭代求 

解所消耗的时间也是非常巨大的。本文提出的稀疏约束下非 

负矩阵分解的增量学习算法(INMFSC)则运用了分块矩阵的 

思想，在优化了数据稀疏度的基础上大大降低了新训练样本 

加入后重新学习阶段的运算时间，并且使学习后获得的新基 

矩阵 w 以及系数矩阵 H 的稀疏度有了明显提高。下面介绍 

该算法。 

令 w 和 H 分别代表由 个训练样本构成的非负矩阵 

分解后的基矩阵和系数矩阵，其中 志≥r。分别对其添加基 

于 z 一范数正则化的稀疏约束条件，并用 R 代表此时的损失 

函数 ，表达式如下： 

一 ÷ ll 一 H ll +a ll 【l +J9 lI ll 

一 ÷ ∑∑(Ej一(WkH ) ，) +口∑ ∑(Wk) + ∑ 
厶 — J，一 l l ，一 l f— l 

∑(H ) (5) 

其中，稀疏约束系数 和口均为大于等于 。的常数 ，通过对 

w 和 H 做稀疏约束可使样本数据分解后具备较高的稀疏 

性，且稀疏程度与 和口的值成正比。 

同样地，当第 忌十1个训练样本加入后，损失函数 + 则 

为： 

+ 一 ÷cl 一 + + ll。+a ll + ll 邮 ll + ll 

一 ÷∑ ∑(Vo～( + H +1) ) +口∑ ∑(Wk+ ) ，+ 
厶 l l 一 J i= l ，一 l 

∑ ∑ (Hk+1) ， (6) 

基矩阵 W 的每一列可以看作构成某一训练样本的组件 ， 

而系数矩阵 H的每一列h 代表了每个组件的参与程度。随 

着训练样本数量的增多，新训练样本的表达能力逐渐减小。 
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因此当训练样本数量足够大时，新加入训练样本对于作为组 

件集合的基矩阵 w 并不会有太大的影响，其对应的系数向量 

h 受到影响也 同样较小。于是损失函数 R 可以做如下近 

似： 

一 ÷∑∑(Vo一(Wk+1 + ) +口∑ ∑( +1) 
= l ，一 l i一 1 ，= l 

+ ∑ ∑( + ) 

兰÷∑∑( 一(VG+】 ) ) +口∑ ∑(Wk+1) ，+卢 
￡一 I ，= J l— l 一 l 

∑ ∑ ( ) (7) 

由此可以得到 与F川 之间的近似关系，如式(8)所 

示 ，其中 代表新样本加入后损失函数的增量式。 

+1一÷∑ ∑( 一( +1Hk+1) ，)。+口∑ ∑(VG+1) ， 
￡= i ，= l != l ， l 

+口∑ ∑(H +1) 

兰 +专 ((Vk+1) 一( +1 +-) ) + ⋯ 

兰 +^+1 (8) 

在得到了损失函数的增量式表达后，利用梯度下降法得 

到系数矩阵增量部分 h 的更新规则 ： 

(hk+1)。 一 (9) 

其中求导部分的计算如下： 

兰 ( + + )一 

一  [ 耋(( + ) 一(wk+ h3(h 2 + ) )z+ 女+1)
Ⅱ

L 、 、 十 十 十 。 

( + ) ] 

一  [百1 ((VOk+1) 一妻(w + ) 3 (矗 
+1) 2 、 ⋯  

( +1) ) +fl(h +】) ] 

一 ∑(((vk+1) 一(w +1h女+1) )(一Wk+1) )+口 

一 一 (wL1"Ok+1) +(州  1 +1hk+1) +口 (10) 

为保证迭代过程中数据的非负性，遵循乘性迭代规则得 

到梯度下降的步长： 

一—— (11’(WL h 
1V +】 +1) +．9 、 

于是得到 h⋯ 最终更新规则如下： 

(hk+1)。一( ) 丽  (~ Fk+l "Ok+ 1)a (12) 

用相同方法可求得基矩阵 w 的更新规则为： 

(VG+1) 一(W +1) (W
k+1 H H +W +1 ĥ+1 hL】) +d 

(13) 

由此我们可以得到 INMFSC算法步骤如下 ： 

1．随机初始化正矩阵 w 和 H。 

2．对于训练样本集 V(包含 k个训练样本)按以下规则进行迭代，直至 

满足收敛条件： 

~--Hai 

w w  

3．每加入一个新训练样本 Vk+ 时，按以下规则更新 w 和 H直至满足 

收敛条件，其中 Hk+1一EHk，hk+1]，hk+l初始化为 hk。 



cw + ． ·—cw + ， i ： ； ； ； ： j 
(hk ㈩， 丽  

以上各式中i一1，⋯，n，j一1，⋯，m，a一1，⋯，r，a和B均为非负常数。 

4 实验结果及分析 

4．1 数据描述及参数设置 

ORI 人脸数据库是由剑桥大学 AT&T实验室创建的， 

该数据库包含 4o人共 400幅人脸图像 ，其中部分图像包含了 

姿态、表情和面部饰物的变化。选取前 300幅人脸图像作为 

初始训练样本 ，将 每幅大小为 92*112像 素 的图像 变为 

10304*1的列向量，则初始训练样本规模为 10304*300的 

矩阵，而剩余 100幅图像作为新增训练样本 。根据训练样本 

规模 ，设置基矩阵的维数 r为 25，稀疏约束的参数 a一口一1， 

梯度下降法的初始迭代和增量迭代次数均为150次。 

CBCI 人脸数据库是由麻省理工大学媒体实验室创建 

的，该数据库包含 16人共2592幅不同姿势、光照和大小的人 

脸图像 ，其中前 2429幅用于训练。选取前 2300幅人脸图像 

作为初始训练样本，将每幅大小为 19*19像素的图像变为 

361*1的列向量，则初始训练样本规模为 361*2300的矩 

阵，剩余 129幅图像作为新增训练样本。根据训练样本规模， 

设置基矩阵的维数r为49，稀疏约束的参数a一口一0．005，梯 

度下降法的初始迭代和增量迭代次数均为 150次。 

实验 环境 为 Matlab7．11运 行 于 Intel Core i3—370M 

2．4OGHz，3G内存 PC机的 Windows 7 32位系统。 

4．2 运算时间对比 

在 ORI 人脸数据库上，初始训练样本数为300的情况下 

NMF、INMF以及 INMFSC 3种算法随新增样本数量的增多 

而分别消耗的运算时间如表 1所列。在 CBCL人脸数据库上 

初始训练样本为2300的情况下，3种算法的时间消耗情况如 

表 2所列。 

表 1 ORI 库新增训练样本时 3种算法对应时间消耗(初始训练样 

本数为300) 

新增训练样本 NMF／s INMF／s INMFSC／s 

1 

5 

1O 

50 

1OO 

15．76 

15．94 

16．42 

19．14 

24．92 

l_63 0．O3 

7．97 0．14 

16．17 O．28 

80．16 1．41 

162．87 2．89 

样本维数远远大于样本个数的情况下具有更高的运算效率。 

4．3 稀疏度度量 

根据文献[7]提出的稀疏度度量公式对分解后的基矩阵 

和系数矩阵进行度量，公式如下： 

厂  ∑l I 

s ，一 47
- 1 

Ⅲ  

其中， 代表向量z的维度，置 代表向量 第 i个元素的值。 

sp(x)∈Eo，13，sp(x)的值越接近 1表示向量的稀疏度越高。 

在当前实验环境及参数设置下，以式(14)作为稀疏度度 

量标准，则经过 NMF、INMF和 INMFSC 3种算法分解后得 

到的因子矩阵(包括基矩阵 w 和系数矩阵 H)稀疏度如表 3 

所列。其中NMF算法得到的是初始训练样本分解后的因子 

矩阵，而 INMF算法和 INMFSC算法得到的是新增训练样本 

分解后的因子矩阵。 

表 3 3种算法得到的因子矩阵稀疏度 

从表 3中可以看到，INMFSC算法分解后得到的基矩阵 

w 和系数矩阵 H 均较 NMF算法和 INMF算法所得到的更 

为稀疏，有效提高了存储效率。将 r维的基矩阵 W 重构成 r 

个人脸基图像，如图 1所示，其中 ORL人脸数据库基矩阵维 

度 r为 25，CBCL人脸数据库基矩阵维度 r为 49。 

遘 霉 I d 李 门 ! 黔 
i 麓   ̂
熊  

{ 

爷 誊 纛 。 
NMF INMF INMFSC 

(a)ORI 人脸数据库 

虢  

女 t L 

l t 

， 

表 2 CBCI 库新增训练样本时 3种算法对应时间消耗(初始训练 NMF INMF INMFSC 

样本数为 2300) 

根据表 1和表 2的结果可知 ，增量学习算法 INMF和 

INMFSC的运算时间随着新增训练样本数量的增加呈线性增 

长。当新增训练样本数量较少时，增量学习算法较传统的 

NMF算法有着明显的速度优势。而当新增训练样本超过一 

定数量时，传统增量学习算法 INMF的运算效率则越来越 

低，而本文提出的 INMFSC算法依然保持着较高的运算速 

度。此外，通过对表 1与表 2的比较可发现，INMFSC算法在 

(b)CBCL人脸数据厍 

图 1 3种算法得到的基图像表示 

通过图 1中 3种算法在 ORL及 CBCL两个人脸数据库 

上的对比可知，相较于 NMF算法和 INMF算法，本文提出的 

INMFSC算法不仅可使分解后的数据更为稀疏，同时也使基 

图像更具有局部表达性 。 

结束语 针对传统非负矩阵分解在新增训练样本时运算 

速度较慢且数据稀疏度一般的问题，提出了稀疏约束下非负 

矩阵分解的增量学习算法，通过对增量目标函数添加正则化 

项，不仅提高了数据分解后的稀疏度，增强了数据表达的可解 

释性，同时很大程度上提高了运算效率。实验结果证明，本文 

算法是有效的，对处理大规模数据的增量学习有着较好的降 

维效果。 
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结束语 Ajax技术在当前主流的web应用中被频繁地 

使用到。本文在对基于 Ajax技术的 Web应用的建模过程 

中，提出将网页中会引起局部刷新的部分划分成多个子部分 

即网页状态元素，定义网页状态元素上的 Ajax操作集及相应 

的值域并根据这些网页状态元素的变化定义网页不同的子状 

态。将网页内部的所有状态封装在一起，使之与外部状态变 

化独立，这样能更好地反映网页内部的状态的变化 ，使得模型 

的结构更加清晰，方便针对一张网页内的状态迁移进行测试 。 

本文利用 UML状态图支持组合状态的特性来描述 Web应 

用的模型，并将其转化为 Kripke结构，使用 CTL公式来描述 

模型的陷阱性质。使用模型检验工具 SMV产生反例并抽取 

测试用例。在复杂的 Web应用中一张网页内会出现异步刷 

新的部分并且Aiax请求通常会有很多，一张网页的内部结构 

和状态迁移会复杂很多，建模的难度非常大，下一步将研究如 

何简化对复杂的网页结构和状态迁移的web应用建模。 
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