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S一粗集与数据挖掘单位圆特征 

史开泉 

(山东大学数学与系统科学学院 济南 250100) 

摘 要 给出单向 粗集(one direction singular rough sets)、单向 粗集对偶(dual of one direction singular rough 

sets)的结构。单向 粗集与单向 粗集对偶是改进Z．Pawlak粗集得到的，单向 粗集与单向 粗集对偶具有动态 

特性。给出单向 粗集、单向 粗集对偶与z．Pawlak粗集的关系。 粗集具有三类形式：单向 粗集、单向 粗集 

对偶、双向 粗集，利用单向 粗集、单向 粗集对偶，给出数据内挖掘、数据外挖掘概念，给出数据内挖掘的外同心 

圆定理、数据外挖掘的内同心圆定理，并给出其应用。 粗集是粗集理论与应用研究的新分支。 
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s-row,h Sets and Characteristics of Data Mining Unit Circle 
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Abstract One direction singular rough sets and the structure of dual of one direction singular rough sets were given． 

On e direction singular rough sets and dual of one direction singular rough sets come from improved Z．Pawlak rough 

sets．On e direction singular rough sets and dual of one direction singular rough sets have dynamic characteristics．The 

relation between one direction singular rough sets。dual of one direction singular rough sets and Z．Pawlak rough sets 

was also prop0sed．S-rough sets have three types of forms：one direction singular rough sets，dual of one direction singu— 

lar rough sets and tw o directions singular rough sets．Based on one direction singular rough sets，dual of one direction 

singular rough sets，the concepts of data internal-mining ，data outer-mining and their Outer concentric circle theorem， 

Internal concentric circle theorem were proposed，and the applications were given．S-rough sets is a new branch of 

Rough sets theo ry and applied research． 

Keywords On e direction singular rough sets，Dual of one direction singular rough sets，Data internal-mining ，Data out— 

er-mining ，Unit circle，Outer concentric circle theorem，Internal concentric circle theorem，Application 

1 引言 

一 个例子：五一长假前夕，我的学生们(博士，硕士)X ， 

z，X3，X4，X5，给我提出一个问题：“五一期间，我们想去上海 

的几所高校做一次学术访问，也借此机会在上海放松几天，老 

师可以否?”我回答学生们：“可以，由济南一上海的往返车费 

与住宿费，可以从我的研究经费中支付。”从这个简单的对话 

中，想到一个数学概念 ：因为 Xl，22，X3，z ，X5，都在 口=上海 

下车， 1一z5关于a构成等价类Ix]={z1， ，X3，X4，z5} 

(z1，z2，动 ，X4，蕊 ，关于 口满足自反性，对称性，传递性)。 

】。学生X6，幻原本没有去上海做学术访问的计划，当听 

到老师支付车费与住宿费，还可以在上海放松几天时；zs，z 

改变了计划，X6，X7随同X 一 s乘上济南赴上海的火车(如， 

X7在z 一zs的带领下，在火车上临时补车票)。因此，[z]一 

{z1，22，X3，X4，25}变成Ix] ={z1，X2，飘，X4，X5，26，z7)；或 

者，[23 是在[ 内进行元素补充得到的。在由济南赴上海 

的火车上(济南去上海的火车途经南京)，原籍南京的学生2a 

接到家中电话，要 z。立即回家，zs在南京站下了火车。因此 

[z]一{z1，22， 3，X4， 5)变成Ix3。一{ l，X2，24，曲)；或者， 

[ ]。是在[z]内进行元素删除得到的。容易看到：等价类[z] 

具有了动态特性：Ix]变成[ ] ，[ ]变成[ ]。。 

2。在计算机科学领域中，数据库是一个被人们熟悉的概 

念，用等价类[z]表示。人们常常要对数据库进行刷新：[ ] 

内的一些过时的数据要从[z]内删除，一些新的数据要补充 

到[ ]内；数据库的这些司空见惯的特性，没有引起人们的兴 

趣 ，也没有人对这些特性给出开发及应用研究。 

1。，2。给出一个事实：等价类[z]具有了动态特性；[ ]的 

动态特性催生了作者改进 Z．Pawlak粗集，提出新粗集的想 

法。1982年 Z．Pawlak教授提出粗集(Rough sets)[】]，给出粗 

集的数学结构：(R一(x)，R一(x))；这里：R一(x)一UIx]： 

{zIxEU，[ ] X)，R一(x)一U[ ]={2I ∈U，[ ]Nx≠ 

)，分别是 XCU的下近似、上近似；Ix]是 R_等价类。z． 

Pawlak的这一杰出的原创性研究获得了应用，得到了人们的 

关注与认可。“近似逼近”是z．Pawlak粗集存在的“基石与根 

本”；或者用R一(X)与R一(X)共同“逼近”集合 XC==U，X(==U 

是U上的有限集。“等价类[z]’，是 z．Pawlak粗集定义中的 

到稿 日期：2010-03-09 本文受山东省自然科学基金项目(Y2007G08)资助。 

史开泉 教授，博士生导师，主要研究领域为粗集理论与应用、信息系统与信息识别理论与应用，E-mail：shikq@sdu．edu．cn。 

· 1 · 



“核心概念”。应当看到：z．Pawlak粗集中的等价类[z]不具 

有“动态特性”，[z]具有“静态特性”；显然，“静态特性”限定了 

乙Pawlak粗集的应用空间，限制 了 Z．Pawlak粗集的广泛应 

用，特别是在动态信息系统中。 

2002年，文献[2，3]改进了z．Pawlak粗集，提出 粗集 

(Singular rough sets)；S-粗集具有三类形式：单向 粗集(one 

direction singular rough sets)、单向 粗集对偶(dual of one 

direction singular rough sets)与双向 粗集(two directions 

singular rough sets)。本文中只给出单向 粗集、单向 粗 

集对偶的结构与应用；双向 粗集的结构见文献[4—6，21， 

22-1。 

2 单向 粗集与单向 粗集对偶 

文献I-2—6，21，22]给出约定：u是有限元素论域，Ex]是 U 

上的元素等价类 ， 是有限属性论域，F一{，1，，2，⋯，厶 }， 
一 { ，72，⋯， )是元素迁移族；fEF，一fEF一是元素迁移， 

fEF的特征是：uEU，“ X，fEF把 u变成，(“)一 ∈X； 

f—EF一的特征是： xEX，7∈ 把z变成7(．z)；“ x。 

单向 粗集 

称 X~CU是X的一个单向 集合(one direction singular 

sets)，如果 

x。=XU{u JuEU，u-CX，，( )一z EX} (1) 

称 是XcU的 扩张，而且 

Xr一{uI“∈u，“ X，，(“)一 ∈X) (2) 

式(1)，式(2)中的集合 X是 Z．Pawlak粗集(R一(X)，R一 

(x))中的集合[ ，x(==u。 

这里指出：“扩张”是指在 XcU 内补充元素，使得 card 

(X)≤card(Xo)，card=cardinal number。 

称(R，F)。( )是_xDc【，的下近似，而且 

(R，F)。( )一U[z]一{ lz∈U，[z] ) (3) 

称(R，F)。( )是 U的上近似，而且 

(R，F)。(Xo)一U[ ]一{xlxEU，[z]N ≠ } (4) 

式中，F~4。 

由(R，F)。( )，(R，F)。(Xo)gg成的集合对，而且 

((R，F)。(Xo)，(R，F)。(X。)) (5) 

称作 x0 cU 的单 向 粗集 (one direction singular rough 

sets)。 

称 Bnr( )是 cU的R一边界，而且 

Bnr(Xo)一(R，F)。( )一(R，F)。( ) (6) 

称As(Xo)是单向 粗集生成的副集合(assistant set)， 

而且 
、一 

As( )={zIuEU，uFX，，(“)一 EX} (7) 

这里特别给出说明： 

1。．式(2)中Xi一{“luEU，uFX，厂(“)一z EX)是被补 

充到X内的新元素构成的集合，{“l“∈U，u-CX，，(“)= E 

x}与被补充新元素之前的x满足：{ul“∈U，“ X，，(“)一 

∈X}Nx=4。专家在审查我的论文时曾给出这样的结论： 

“因为(uIuEU，u-CX，厂(“)一x EX} X，所以式(1)成为： 

Xo=XU{uIuEU，uFX，，(“)一z ∈X}一X，因此式(1)无意 

义。”显然，这是一个在没有看懂式(1)具体意义的情况下，给 

出的“瞎掰”评论。通常的A B，是指 A一{x-，规 ，xs) { ， 

2，z3，z }一B，从何而来的{ IuEU，u-CX，_厂(“)一z ∈X) 
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X? =XU{“IuEU，u-CX，厂( )一 ∈X}：X可以得到这 

样的类比例子 ：“甲第一次还借款 x给乙；甲第二次还借款 y 

给乙；乙却说借款 y没有还”；显然，乙是人们常说的一句话 ： 

“乙是一个无赖”。事实上，式(1)的结构与计算机内存储器 

T—T+1的结构相似，T—T+1具有动态特性，式(1)也具有 

动态特性。专家给出的令人啼笑皆非的评论：“Xo：XU{ul 

uEU，u-CX，厂(“)一z ∈X}一X”是因为用“静态”的思维方 

式去认识式(1)的结构，不知道式(1)所表示的含义，或者不具 

备计算机内存储器结构的基本常识。式(1)的动态特征是：取 

1EU，u1 X，fEF把“ 变成 f(u )一 1 ∈X，式(1)变成 ： 

嬲 =XU{u1 I“1EU，Ul X，f(u1)=．z1 ∈X}=XU{x1 }一 

{X， 1 }。令 X一冠 ，取 u2，u3∈U，地，u3 X，fEF把 “2，u3 

变成 f(u2)一z2 ∈X，f(u。)一 。 ∈X，式(1)变成 弼 ： U 

{x2 ，x3 )一{船 ，x2 ， 3 }一{X，z1 ，z2 ，z3 }。令 X=嬲 ，取 

u4EU，u4 X，fEF把“ 变成 f(u4)一 ∈X，式(1)变成 

嬲 一 U{ }一{冠 ，x．2 ，x3 }U{ 4 )一{x， l ，x2 ，x3 ， 

z ，)．如此等等。这个过程正是 丁=T+1表现的存储信息的 

动态过程，从这个过程中，无论怎样也得不到“因为{uI uEU， 

“ X，-厂(“)一 ∈X) X，所以 一XU{“I“∈U，“ x，， 

( )一z ∈X}=X”这样的结论。式(1)中的并运算“U”已不 

是经典数学或离散数学中的并运算。 

2。．式(1)，式(2)表示不在 X内的元素 “，通过元素迁移 

fEF把 “变成 ，(“)一 ，，(“)一x 进入 X 内，X变成 。 

显然，，(“)进入X是指进入某一个[ ]内；因此，式(3)，式(4) 

等价类[z]都具有向外扩张的特征，或者式(3)，式(4)中的[z] 

具有了动态特征。应该特别指出：式(3)，式(4)中使用的符号 

[ 与ZPawlak粗集(R一(x)一U[z]一{ J ∈u，[ ] 

x}，R一(x)一UIx]一{xlxEU’[ ]Nx≠ ))使用的符号 

[z]相同，但意义却不一样：式(3)，式(4)中的[z]具有动态特 

性，乙Pawlak粗集中的[z]具有静态特性。式(3)，式(4)中的 

Ix]与Z Pawlark粗集中的[ ]不是一个概念，尽管都使用了 

符号[-z]。 

3。．式(7)的意义是：uEU被 ，∈F变成 厂(“)一x，，(M) 

被不完全迁入到 X内，因此在式(7)中使用了一个特别的记 

号“∈”。被完全迁入到X内的元素 厂( )一z 的特征函数是 

”一1；被不完全迁入到 x内的元素，(“)一z 的特征函数 

o<  < 1。 

4。．F一{ ，，2，⋯，厶}是元素迁移族，fEF是元素迁 

移，元素迁移fEF是一个变换，或者是一个函数。不同的应 

用问题，fEF的形式是不同的。“元素迁移”的概念，通俗地 

讲：山东籍的学生到重庆去读大学，这个学生必须带上“户口 

迁移证”，才能成为重庆市的人(按中国的户籍管理制度)；显 

然“户口迁移证”具有元素迁移的意义。 

1。一4。的说明对于接收单向 粗集的结构式(1)一式 

(7)是重要的。 

利用式(1)一式(7)及Z．Pawlak粗集『1]，容易得到： 
·  定理1 若元素迁移族F一 ，则单向 粗集与Z Pawlak 

粗集满足 

((R，F)。(Xo)，(R，F)。(Xo))F；。一(R一(X)，R一(X)) 

(8) 

事实上，若 F一 ，则式(2)Xz一{uI“EU，“ X，厂( )= 

z EX}一 ，式(1)成为 =XU{uIuEU，u-CX，，( )=xt∈ 



X}=X；式(3)成为(R，F)。( )=UIx3一{xIxEU，[z] 

Xo}一U[ ={xlxEU，[ X)=R-(X)；式(4)成为(R，F)。 

( )一U[ ={z l x6 U，[ ]N ≠ )=U Ix3={ I x∈ 

U，[习n 壬 =R-( ；式(6)成为Bar(Xo)=(R，F)。( )一 

(R，F)。( )=R一(X)一R一(X)一Bar(X)；式(7)成为 As 

( )一j5。因此，当F一 时，单向 粗集回到了Z．Pawlak粗 

集的“原点”，单向 粗集退化成 乙Pawlak粗集。 

容易得到以下命题： 

命题 1 在静态一动态条件下，单向 粗集是 Z．Pawlak 

粗集的一般形式，乙Pawlak粗集是单向 粗集的特例。 

命题2 副集As(X~)= 的单向 粗集是乙Pawlak粗 

集。 

这里指出：1。改进 Z．Pawlak粗集，提出单向 粗集，在 

单向 粗集中没有改变z．Pawlak粗集中的等价关系R。 

2。单向 粗集中“singular"一词取 自“奇异矩阵”(singu— 

larmatrix)。一个矩阵A具有 P个特性，因为对 A进行某些 

变换，变换的结果使 A丢掉了 r个特性 r<p，A变成奇异矩 

阵A 。应当把 r个特性返换给A，因此用“singular”表示返 

换的意义。我们遇到的有限集合x，大多具有动态特性；从一 

般意义上看，动态特性是集合 X的“本性”；具有静态特性的 

集合X是少数。集合 X的原本面貌是动态的，经典数学中给 

出的集合 X，它具有静态特性，或者把动态特性丢掉了。因 

此，用“singular"表示把动态特性返换给 X，得到单向 S集合 

=XU{“luEU， X，，(“)=xp∈X)。一个通常的例子： 

重庆市火车站候车室内的旅客x，，x2，⋯， 构成了旅客集 

合 X一{x1，．272，⋯， )(因为 z ，x2，⋯，Xm都具有特征口一火 

车票； ，X2，⋯， 构成集合X)，集合 X是不是我们学过的 

课程“数学分析”，“高等代数”，“实变函数”，“离散数学”中的 

集合x?若是，则出现违背事实的问题：“火车已进站，具有去 

某地车票的人不准上火车；持有车票的新旅客不准进火车站 

候车室候车”。因为上述课程中的集合 x具有静态特性，或 

者X内的元素x ∈X不允许离开X，xi x；X外的元素y ， 

X不允许进入X，Y EX。显然，重庆市火车站候车室内 

的旅客构成的集合X一{ ，勋，⋯， }已不是“数学分析”， 

高等代数”，“实变函数”，“离散数学”中的集合X。旅客构成 

的集合 一{ ，xz，⋯， )具有了动态特性；因为：“火车站 

里有火车，车站里面有旅客，旅客手中提包裹 ，不是上车是下 

车”。 

这里指出：为了简单，式(1)一式(7)给出单向 粗集的 

结构，式(5)给出单向 粗集的集合对表示形式。因为元素 

迁移 feF的存在，单向 粗集具有了动态特性；因此，单向 

粗集的一般性的表示形式是 ： 

{((R，F)。(Xo) ，(R，F)。(Xo)，)IiE J，J∈J} (9) 

式(9)是单向 粗集的集合对族的形式 ，单向 粗集是 

由一串集合对构成。式(9)中I，．，是指标集合。 

由定理 l得到： 

定理2 若元素迁移族F一 ，则单向 粗集与z．Pawlak 

粗集满足 

{((R，F)。( ) ，(R，F)。(Xo) )l i∈J，J∈J} 。一(R一 

(X)，R一(X)) (1O) 

式(1O)指出：F一 的条件下，每一个单向 粗集 ((R， 

F)。( ) ，(R，F)。(Xo)f)都回到了 Z．Pawlak粗集(R一(X)， 

R一(X))的“原点”。 

单向 粗集对偶 

称 CU是单向 集合 的对偶，如果 

x ：x一{ j ∈X，7( )一 x) (11) 

称 x7是XCU的7一萎缩，而且 

Xz={ xEx，7( )一“ X) (12) 

式(11)，式(12)中的集合 X是 乙Pawlak粗集(R一(x)，R一 

(X))中的集合 。 

这里 指出：“萎缩”是指在 XCU内删除部分元素，使得 

card(X )≤ card(X)。 

称(R， )。(X )是 CU的下近似，而且 

(R， )。( )一UEft]={xIxEU，[ ] ) (13) 

称(R，F)。(X，)是X cu的上近似，而且 

(R，F)。(x，)一U[ ]一{xlxEU，fxqn ≠ ) (14) 

式中，X ≠ ，F≠ 。 

由(R， )。( )，(R， )。(X )构成的集合对，而且 

((R， )。( )，(R， )。( )) (15) 

称作 CU的单向 粗集对偶(dual of one direction singular 

rough sets)。 

称 Bar( )是 x，CU的R-边界，而且 

Bar( )：(R，F)。(X )一(R，F)。(X ) (16) 

称As( )是单向 粗集生成的副集合(assistant set)， 

而且 

As(x，)一{x『z∈X，，( )：“∈X) (17) 

式(17)的意义是：x6X被7∈ 变成7( )=“，7( )不 

被完全迁出到 X外，因此式(17)中使用了一个特别的记号 

“∈”。被完全迁出到 外的元素7( )= 的特征函数是 
” 一

一

1；被不完全迁出到X外的元素7(z)一“的特征函 

数是一1< ㈦ <0。 

利用式(11)一式(17)及 Z．Pawlak粗集 容易得到： 

定理3 若元素迁移族 = ，则单向 粗集对偶与 Z． 

Pawlak粗集满足 

((R，F)。(X )，(R， )。( ))F=。一(R一(X)，R一(X)) 

(18) 

事实上，若F一 ，则式(12) 一{ Iz∈X，于(z)一“ 

X}一 ，式(11)变成 —X；式(13)变成(R， )。( )一U[z]一 

{zlz∈U，[ ] x )：U[ 一{xIxEU，[ ] x)一R一(x)， 

式(14)变成(R， )。( )=U[ ={xlxEU，[ N ≠ }一U 

[ 一{xIxEU，嘲 nx≠ }=R-( ；式(16)变成Bar( )一 

(R， )。( )一(R， )。( )一R～(X)一R一(X)一Bnr(X)；式 

(17)变成 As( )一 。因此，当 一’I时，单向 粗集对偶回 

到了 Z．Pawlak粗集的“原点”，单向 粗集对偶退化成 Z． 

Pawlak粗集。 

容易得到以下命题 ： 

命题 3 在静态一动态条件下，单向 粗集对偶是 Z．Paw- 

lak粗集的一般形式，z．Pawlak粗集是单向 粗集对偶的特 

例。 

命题 4 副集 As(X )= 的单 向 粗集对偶是 Z．Paw— 

lak粗集。 

应当指出：改进 z．Pawlak粗集，提出单 向 粗集对偶， 

在单向 粗集对偶中没有改变 z．Pawlak粗集中的等价关系 

R。 
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关于单向 粗集、单向 粗集对偶的更多特性、概念，见 

文献[-21，22]。 

图 1给出了元素迁移的直观表示。 

￡ 

、 ／  、 

／ L ／ | 

cO, l 

f I ， 
I 、 
＼ ＼1一 

图 1 元素 uEU，“ X，元素迁移 fEF把“变成 ，(“)=z ∈X； 

元素xEx，元素迁移7∈F把 变成7(z)：“ x；X是【， 

上的有限元素集合；图中的每一个小方块表示等价类 ]。 

单向s粗集、单向 粗集对偶的直观表示，见文献[Zl， 

22-]。 

这里指出：式(11)一式(17)给出单向 粗集对偶的结构， 

式(15)给出单向 粗集对偶的集合对表示形式。因为元素 

迁移7∈ 的存在，单向 粗集对偶具有了动态特性；所以， 

单向 粗集对偶的一般性的表示形式是： 

{((R， )。(X )f，(R，F)。(X )j)I ∈J， ∈J) (19) 

式(19)是单向 粗集对偶的集合对族的形式，单向 粗 

集对偶是由一串集合对构成。式(19)中，J，．，是指标集合。 

由定理 3得到： 

定理 4 若元素迁移族 一 ，则单向 粗集对偶与 z． 

Pawlak粗集满足： 

{((R，F)。(X )f，(R， )。(X ，)Ii∈I，J∈．厂}F： 一(R一 

(X)，R一(X)) (2O) 

式(2O)指出：F一 的条件下，每一个单向 粗集对偶 

((R， )。( ) ，(R， )。( )』)都回到了z．Pawlak粗集(R一 

(X)，R一(X))的“原点”。 ‘ 

Z．Paw】ak粗集只用一个集合对(R一(x)，R一(x))表示 

粗集结构 ，一个集合对的结构来 自Z．Pawlak粗集的“静态特 

性”。细心的读者可能已经发现了这个特征。 

3 数据内挖掘-外挖掘 

1982年，Z．Pawlak教授指出粗集、数据挖掘与知识发现 

(data mimng and knowledge discovery)已成为粗集理论与应 

用研究中的重要研究分支之一，国内外学者在这一领域研究 

中取得了若干优秀成果，这些研究获得了应用。我们看一看 

“挖掘”一词的中文含义：“挖掘”具有“寻找”的含义。看一个 

例子：A教授从实验室出来，然后回家；走到家门口，发现家门 

的钥匙不见了。A教授立即想到：钥匙可能丢在实验室内，或 

钥匙丢在马路上(因为A教授没有到其它地方去)。A教授 

先到实验室寻找(挖掘)，未找到；再到回家的路上找；或者在 

“室内”找(在实验室内找)，然后在“室外”寻找(挖掘)(在马路 

上找)。这个例子告诉我们：一个是内找(实验室内)，一个是 

外找(实验室外)。显然，一个未知的数据寻找(挖掘)的方式， 

应具有两种：在数据库M 内找 EM，在数据库M外找m 

M。这个例子启迪我们：在数据挖掘研究中，应该进行“内 

挖”、“外挖”的研究；在某种意义下，“外挖”比“内挖”更重要， 

本文的应用部分将给出应用例子。从能查到的文献看，大多 
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都集中在“内挖掘”讨论，而“外挖掘”的论文尚未看到，这是 

“数据挖掘”研究中的一种“缺失”。 

从第 2节得到： 

1。 在单向 粗集((R，F)。( )，(R，F)。( ))中，构成 

(R，F)。( )，(R，F)。( )的等价类Ex]具有向外扩张特性， 

或者Ix3内被补充了部分元素。在单向 粗集对偶((R， )。 

(x )，(R， )。(X ))中，构成(R， )。( )，(R， )。( )的等价 

类[z]具有向内萎缩特性，或者 ]内被删除了部分元素。 

2。 [z]内被补充了部分元素；Ix]内的元素个数增多等 

价于Ex]的属性集Ot内被删除了部分属性；或者，a内的属性 

个数被减少。E273内被删除了部分元素；[z]内的元素个数减 

少等价于Ex3的属性集 a内被补充了部分属性；或者，a内的 

属性个数被增多。一个例子 ： =红色，具有属性 的苹果 

271，z2，．273构成[ ]一{ l， 2，373)；若补充属性口 一甜味， ： 

山东烟台，具有 ，a ， 的苹果z ，X3构成[271 ={ ·，X3}； 

显然，[ ]内的元素个数减少，[．z]={Xl，27272，X3)变成[z] = 

{z，，动}，则 的属性集a={0P)内属性个数增多，a变成a’一 

{ ，a ， }。1。与2。成为本节讨论的概念依据。 

在 3节一6节中的讨论中，Z．Pawlak粗集(R一(X)=U 

[ ]一{xt27EU，[ ] X)，R～(X)：UI-x]={zIxEU，[ ]N 

x≠ ))中的Ex7用 表示，或者m=[273；单向 粗集((R，F)。 

( )一U[z]一{ lxEU， ] }，(R，F)o( )一U[z]= 

{xlxEU，[ n ≠ ))中的[z]用 表示，或者 = 

[ ；单向s粗集对偶((R，F)。( )一U[z]：{ xEU，[司 

x )，(R， )。( )一U[ ]={ J．27∈U，[ ]NX ≠ ))中的 

Exl用 表示，或者mr=[z]；不引起混乱与误解，[z]≠ 。 

定义1 称[ ]是D上的一个数据m，或者 =[ ]，而且 

m：{x1，z2，⋯，z ) (21) 

如果m具有属性集 n，而且 

口={a1，a2，⋯，m) (22) 

定义 2 称 iF是m生成的F_数据，而且 

mF一{．271，272，⋯，而) (23) 

如果 mF具有属性集aF，而且 

：口一{m 1∞∈ ，Y(af)一晟 a} (24) 

式(21)，式(23)中的P， 满足 < ；口P≠ 。 

应当指出：mCmr ，rnF的属性集 与m 的属性集 口满足 

口 口；或者 ，card( )≤card(a)，card=cardinal number。 

定义 3 称 是m生成的 数据，而且 

= { 1，恕 ，⋯， ) (25) 

如果 ，具有属性集a ，而且 

OtF=aU{辟l屉EV， 口，厂(犀)=口 ∈a} (26) 

式(21)，式(25)中的 y，P满足y≤p，D是有限数据论域，y是 

有限属性论域。 

由式(21)一式(26)与式(11)一式(15)直接得到： 

定理5(p数据内挖掘定理) 给定数据 m={z ，Xz，⋯， 

)CD，口一(m，眈，⋯，璐}是 Wt的属性集，若对 1／"给予部分属 

性补充，而且 

=aU{ I EV，屈 口，，(犀)一a ∈a) (27) 

则 F-数据 m 从m 内被挖掘，mr cm；mr具有属性集口 。 

式中， ≠ ；户，kE N 。 

定理6(p数据顺序内挖掘定理) 若 是 数据m 的 

属性集， 一1，2，⋯，n，而且满足 



 

af ⋯ 1 (28) 

则 数据m 依 1，2，⋯，n的顺序从 内被挖掘，而且 

州P-1 ⋯ (29) 

显然，Vk∈{1，2，⋯， }， (==m。 

由式(21)一式(26)与式(1)一式(5)直接得到： 

定理7(F-数据外挖掘定理) 给定数据m一{X ，zz，⋯， 

Xp}CD，a一{a-，az，⋯，m)是 m的属性集，若对 a给予部分属 

性删除，而且 

一口一{ ∈口，7(啦)一盘 口) (3O) 

则 F一数据 从优外被挖掘，mCmF；mF具有属性集aF。 

式中， ≠ ； ，k∈N 。 

定理8(F-数据顺序外挖掘定理) 若 是F-数据mf的 

属性集， 一1，2，⋯， ，而且满足 

l ⋯ (31) 

则 F_数据m 依 1，2，⋯， 的顺序从m外被挖掘，而且 

mf~C_mFC__⋯ 1 、 (32) 

显然，V七∈{1，2，⋯， }，mc 。 

定理9(F．数据辨识定理) 若 硝 ，硝 cD是m的F_数 

据， ， 分别是 f，硝 的属性集，则 

口]E( 。， ‘) ≠ (33) 

式中，IDE=identification， ≠ ， ≠ 。 

定理10(F-数据辨识定理) 若 ，硝cD是 的F一 

数据， ， 分别是 f， 的属性集，则 

IDE( 。， ‘) ≠ (34) 

式中， ≠ ， ≠，5。 

由定理 5至定理 1O，得到： 

定理 11(F-数据复制定理) 给定数据m的F_数据 f， 

，i<j； ， 分别是m ，硝 的属性集，硝 是m 的复制的 

充分必要条件是 

口FU{a Im∈ ，7(∞)=a }一 (35) 

而且具有式(35)的硝 ，耐 满足 

UNI(： ，硝) (36) 

式中，UNI=unidenfification。 

证明：利用第 2节中的单向 粗集结构式(1)一式 (5)与 

式(21)一式(24)得到：1。因为 ，硝 ，i<j是m的F_数据， 

， 硝；硝 的属性集 与mf的属性集af满足a~-----d；或 

者存在属性集{a J∞∈ ，7(∞) )，把{a Jm∈ ，7(∞) 

)补充到 内，使得 硝 是m 的复制，或者 硝 一， ；则有 

式(36)。2。因为硝 硝 ，若 硝 的属性集af与优_『的属性 

集a 满足式(35)，或者 ， 具有相同的属性集，则 硝 一 

， 是 的复制(拷贝)。显然，若 硝 是mf的复制，则 

硝 与mf满足式(36)。 

定理 12(P数据复制定理) 给定数据 m的 数据 ， 

， ； ， 分别是优 ， 的属性集，硝 是 的复制的 

充分必要条件是 ’ 
一

{a l嘶∈ ，7(a )=a }一 (37) 

而且具有式(37)的 ， 满足 

UNI(硝 ， ) (38) 

证明与定理 1l类似，略。 

定理 11和定理 12指出一个事实，给出一个重要方法： 

在数据库M内，若子数据 EM被丢失，则只要依据珊 

具有特征集(属性集)鳓，利用啦就可以找回子数据m ；若子 

数据 ％ 是进入数据库M 的干扰数据(或入侵数据)，％ EM， 

则只要依据 鸭 具有特征集(属性集)∞，利用 a／就可以把 m 

从M 内剔除(删除)，使得硝 M。 

利用定理 5至定理 12得到： 

命题5 在内挖掘的 数据 硝 中，一定存在数据 ， 

的颗粒最小，或者 

GRD(m[)一min(GRD( )) (39) 

式中，GRD=granulation degree，七∈{1，2，⋯， }，GRD( )一 

card(： )／card(m)。 

命题6 在外挖掘的 F_数据 中，一定存在数据 硝 ， 

硝 的颗粒最大，或者 

GRD(m~)一max(GRD(mf)) (40) 

由式(39)，式(4O)得到： 

内挖掘的 数据过滤原理：具有最小颗粒的 数据 ， 

从数据筛子 0中最先被过滤一分离。 

外挖掘的F_数据过滤原理：具有最大颗粒的F-数据硝 ， 

是数据筛子 中被过滤一分离 的剩余， < 。 

下面将第 3节给出的讨论与结果进行抽象与理论提升。 

4 数据内一外挖掘的数据圆特征 

定义 4 称 y是数据m一{ ， z，⋯，如)特征值集合，而 

且 

一 { l， ，⋯， } (41) 

如果YiEy是 ∈m的特征值(五的数值)， 一1，2，⋯，q 

式中， ∈R，R是实数集， 一1，2，⋯，q。 

定义5 称 是F一数据 ={z ，Xz，⋯， }特征值集 

合，而且 

一 {Yl，yz，⋯，Y } (42) 

称 是 一数据 ={ ，zz，⋯，却}特征值集合，而且 

= {Y1，y2，⋯， ) (43) 

其中，式(41)一式(43)中的p，q，r满足p≤q≤r； ∈ ， ∈ 

R； ∈ ， ER 

定义6 称。是数据”cD生成的单位数据圆，简称0是数 

据圆；如果0是以坐标原点0为圆心，以y—l IYI l／I l yI『一 

1为半径的圆。 

式中，l l yI l=( + ；+⋯+ ) 是向量 ( 1，Y2，⋯，Yp) 

的2一范数，Y是特征值集合(41)生成的向量。 

定义 7 称 是 F一数据 lFcD生成的F一数据圆，如果 

是以坐标原点 0为圆心，以 =llYll／I l l I为半径的 

圆。 

式中，I I I l一( +胡+⋯+ ) 。是向 一( ，yz，⋯， 

yr) 的2一范数， 是特征值集合式(42)生成的向量。 

定义8 称 是F一数据 cD生成的 一数据圆，如果 

G 是以坐标原点 O为圆心，以 =I I Yl 1／I l l l为半径的 

圆。 

式中，I J J J一( + +⋯+ ) 是向j，F：( ，yz，⋯， 

) 的2一范数， 是特征值集合式(43)生成的向量。 

图 2给出了数据圆0，F_数据圆 OF，F-数据圆 的直观 

表示。 
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o 0Foi 

／ 

，=l／ 
／ 7 

／／ 
图 2 O，OF， 分别是数据圆、F_数据圆、 数据圆； <l是 O 

的半径，y=1是 O的半径， >1是 的半径； 

由定义 4至定义 8及图 2得到： 

定理 13(数据外挖掘一内同心圆定理) 若硝 是在m外 

被挖掘的数据，则 生成的F一数据圆OF是m生成的数据 

圆0的内同心圆，而且 

C 0 (44) 

式中，借用符号“c”表示 被嵌套在0内。 

定理 14(数据内挖掘一外同心圆定理) 若村 是在m内 

被挖掘的数据，则 生成的 一数据圆 是m生成的数据圆 

0的外同心圆，而且 

0C (45) 

式中，借用符号“c”表示 被嵌套在0外。 

定理 13及定理 14的证明由图 2直观地得到，证明略。 

对定理 13及定理 14再进行讨论，得到： 

定理 15(数据内挖掘一单位离散区间外点定理) 设(O，1] 

是数值 0与数据圆 O的半径 y=1构成的单位离散区间，若 

是在 m内被挖掘的数据，则 

1。 m 生成的数据圆o 的半径 y 是单位离散区间(0， 

1]的外点，或者 

y (0，1] (46) 

2。 m 是 m的 一数据 ，而且 

m ： (47) 

证明：因为 是在 内被挖掘的数据， * 优；(0，1] 

是数值 0与定义 6中的 y—lJ J j／f J_)，J I一1构成的单位离散 

区间。设 一{．)， ， ，⋯， )是 优 的特征值集合，j，={ ， 

z，⋯，Yq}是m的特征值集合，由定义 8得到：y 一J J．)，J J／J J 

I l>1，则有y (O，1]。因为 m，由式(25)，式(26) 

得到：m 一 。 

定理 16(数据外挖掘一单位离散区间内点定理) 设 (O， 

1]是数值0与数据圆O的半径 一1构成的单位离散区间，若 

是在 m外被挖掘的数据，则 

1。 生成的数据圆o。的半径 是单位离散区间(0， 

1]的内点，或者 

∈(O，1] (48) 

2。 是 的F一数据，而且 

= (49) 

证明：与定理 15类似，证明略。 

定理 17(内点_夕 点重合定理) 设 ，优，分别是在 

内挖掘的数据，在m外挖掘的数据，若 

UNI(m~，mF) 

则 
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(5O) 

一 (51) 

式中， (o，1]，)，F∈(o，1]。 

定理 18(数据圆重合定理) 设 ” ， ，分别是在 m 内挖 

掘的数据，在 外挖掘的数据，若 

UNI( ，mF) (52) 

则 

OF—o一0F (53) 

式中，O，OF， 分别是数据圆、F．数据圆、 数据圆。 

定理 17和定理 18的证明是直接、容易的，证明略。 

由定义 4至定义8及定理 l3至定理 18的得到： 

数据挖掘的数据圆准则 

若0 是数据m 生成的数据圆，而且满足 

0 0或 0c二O (54) 

则 m 在 m外部或者 m 在 内部；m 的属性集 *与 m的 

属性集 a具有关系a na≠ 。 

5 数据内一外挖掘与数据圆应用 

为了简单，又不失一般性，在本节的讨论中，只给出数据内挖 

掘与数据圆的简单应用，应角例子中属性 ∈a，元素 ∈ 

X的名称，略。 

2009年，重庆市进行震惊全国的“打黑除恶行动”，一些 

“横行乡里、鱼肉百姓”的犯罪分子被绳之以法，维护了法律尊 

严，偿还给市民们和谐生存 的生活空间，受到全国人 民的瞩 

目。 

硼是这次“打黑除恶”行动中的一个案件，z ，z。，z。，z ， 

X5，X6，X7是硼的犯罪嫌疑人，他们具有犯罪事实(属性)m， 

口2，口3，m，如表 1中所列 

表 1 案件 ∞的犯罪嫌疑人 z 与犯罪事实(属性) f 

W 案件 

[x] Xl x2 xs )(4 — —— — — 

竺 竺 蜘 

显然'z1，z2，X3，X4， 5，26，X7关于口一(al， ，∞， 4}构 

成等价类(犯罪团伙) ]：fz ， ，勋， ，就，就，z }
。  ] 

中 ～∞ 的犯罪有“轻”、“重”之分；因此，需要找出[ ]中的 

“首犯”与“从犯”。对于“首犯”按法律量刑 ，对于“从犯”进行 

“教育、释放”。刑警人员为此又进行了大量调查、取证；获得 

了新的证据(属性)届，屈，届；表 1变成表2。 

表 2 案件 的犯罪事实补充与案件首犯发现 

案件 

[x] x】 x4 ———— 

g ! 竺 Pl 风 

显然，对犯罪事实集(犯罪证据集 ，属性集 a)，给予属性 

补充，或者 a 口U{辟l ∈V， 口，fCfl1)=口 ∈a)，则“首 

犯”Ex] 从[z]内被挖掘；或者数据优 =[ ] 从数据 研： 

[z]内被挖掘出来。我们回到本文第 2节中，[ ]={ ， 。， 

如，／'4，I：5，／'6，X7)变成Ex] ={Xl，X4)是单向 粗集对偶具 

有的特征：元素DC2，勘，-zs，孔，z 被元素迁移7∈ 从 ]内 

迁出到 ]外，或者X'=X--{ I ∈x，7( )=“ x)。利用 

第 3节中的内挖掘的 数据过滤原理得到：Ix] 从[z]内被 

过滤一分离，或者利用式(39)，m 一 ] 具有颗粒度 GRD 

( L )=2／7=0．28<1；显然，m 构成的数据圆O 是 

优构成的数据圆0的外同心圆。 



 

应当指出：案件 W的原始犯罪嫌疑人并不只是 --oT ， 

应当比 一幻 还要多，如何找到 硼的原始犯罪嫌疑人，或者 

利用[ ]外挖掘找到Exq ，[ ]c[z] ，mCm ；把上面的讨论 

反过就可得到，这些讨论留给读者。 

本文的应用讨论很容易移植到动态数据系统(动态信息 

系统)的识别研究、动态数据库的子数据库的识别研究，请读 

者试一试 ，很简单。 

6 Z．Pawlak粗集的精华与本质 

杰出的学者 z．Pawlak教授的原创性工作：提 出粗集 

(Rough sets)，给出粗集的结构与应用，使人们看到集合论中 

还有这样的新鲜概念，从而引起学术界对 z．Pawlak教授的 

尊敬。这启迪着人们在粗集这个“科学的百花园”内去耕耘。 

我们自然想到乙Pawlak教授提出的粗集其“精华与本质”是 

什么?Z．Pawlak教授做了一件什么事?我们用下面的 2个 

简图来说明。 

l 曲  

面  工5 

图3 Xl，22，X3，皿，z5构成普通集合 

X一{Xl，272，X3，X4，3C5} 

图 3定义成一张牛皮，图中的每一个小方块定义成能做 

24码的一双皮鞋；显然，粗黑线表示的牛皮，做而只能做 5双 

皮鞋 I，372，动 ，X4，面，不多不少。显然，丑，．272，动 ，函，25构 

成了普通集合X一{z ， z， s，X4，X5)(X是数学分析，离散数 

学，高等数学中的集合)，集合 x很精确；天底下有这么多精 

确的事吗?哪一头牛杀掉之后，牛皮是图3中表示的方方正 

正的牛皮?我们再看图4。 

J 一( r) 

r ＼ ／-- 、 

＼ 、 ／ X ＼ ＼ —／ 
r ＼ j 、 

{ ， 
＼ ， 、 ／ 

、 f 7 
、 √ 

图4 边界不规则集合 X与元素分布；下近似 R一(X)，上近似R一 

(X)的直观表示 

图 4给出一张 自然牛皮 X，这张牛皮能做多少双 24码的 

皮鞋?显然，我们不能像图3那样给出精确回答，更不能用数 

学分析、离散数学、高等代数中的集合概念给出回答。在 

1982年之前，国内外经典数学界对此问题 回避，或者对此问 

题视而不见；更没有人对此近似问题给出讨论，这不能不说是 

数学研究中的一种“缺失”。1982年 Z．Pawlark教授巧妙地 

定义了XCU的下近似R一(X)一U[xJ一{ z∈U，[ ] 

X}，XCU的上近似R一(x)一U E~3一{ lz∈U，[z]nX≠ 

}；用R一(x)，R一(X)共同“近似逼近”集合 x。集合x在图 

4中用细实线表示，下近似 R一(X)在 X内用粗实线表示，上 

近似 R一(X)在 X外用粗实线表示。显然，若下近似 R一(X) 

向外扩张，扩张到X；上近似 R一(X)向内收缩，收缩到 X，则 

有R一(X)一x—R一(X)；粗集回到经典集的“原点”。因此， 

“近似，逼近”是 z．Pawlal【粗集的“精华与本质”。如果R一 

(X)：R一(X)：X，则 乙Pawlak粗集就是普通集合 X。Z． 

Pawlak粗集中的“近似，逼近”思想使我们想到了定积分： 

： f ，(z)dr 
J a 

(55) 

式(55)表示一个曲边梯形的面积；显然，用式(55)去求一 

个曲边梯形面积时，“近似，逼近”的思想成为解决问题的关 

键。 

解读 Z．Pawlak教授的工作，认识 Z．Pawlal【教授这一杰 

出的学术贡献与原创性的学术思想，引起活着的人们对这位 

已经谢世长者 的怀念与敬仰。z．Pawlak教授的原创性工作 

为后人的科学研究搭建了一个平台，平台中的概念启迪着后 

来者。 

7 讨论与建议 

z．Pawlak教授提出粗集，这一成功的研究开辟了数学的 

理论研究与应用研究的新分支，给计算机科学、信息科学、系 

统科学研究添加了一个新的数学工具。乙Pawlak教授的工 

作是否是很完美了?人们自然会想到这个问题，这是因为人 

类的认识永远不会停留在 同一个水平上。2002年 ，作者把 

“动态特性”引入到 乙Pawlak粗集中，改进了Z．Pawlak粗集 

提出 粗集(单向 粗集、单向 粗集对偶、双向 粗集)，给 

出它们在计算机科学、信息科学、系统科学 中的多个应 

用[2 ；作者的这些工作是在 z．Pawlak工作引领之下得到 

的。单向 粗集、单向 粗集对偶、双向 粗集扩展了Z 

Pawlak粗集的应用空间；S-粗集 已形成了 z．Pawlak粗集理 

论与应用的新分支。我们面对的信息系统具有动态特性， 

粗集已成为动态信息系统研究的一个新的数学工具与方法。 

在 粗集理论与应用研究中，下列问题可能成为新的创新 

点。 

动态信息的依赖识别 

如果把推理模式引入到 粗集中，建立动态推理过程 

(以元素迁入，元素迁出为依据)，有可能得到“信息依赖识别” 

的一系列优秀结果。 

系统状态粗辨识 

在t时刻，系统输出状态用数据[z]一{ ， ，⋯，魏)表 

示(嚣具有数值 )，因为系统内部的系统参数发生了变化， 

[ 变成[ ]F一{ ， ，⋯， )，r<ik~或者[z]变成[ ]F一 

{z ， z，⋯，而}，忌< ；这个现象被经常做系统的学者们遇到。 

[ ]变成Ex3 ，[ ] c[z]；[ ]变成[z] ，[ ]c[z] 正是单 

向 粗集对偶、单向 粗集的特征；如果把单向 粗集对偶、 

单向 粗集引入到这个现象中，对这个现象给出讨论，能够 

得到一些耳 目一新的结果。 

粗可能性与它的度量 

在可能性理论中，如果给出这样的定义 ：z ，勘，⋯，丑 个 

人构成的集合x=(z ， ，⋯，以}在给定的条件 r／下完成工 

程W 的可能性是lD，lD∈(O，1)。若 X内有口个人生病，X变成 

xr一{ 1，-z2，⋯，∞一。)， 
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集合 ：{z ，x2，⋯， 一 }在给定的条件 刁下完成工程 

叫的可能性还是P，JD∈(O，1)吗?反之，为解决就业问题，X内 

增加 t个人 ，X变成X 一{x1，32z，⋯， ，．Tk+1，Xt)，Xv={Xl， 

x2，⋯，岛，Xk+。，Xt}在给定条件 下完成工程 W 的可能性还 

是P，p∈(0，1)吗?显然不是。这种具有动态特征的可能性， 

能到处遇到。如果把单向 粗集对偶、单向 粗集交叉到可 

能性研究中，能够得到粗可能性的概念与应用。事实上数对 

( ， )就构成了粗可能性，它是一种具有数对形式的度量。 

数据变换与它的伪装 

在单向 粗集中，数据m一[ 发生补充元素的变化，或 

者[ ]外一些新数据通过元素迁移 fE F的作用进入到Ix] 

内，Ex]变成Ix] 一 ；显然，mF可以看作m的F一伪装；在单 

向 粗集对偶中，数据 m一[z]发生删除元素的变化，或者 

Ix]内的一些数据通过元素迁移ye F作用离开Ix]，[ ]变成 

Ix] =mr；显然， 可以看作m的 一伪装。因此，把数据m 

伪装成数据( ，mF)，在计算机网络中传递(mr， )，达到 

“以假乱真”的目的，真实的数据 m就潜藏在(mv，mF)内，并 

获得了保护；从(mv，mv)中获取真实的数据 m是困难的。这 

里仅给出 4个待讨论的问题 ，这些问题均具有很好的理论与 

应用前景；从这 4个问题中将得到“耳 目一新的原创性”的成 

果，建议年轻的学者们不妨作些尝试，顺着这条路走一走 ，能 

够得到一些令人高兴的结果。 

8 对 Z．Pawlak粗集、 粗集再扩展 

面对 z．Pawlak粗集、 粗集，我们提出这样的问题：z． 

Pawlak粗集、 粗集能用来发现信息系统中的未知信息规律 

吗?显然不能，这是因为 乙Pawlak粗集、 粗集不具有规律 

特征(S-粗集比Z Pawlak粗集只多了一个动态特性)。什么 

是规律?以系统科学的观点，[n，6]区间上的函数(连续函数， 

离散函数)是 ， 区间上的一个规律(连续规律，离散规律)。 

例如，在初中物理课上，初速度 不为零的质点加速运动，可 
1 1 

用s一 +去口 来表示，二次函数 ￡+÷口 表达了质点 
厶  

的运动规律。显然，应当把Z．Pawlak粗集、 粗集再改进，使 

得粗集能应用于寻找未知信息规律研究；在某种意义上说，规 

律挖掘比数据挖掘更重要。2005年，作者把函数概念引入到 

粗集、乙Pawlal【粗集中，提出了函数 粗集[1 ]函数 

粗集是改进 粗集得到的；提出的函数粗集[】 。 ]是改进 

Z．Pawlak粗集得到的，文献[21，z2-1给出函数 粗集在多个 

领域中的应用，读者能够看到：函数 粗集比 粗集、乙Paw— 

lak粗集具有更大的应用空间。例如，函数 粗集能应用到 

信息图像隐藏、信息图像伪装、信息图像变换的多个具有应用 

价值的领域。关于函数 粗集的结构、特征、应用，将在后面 

讨论。 
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