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参数为 k的几乎树中的染色多路割 
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摘 要 染色多路割问题源于对等网络中的数据分片。是传统多路割问题的推广。给定颜色相关边赋权图G和G上 

若干特异顶点的局部染色，将该局部染色扩展到所有顶点上，使得两端点染不同颜 色的边的权和最小。对于参数为k 

的几乎树，给出了多项式时间精确算法。也就是说，染色多路割问题是 固定参数可解的，其中的参数 k是使得 G中任 

意双连通分支C成为树所要拿掉的最大边数。 
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Abstract The colored multiway cut problem generalizes the traditional multiway cut problem．It is motivated by data 

partitioning in Peer-to-Peer networks．Given a graph G with color dependent edge weights and a partial coloration On 

some distinguished vertices，the colored muhiway cut problem is to extend the partial coloration such that all the verti— 

ces are colored and the total weight of edges that have different colored endpoints is minimized．A polynomial time exact 

algorithm was presented for almost trees with parameter ．That is to say。the colored multiway cut problem is fixed-pa— 

rameter tractable with respect to the parameter k，which iS defined as the maximum，over all biconnected components C 

of the graph G，of the number of edges that must be removed from C to obtain a tree． 

Keywords Algorithms，Colored multiway cuts，Fixed—parameter tractable，Almost trees with parameter是 

1 引言 

设 G一( ，E)是一个简单图，f f一"。C一{1，2，⋯， ) 

是 d种颜色的集合。对于 SGV(G)，映射 ：s—c称为一个 

局部染色，它定义了 S的一个剖分 S 一{ ∈S：y( )一i}。 

映射 ：y(G)一c称为一个染色，如果对于所有的 ∈S均有 

(口)一 ( )成立。染色 定Y-T V(G)的一个剖分 Vi一{u∈ 

V(G)：z( )一i}，使得对于所有的 ∈{1，2，⋯，d}。都有 S 

。 

颜色相关权函数 W分配给边(“， )和颜色 ， 一个非负 

实数w(u， ；i， )，表示在满足条件 (“)一i且 ( )一 的染 

色 中，边(“， )所获得的权重。设 (“，u；i， )一0， (“，7d； 

i， )一 ( ，“； ， )，若 uES但 z(“)≠i或者 ∈S但 ( )≠ 

J，则有 w(u，7o；i， )一o。。若对于任意边(U， )，当 i ≠ 且 

2≠ 2时都有 w(u， ；iI，J】)一w(u，口；i2，J2)，则称 W是颜色 

无关的。 

染色 的权定义为
， ，，．、

w(u， ； (“)， ( ))。染色多 
t“- t ￡ L 

路割问题的目标是找到一个最优染色，即最小权染色。 

分布式数据库系统或对等系统(Peer-to-Peer system)中 

的数据放置问题可以抽象为染色多路割问题。在对等系统 

中，信息存储在服务器上。用户提交查询时，请求被定向到查 

询数据项所在的存储服务器。对某数据项的查询请求可能会 

产生对其他数据项的查询请求。如何将数据合理放置使得总 

通讯费用最低，是对等系统中的一个重要问题。染色多路割 

问题中，V中顶点代表数据项，d种颜色代表 d个存储服务 

器。G中若有边(“， )，则表明对数据项 “的查询会产生对数 

据项 的查询。权函数训是预期的通讯费用函数。S中顶点 

对应的数据项已预先放置在指定服务器上 (给定映射 ：S— 

C)。目标是在存储服务器上合理放置数据(确定映射 ： 

(G)一C)，使得实际产生的总通讯费用最低。 

若权函数 训是颜色无关的，并且所有的1 S I一1，则染色 

多路割问题退化为传统的多路割问题。该问题在无向图和有 

向图中都是 APX难解 的口 ]。无向图上的多路割 问题有 

(1．5—1／d)一近似算法 。 和(1．3438--ej)一近似算法[ ；有向图 

上的多路割问题有 2一近似算法Is]。当图 G是稠密图并且所 

有边的权都为 1时，多路割 问题有 多项式 时间近似方案 

到稿日期：2009—03—08 返修 日期：2009—06—21 本文受国家自然科学基金(60673153，60970105)，山东省信息产业发展专项资金项 目 

(20o8x00o39)资助。 

李曙光(1970--)，男，博士，副教授，主要研究方向为组合最优化等，E-mail：sgliytu@hotmail．corn；辛 晓(1970-)，女，学士，主要研究方向为计 

算机网络。 

·246 · 



(PTAS)[ 。 一2时，多路割问题就是著名的最大流最小割 

问题。该问题在组合最优化领域中占据了重要位置 ，因为它 

有相当多的应用，并且可在多项式时间之内求解一 一。当图 G 

是平面图、d为常数并且所有边的权都为 1时．多路割问题是 

多项式时间之内可解的 。 

Erdos和 Szekely提出并研究了染色多路割问题  ]，当 

图 G是树时，给出了运行时问为 ()(nd )的精确算法 。这 

一 算法经过修改之后 ，可用来求解树环和广义树网络中的染 

色多路割问题 。 

对于 NP难解问题，可从参数复杂性的角度来研究。参 

数复杂性的观点是寻找固定参数可解算法 (Fixed—Parameter 

Tractable algorithms，FPT算法)，从而将组合爆炸性 (指数运 

行时间因子)限制在某个参数 k问题上 (该参数一般来说很 

小) 。 。如果一个参数化问题存在运行时间为 ()(f(k)po— 

ly(n))的精确算法，其中，f(k)是仅依赖于参数 k的任意可计 

算函数，poly(n)是输入规模为 ”的多项式函数，则称该参数 

化问题是固定参数可解的。若该类算法存在，则意味着只要 

参数 k的值适当小．该参数化问题的较大实例也可高效求解。 

对于 NP难解问题来说，固定参数可解算法可以看作是近似 

算法的有效替代。 

本文给出了染色多路割问题的一个固定参数可解算法， 

所选参数 k是使得G 中任意双连通分支 c成为树所要拿掉 

的最大边数。由于树和树环分别是参数为 0和 1的几乎树， 

广义树网络中每个双连通分支都有常数个顶点(故有常数条 

边)，因此本文推广了文献E]o 12]中的结果。 

本文第 2节介绍了一 些基本概念；第 3节研究仙人掌图 

(cactus graphs)中的染色多路割问题，给出了多项式时间精 

确算法；第 4节说明如何简化和推广第 3节的结果 ，得到了求 

解参数为 k的几乎树中染色多路割问题的精确算法；最后指 

出了可供进一步研究的工作。 

2 预备知识 

设 G一( ，E)是无向连通图。如果去掉 G的任意顶点 V 

及该顶点所关联的边，所得图 仍然连通，则称 G是双连 

通图(按照这一定义，单边c乜是双连通图)。G的极大双连通 

子图称为G的双连通分支(或称为块)。若 G不是双连通图， 

则可以拿掉它的某个顶点(及该顶点所关联的边)，使其成为 

非连通图。这样的顶点称为 G的割点0 。 

设 C ， ，⋯，G和 S ，S：，⋯，S 分别表示图G的双连通 

分支和割点。图G的双连通分支 C ， ，⋯，G 产生了一个 

树状结构，在该结构中，属于多个双连通分支的顶点一定是割 

点。因此，我们可以定义图 G的超结构 。 是一棵树，其 

顶点集和边集分别是： 

( )一{C ， ，⋯ ，G ，S ，S2，⋯，S } 

E(r，G)一{(Ci，sj) 是 C 的顶点} 

适当修改 1 aI1l1 的双连通算法，则可以在 ()(1 (G)l+ 

IE(G)1)时间之内找到图G(任意无 向连通图)的所有双连通 

分支、割点以及超结构 。文献[-17]给出了这样一个子程序 

SEP(G，口， )。输入图 G和图G的一个顶点 ，SEP(G， ， 

)就能得出图G的超结构 。 是一棵根树：若 是 G 

的割点，则树根就是 ，否则树根是 7J所在的(唯一)双连通分 

支 C。 

令 是(G)表示要使 G中双连通分支 c 成为树所要拿掉 

的边数，则有 k(G)一lE(Ci)I—lV(Ci)I+1。令 是(G)一max 
】≤ r≤ f 

{是(Ci)}，若 k(G)一是，则称 G是参数为k的几乎树[1 。 

含任何两圈无公共边的连通图称为仙人掌图。一个图是 

仙人掌图当且仅当它的每个双连通分支是圈或者单边 ，即当 

且仅当它是树或参数为 t的几乎树。由于考虑的是边赋权 

图，故只需考虑简单图。此时，仙人掌图上每个圈的长度不小 

于 3。树环是一种特殊的仙人掌图，可由树按如下方式得到： 

将树的每个顶点替换为一个环，然后收缩树的边，使得与任一 

边两端点相对应的两个环恰有一个公共点。一个图是树环当 

且仅当它的所有双连通分支都是圈。 

3 仙人掌图 

本节研究仙人掌图中的染色多路割问题 ，将给出多项式 

时间精确算法。图 G在本节中表示仙人掌图。算法核心是 
一

个递归程序 COST(G，M(G) f( ))。给定图 G中染色多 

路割问题的一个实例 M(G)和图 G的一个顶点 S， T(G， 

M(G)，5，c( ))能够计算出点 的费用函数c( )一(C ( )，Cz 

( )，⋯，C ( ))，其中 ( )表示点 S必须染颜色i时图G的最 

优顶点染色的费用(即此时 G中两端点染不同颜色边的权 

和)，iE{1，2，⋯，d}。进一步可得到图 G的最优顶点染色的 

费用为 min ( )}。应用回溯法可以确定问题的最优解。 

设点 是图G的任一顶点。点 的初始费用函数 c( )定 

下 ⋯z，⋯ ㈤一{ 三 。 
算法第一步是调用文献[17]中的子程序。输入图 G和 

顶点S∈V(G)，SEP(G，S， )得出图 G的超结构 T 是 

一 棵根树：若 S是G的割点，则树根就是 S，否则树根是 S所在 

的唯一双连通分支C。然后要区分两种情形。 

情形 1 G是双连通图。 

若图 G是单边( ，￡)，则 

( ( )一f (s)+ rain {叫(S， i，J)+Cj(￡)} 

若图 G是一个圈，则按如下方法得到点 S的费用 函数 c 

( )一 (f】( )，C2( )，⋯ ，Cd(s))。 

取 G的一个顶点 “≠ ，称点 “为裂开点。将点 U裂成两 

个点“ 和 U2，得到图 Split(G，“)。Split(G，“)由以下几部分 

组成：图G的导出子图G-u，两个新的顶点 Ul和 “z，两条新边 

("Ul，“ )和( ，“。)。这里的721和 是图 G中点 “的两个邻 

点 。 

将点 “染颜色 ， E{1，2，⋯，d}。对于 a∈{1，2}，iE 

{1，2，⋯，d}，置 叫(Ua， ； ， )一 (U， ； ， )。置 Cj(U1)一Cj 

(“)，Cj(u2)一0。 

接下来，调用程序 COST(Split(G，“)，M(Split(G，“))， 

， ( ))，得到 (J( )：( ( )， ( )，⋯， ( ))，其中 c{( )表 

示点 S必须染颜色i并且点 U 和 Uz必须染颜色 时图 Split 

(G，“)(图G)的最优顶点染色的费用，i∈{1，2，⋯，d}。 

点 S必须染颜色 i时图G的最优顶点染色的费用为： 

(s)一 min {c{( )}，iE{1，2，⋯ ，d}。 

情形 2 G不是双连通图。 

程序 COST(G，M(G)，S，f(5))从 的叶子开始向上依 

次处理图G的双连通分支。设当前正在处理的分支是 C，它 
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是 的一片叶子。C与图G其余部分的唯一公共点设为q。 

设图G中染色多路割问题的实例 M(G)在 c上的限制为M 

(C)。调用程序 COST(C，M(C)，q，c(q))，对点 q的费用函数 

c(q)进行更新。完成之后，将分支 C从 T。上删除。若 上 

有尚未处理的双连通分支，则重复这一过程，否则程序 COST 

(G，M(G)，5，c(5))终 止。 

现将程序 COST(G，M(G)，S，c( ))扼要描述如下。 

foriE{1，2，⋯， )，vE (G)，do／／初始化 

㈤一{ ， 
程序 COS丁(G，M(G)， ，f( ))： 

begin 

SEP(G，S，T )； 

if G是双连通图 then begin 

if G是单边(s， )then 

for iE {1，2，⋯ ， }do 

Ci( )+。 (s)十 min {∞(S，，；i， )+( (，))； 

else begin／／G是一个圈 

找到G的一个顶点 “≠ ； 

构造 Split(G，“)； 

for ∈{1，2，⋯ ，d)do 

CO ST(Split(G，“)，M (Split(G，“))， ．cJ( )) 

for iE{1，2，⋯ ，d)do 

a(s)一 min {( ( )) 

end 

end 

else begin 

处理 的任一片叶子； 

if该叶子是 G的割点 then从 丁。删除 

else begin 

设该叶子是G的一个双连通分支C； 

ifC是TG的树根 then q— 

else q—C在丁“中的父亲； 

COST(C，M (C)。q，f(q))； 

从 丁c中删除C 

end 

end 

end 

程序 COST(G，M(G)， ，c(s))处理一个圈所用时间为 O 

( d。)，其中 n 表示圈上的顶点数。因此总运行时间为 O 

(nd。)。这样就得到： 

定理 1 存在求解仙人掌图中染色多路割问题的精确算 

法，其运行时问为 O(nd。)。 

该算法实质是将图 G中任意双连通分支 C的顶点染色 

费用函数浓缩到一个点q上，称该点为c的质心。若C是子 

程序SEP(G )所产生的 ，的树根，则质心就是 S，否则 

质心是 C在 T 中的父亲。处理完 C之后，费用函数 c(9)得 

到更新，c随之从 中删除。文献[-10]求解树中染色多路割 

问题的算法正是这一思路，实际上它给出了程序 COST(丁，M 

(T)，S，f(s))，这里 丁表示一棵树。 

4 参数为 的几乎树 

本节将给出求解参数为是的几乎树中染色多路割问题的 

精确算法。图G在本节中表示参数为k的几乎树。与上节类 

似，算法核心是一个递归程序。不同之处在于：上节算法是将 
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仙人掌图转化为一系列单边来实现，而本节算法较为宏观，是 

将参数为 的几乎树转化为一系列树来实现。这种简化十分 

有助于分析算法的时间复杂性。 

设 D ，D ，⋯， 和 ，S ，⋯， 分别表示图G的非单边 

双连通分支和割点。将树 死 上对应于D ，D2，⋯，Df的顶点 

删除，若某割点(图 G的割点)对应顶点成为孤立点，则将其 

删除。设所得连通分支 为 丁J， ，⋯， 。记 G( ( ))一 

Dz+ ，iff{l，2，⋯，h}。显然 + ，西 ，⋯， + 都是树，为叙 

述方便，不妨称 D ，Dz，⋯，D，十 为图G的分块。 

定义图G的修正超结构 亍c；如下。 是一棵树，其顶点 

集和边集分别是： 

V( )一{D1， ，⋯，Df ̂ ，sl， 2，⋯，S } 

E( )一{(Di， )I ，是D 的顶点} 

文献[17]的子程序 SEP(G， ， )略加修改后得到子程 

序SEP(G， ， )。输入图G和图G的一个顶点 口，SEP(G， 

， )就能得出图G的修正超结构亍c。 是一棵根树：若u 

是G的割点，则树根就是 ，否则树根是 所在的(唯一)分块 

D。 

与上一节类似，算法核心是递归程序 ∞ S丁(G，M(G)，S， 

c( ))。给定图G中染色多路割问题的一个实例M(G)和图 G 

的一个顶点 S，COST(G，M(G)， ，f( ))能够计算出点 s的费 

用函数 C( )一(c1(s)，c2(s)，⋯， (s))。进一步可得到图 G 

的最优顶点染色的费用为 rain{C ( )}。应用回溯法可以确定 
14 iGd 

问题的最优解。 

设点 73是图G的任一顶点。点 的初始费用函数 c‘( ) 

定义如下：对 iE{1，2，⋯，d}置C ( )一 

f 0， u∈S 或者 73 S 

【+CXD， ∈S＼Si 

算法第一步是调用子程序sEP(G，s， )得到图G的修 

正超结构亍 然后要区分两种情形。 

情形 1 ；有唯一顶点。 

若 G是树T，则调用程序 ( T(T，M(T)，s，f(s))。 

若 G是非单边双连通图，则按如下方法得到点 s的费用 

函数 c( )一(cl( ) (s)，⋯ ，Cd( ))。 

设点 “是 (G)＼{ }中的度最大点，其度数为 。选点 

为裂开点。将点 “裂成 个点“ ，“ -．， ，得到图 Split(G， 

“)。Split(G，“)由以下几部分组成：图 G的导出子图 G-u， 

个新点“1，U 一，蛳，占条新边( l，U1)，(7)2，“2)，⋯，( ， )。 

这里的 ， ，⋯， 是图G中点 U的艿个邻点。 

将点 “染颜色 ， ∈{1，2，⋯， }。对于 aE{1，2，⋯， }， 

iE{1，2，⋯，d}，置 训(‰，％； ， )一w(u，％； ， )。置 cj(撕)一 

Cj(“)，cj(U2)一⋯ 一 ( )一 0。 

接下来，调用程序 COST(Split(G，“)，M(Split(G，“))， 

S，c，( ))，得到6,i(s)一(d( )， (s)，⋯， (s))。则点 s必须 

染颜色 i时图G的最优顶点染色的费用为： 

C ( )一 rain { (s)}，iE{1，2，⋯ ， } 
J一1，2．⋯，d 

情形 2 了 的顶点数不小于2。 

程序 CXgST(G，M(G)，s，f( ))从 的叶子开始向上依 

次处理图G的分块。设当前正在处理的分块是 D，它是 R 

的一片叶子。D与图G其余部分的唯一公共点设为q。设图 

G中染色多路割问题的实例M(G)在 D上的限制为M(D)。 



调用程序 ( 丁(D，M(D)，q，f(q))，对点 q的费用函数 f(q) 

进行更新。完成之后，将分块 D从 亍 ，上删除。若 上有尚 

未处理的分块 ，则重复这一过程，否则程序 G0sT(G，M(G)， 

s，f( ))终止。 

现将程序 ( T(G，M(G)．5，f( ))扼要描述如下。 

fori∈{1，2，⋯，d}，u∈ (G)，do／'／初始化 

{ ， 
程序COS7’(G．M(G) ( ( ))： 

begin 

面 (G， ， ，)； 

if l (，，( )I一1 then begin 

ifG是树 then 

(]r 丁(丁，M (T)， ，c(5))： 

else begin／／G是非单边双连通图 

找到V(G)＼{5)中的度最大点 “； 

构造 Split(G，“)； 

for ∈{1．2，⋯，d}do 

COST(Split(G．“)，M (Split(G，“))，s，cJ(s)) 

for iC--{I，2，⋯，d}do 

f ( )一 min {c{( )l 

end 

else begin 

处理 的任一片叶子； 

if该叶子是 G的割点 then从 ，删除 

else begin 

设 该叶子是 G的一个分块 D； 

if C是 丁(；的树根 then q— s 

else q—D在To；中的父亲； 

COST(D，M (D)，q，f(q))； 

从 中删除D 

end 

end 

end 

下面来分折算法的时间复杂性。我们需要文献[17]中的 
一 个引理。 

引理 1_】 设 G是非单边双连通图，点 “是 (G)＼{s}中 

的度最大点，其度数为 。则有： 

(1)k(Split(G，M))≤ (G)一 +1。 

(2)若 走(G)一1，则 占一2；若 是(G)≥2，则 3。 

设算法运行过程 中准备对树 T调用程序 COST(丁，M 

(T)，s，f(s))。我们有： 

引理 2 程序 ( S丁(丁，M(丁)， ，f( ))的运行时间是 () 

(mrdF-~l z)
，这里的 Iil7"表示树 T的边数。 

证明：根据引理 1，树 T中的新点 (不在 V(G)中的点)由 

G中至多『 ]个点裂开而得。这些新点的不同染色的可能性 
共有 专]种

，
故程序COST(T，M(T)， ， ( ))要 告]次调用 

文献[17]中求解树中染色多路割问题的算法，该算法的运行 

时间为 O(m d。)。故引理得证。 

由于图 G和图Split(G，“)的边数相等，因此在图G的多 

次转换过程中，边数始终不变(ig也正是我们选择用边数而不 

是用顶点数来分析时间复杂性的原因)。另一方面，设几乎树 

的顶点数和边数分别为 和 ，则对于固定参数 ，有 m一0 

( )。于是我们得到： 

定理 2 存在求解参数为 k的几乎树中染色多路割问题 
r ] 

的精确算法，其运行时间为 O(ndi )。 

结束语 本文研究了染色多路割问题，给出了固定参数 

可解算法，所选参数 k是使得图中任意双连通分支成为树所 

要拿掉的最大边数。可以继续研究这一问题的其他固定参数 

可解算法，或者对任意图给出好的近似算法。 
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