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摘 要 提出一种快速的支撑向量回归算法。首先将支撑向量回归的带有两组约束的二次规划问题转化为两个小的 

分别带有一组约束的二次规划问题，而每一个小的二次规划问题又采用一种快速迭代算法求解，该迭代算法能从任何 

初始点快速收敛，避免了二次优化问题求解，因此能显著提高训练速度。在多个标准数据集上的实验表明，该算法比 

传统支撑向量机快很多，同时具有良好的泛化性能。 
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Abstract This paper proposed a fast support vector regression algorithm．This algorithm converts the quadratic pro— 

gramming problems(Qpps)with pair groups of linear inequality constraints to two small size Qpps with only one group 

of linear inequality constraints．Each of the small size Qpps is solved by an iterative algorithm．The iterative algorithm 

converges from any starting point and does not need any quadratic optimization packages．Thus this algorithm is fast． 

The experimental results on several benchmark datasets demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm． 
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1 引言 

Vapnik引入 e不敏感损失 函数后，支撑向量机成功应用 

于回归问题[1-3_。但由于支撑向量回归( )需要求解二次 

规划问题，需要较长的训练时间[4]，因此快速性一直是支撑向 

量回归的一个主要研究内容。近来提出了许多 svR的改进 

算法，如光滑支撑向量回归(ssVR)[ 、最小二乘支撑向量回 

归(LSsⅥ )[ 、临近支撑向量回归(PSⅥ )[ ]和双支撑向量 

回归(Ts、 )[8]。TSVR寻找两个非平行函数，每一个函数 

决定￡不敏感带的下界或上界，因此TSⅥ 将 SⅥ 的一个大 

的二次规划问题转化为两个小的二次规划问题_8]。另外， 

SVR具有两组约束，而TSVR的每个二次规划问题只有一组 

约束。减少约束可使问题规模变小，从而缩短运算时间。解 

决两个小的二次规划问题的策 略使得 TSVR效率 比 SVR 

高。Lagrange支撑向量机(LSVM) “]将二次规划问题采用 

一 个迭代算法求解，主要运算量在于对一个维数等于样本数 

的矩阵求逆，避免了求解线性优化或二次优化问题。 

本文结合LSVM和TSVR提出Lagrange双支撑向量回 

归(LTSⅥ )，首先将支撑向量回归的带有两组约束的二次规 

划问题转化为两个小的分别带有一组约束的二次规划问题， 

而每一个小的二次规划问题又采用一种快速迭代算法求解， 

避免了求解二次优化问题，因此本文方法能显著提高训练速 

度。在多个标准数据集上的实验也表明了本文算法的有效 

性 。 

2 基本概念 

2．1 支撑向量回归机 

考虑训练样本 {(五，Y )， =1，⋯，m)，这里 丑∈ 是输 

入向量， 是相应的目标向量，7n是训练样本数目。sⅥ 算 

法解决如下带约束的二次优化问题： 
1 

min— 1 +C( + ) 

"，b，6 

s．t． y一(A +be)≤￡P+ (1) 

(A硼+be)--Y~ee+ 

， ≥O， 一1，⋯， 

式中，A=(A·，Az，⋯，Am)是数据矩阵，其第 行A 为向量 

z ，y一(3， ，y2，⋯， )为相应训练样本的目标值，C>O为正 

则化参数，该值在拟合错误和线性回归函数的平滑行之间取 

得平衡， 和 是松弛向量，e是相应维数的单位向量。该问 

题可以通过求解其对偶问题求解。 

2．2 双支撑向量回归机 

双支撑向量回归(TSVR)得到两个非平行平面，对两个 
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小的二次规划问题求解_6]。SVR中有两组约束 ，而在 TSVR 

中只有一组约束。TSVR寻找两个函数 f／(z)一 z+b 和 

f2(z)一 z+bz，分别决定e不敏感带的下边界或上边界。 

特别地给定训练数据(A，y)，函数 fl( )决定e 不敏感带的 

下边界，f2( )决定￡z不敏感带的上边界。线性TSVR解决 

式(2)和式(3)两个二次规划问题，每一个决定一个相应的边 

界函数。 

mi“专Il y—e~l--(A +eb1)Il +c (2) 
s．t．Y一(A砌1+e61)≤饨l一拿，≤≥O 

mi“专Il Y'JFel~2--(A毗+ )【l +CzeTr／ (3) 
s．t．(Aw2+eb2)一y≤晚2一叩， O 

式中，C ，C2>0，e ，￡2是参数，导，r／是松弛向量。 

3 L~ ange双支撑向量回归机 

采用 Lagrange支撑向量机的方法 ]，将问题 (2)和(3) 

中松弛变量拿和叩的1范数改成 2范数平方，使得约束 ，叩≥ 

0没有必要 ，从而可以去掉。线性双支撑向量 回归 的约束最 

小化问题可以写成 

min专If y—el~lm(Ava+eb~)ll +专C1 (4) 
s．t．Y一(At +eb1)≥癌1一车 

min专II y+晚z一(A +ebz)fl +专C2矿叩 (5) 
S．t．(Aw2+eb2)一y≥ 2一刀 

式中，C1，C2>O，e ，￡z是参数， ， 是松弛向量。 

通过引入拉格朗日乘子a，式(4)对应的拉格朗Et函数为 

L( ，bl， ，n)一告ll Y--e~1一(A +eb1)Il + 一 

a (y一(A + )一 1+ (6) 

KKT优化条件为 

--

-A (y一瞧l一(A +P6 ))+ a：0 
o'w l 

OL
一一eT(Y一瞧l一(Av~+eb1))+ n—O 

OL
— c 口一 o 

y一(At +eb1)≥鳇1一 

Ⅱ (y--(A砌 +eb1)一 1— ：O，Ⅱ≥O 

定义 

G—EA e]，f=Y--e~1，“1一[议 b1] 

合并式(7)和式(8)，可得 

一

[ ]((Y-e~1)-[A e][ ]，+[ ]n一。c s 
由上式可得 

“1一(1nTG)一 lnT(厂一n) (14) 

如果需要，这里 GTG可以加上一个正则项 I， >0， 是 

相应维数的单位矩阵，这样可避免 GTG不可求逆的出现。相 

应的U 为 

“1一(1nTG+ D一 G (，一n) (15) 

将式(14)及其他 KKT条件式带人式(6)并去除常量项， 

可得优化问题(4)的对偶形式为 

min÷口 Qln一开口 (16) 
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其中 
T 

Q1一 1+G(GrG)一 (17) 
L_一1 

n：厂+厂G(GTG)叫Gr (18) 

同样地可以得到优化问题(5)的对偶形式。定义 

 ̂ Y+瞎2 (19) 

可以得到 

“2一(G G)一 G (̂+y) (2O) 

优化问题(5)的对偶形式为 
1 

min寺 Q 7-- (21) 
0~-％ 7 

其中 
r 

Q 一 +G( G) Gr (22) 
L一2 

t"2一 +h G(G G) G (23) 

上述线性支撑向量回归可以扩展到非线性形式。非线性 

情况下，两个边界函数分别为 厂1( )一K( ，A )砌 +b 和 

，2( )一K(XT，A ) +62。相应的优化问题为 
1 1 

min÷Il Y--e~1一(K(A，A )m+eb1)Il。+÷C1 
0 

．t．y一(K(A，A ) +eb1)≥ 1一 (24) 

1 1 

rain专II y+距2一(K(A，A ) +如)II +专C2矿叩 

s．t．(K(A，A ) +幽 )一y≥晚2一r／ (25) 

式中，C1，Cz>O，￡ ，ez是参数， ， 是松弛向量。非线性 LTS- 

VR对偶问题可以通过相似的方式得到，只需要重新定义G。 

c=L K(A，AT)gJ (26) 

线性或者非线性情况下的对偶问题都可以写成 
1 

min÷口 Q口一，口 (27) 
O≤m 厶 

该问题的KKT充分必要优化条件为 

0≤n_lI(Q口一r)≥O (28) 

该优化条件可以写成如下等价形式，对任意p>O， 

(Q口一r)一(( —r)一 )+ (29) 

其中，加号函数(( 一r)--pa)+将所有的负向量( —r)一 

抛 置为零。 

为得到上述问题的解 ，可以采用如下的迭代算法。 

a件 =Q- (r+(( —r)一pa )+) (30) 

求得a后，就可得到u 和uz，也就得到了回归函数 
1 1 

，( )一寺( + ) K(A，z)+÷(61+62) (31) 
0 

Lagrange双支撑向量回归算法流程为： 

1)给定参数 C。，Cz，e ，ez和核函数参数，构造核矩阵K 

(A，AT)。 

2)根据式(26)定义G，按照式(17)、式(18)、式(22)、式 

(23)求出Q1、n、Q 、r2。 

3)给出任意p>0，从任一初始值 a(如口一0．2)按照式 

(3O)迭代求解n。 

4)按照式 (12)、式 (19)求出 f、h，然后按照式 (15)、式 

(2O)求出U 、Uz，采用式(31)构造回归函数，( )。 

4 数值实验 

为了检验本文算法的有效性，将本文算法同 SVR，LS- 

SVRE 和TSVRE 在标准数据集上进行实验对比。所有的实 
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验在 MATLAB 2009b，酷容2 CPU 1．8GHz，2 GB内存平台 

上完成。均方根误差用于评价预测值和真实值的偏差，定义 

为 

厂 ————一  

RMSE √ 善( 一 ) (32) 
式中， 是真实值， 是预测值。采用 RBF核函数 f(u， )= 

exp(-- -儿． JL二)
，参数 和 SVR，LS-SVR，TSVR(c1= 

厶0 

C2)和 LTSⅥ (C1一Cz)参数 C采用交叉验证确定参数。TS一 

Ⅵ 和LTSVR中参数e1和e2都为 1O_。。LTsⅥ 停机准则 

中的容差为1O 或者迭代 1O 次。 

测试的标准数据集有 Boston housing，Bodyfat，Auto- 

， Mackey-Glass，Servo，Machine CPU，Wiscoin breast 

cancer datasets，Concrete Co mpressive Streng th，Auto price， 

forest fires和 trizaines。这些都是机器学习算法中的常用数 

据集。其中Bodyfat数据集来自Statlib collectionsE12]，Ma ck— 

ey-Glass数据集来自文献[133，trizaines数据集来 自文献 

[14]，其他的数据集都来自UCI数据库[ ]。Boston Housing 

数据集包含 506个样本，每个样本有 13个特征。随机选取 

400个为训练样本，106个为测试样本。Bodyfat数据集包含 

252个样本，每个样本有 14个特征，随机选取 150个为训练 

样本，102个为测试样本，AutoMPG数据集包含 392个样本， 

每个样本有 7个特征，随机选取 250个为训练样本，142个为 

测试样本。Mackey-Glass数据集包含 800个样本，随机选取 

585个为训练样本，其余的为测试样本。Servo数据集包含 

120个训练样本和47个测试样本，每个样本有4个特征。 

Ma chine CPU数据集包含150个训练样本和59个测试样本， 

每个样本有6个特征。Wiscoin breast cancer数据集包含194 

个样本，每个样本有 32个特征，随机选取 150个为训练样本， 

剩下的44个为测试样本。Concrete Compressive Strength数 

据集包含1030个样本，每个样本有 9个特征，随机选取 500 

个作为训练样本，其余 530个为测试样本。Auto price数据 

集包含159个15维的样本，随机选取 120个为训练样本，其 

余 39个为测试样本。Forest fires包含 517个 12维的样本， 

随机选取400个为训练样本，其余 117个为测试样本。tri— 

zaines数据集包含 186个 58维的样本，随机选取 140个为训 

练样本，其余 46个为测试样本。 

每个实验都运行 1O次。表 1为各种算法的实验结果，从 

中可以看出本文提出的LTSVR算法基本上在每个数据集都 

取得了和 SVR，TSVR相当的拟合能力，但运算速度却比 

SVR，TSVR快很多，同时本文的I，TsⅥ 的泛化能力比LSS— 

VR算法的强，因此提出的LTsⅥ 算法是一种有效的回归算 

法。 

表 1 本文算法与其他回归算法实验对比结果 

结束语 本文提出了一种快速回归算法：Lagrange双支 

撑向量回归算法。它首先将支撑向量回归的带有两组约束的 

二次规划问题转化为两个小的分别带有一组约束的二次规划 

问题，而每一个小的二次规划问题又采用一种快速迭代算法 

求解。由于二次规划问题求解是支撑向量机中最耗费时间的 

步骤，因此本文的方法将二次规划问题转化为两个小的二次 

规划问题，然后采用迭代算法求解。其主要运算量在于矩阵 

求逆，避免了求解线性优化或二次优化问题，能显著提高训练 

速度。在多个标准数据集上的实验表明，本文算法是一种有 

效的回归算法。 
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每幅图像以空问中点的形式输出；图9分别以图像和空间中 

点的形式显示了IS0MAP算法在该数据集上的实验效果，可 

明显发现 ISOIVL 算法只能大致发现人脸面朝左边到右边 

的变化趋势，即沿图10(a)的横轴方向。但图10(a)的左半部 

分在纵轴方向上出现了过分收缩，即没有发现人脸从仰视到 

俯视的姿势变化趋势。 

结束语 本文针对 ISOMAP算法的不足，提出了一种适 

合于被间隔的流形学习算法 ISOMAP。该算法不仅对现 

有 IS()MAP算法所适合的数据集有效，更重要的是它对于抽 

样于同一流形但中间有间隔的数据集也能得到比其他算法更 

满意的结果，所以本文的 GIS0MAP算法 比 ISOMAP算法 

更灵活，应用面更广。 

不过需要提及的是：①如果被间隔的子流形间最短的欧 

氏距离对应的数据点恰好位于间隔区域的边缘，那么本文算 

法能够成功发现内在低维流形的结构，然而，所发现的数据点 

离间隔区域越远，效果就越不佳。②本文的假设是被间隔的 

数据是采样于一个流形 的。如果数据集来源于多个类，每个 

类的数据集抽样于一个单独的流形，那么如何将本文的方法 

扩展到该情形。③目前主流的ISOMAP算法及其变种大多 

属于无监督范畴，如果完成了第②个工作，那么在此基础上， 

应用神经网络找到原始的高维数据到低维嵌人之间的映射函 

数，最后应用现有的分类器(如K近邻分类器等)来完成分类 

任务，从而可以使ISOMAP算法适合有监督框架。这 3点也 

许是未来值得研究的问题。 
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