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摘 要 网络最大流问题是图论研究中一个经典的模块。首先，利用粗糙集属性约简的差别矩阵算法思想，定义网络 

的一个部分割容量矩阵。其次，通过集合的交和并运算，找出网络的所有割集，从而得到最小容量割集。之后，在最大 

流最小割定理的基础上，得到网络的最大流。 
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Abstract Network maximum-flow problem is a classical module in graph theory．First，based on the rough set attribute 

reduction algorithm of discernibility matrix，it defines a partial cut set matrix．Afterwards，it finds out all the cut by 

meet and join operations for sets．Furthermore，the minimum cut is yielded out．At last，it gets the ma~mum flow of the 

network with the assistance of the theorem of maximum  flow minimum  cut． 
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1 引言 

网络最大流问题是计算机、图论和运筹学的重要内容，一 

直被广泛应用于工程和科学等许多领域I】]。近年来，由于全 

球 自然灾害频发，各国对于救灾人员的调动、灾民的安置以及 

灾后重建物资的运输分配等，均给予了足够的重视，这也使得 

不断研究和改进网络最大流的算法成为必要。从最初 

Ford--Fulkerson算法_2]的提出，已有 5O余年了，国内外学者 

相继对此法进行了不同的改进，比如 Dinic算法[3]、Ahuja和 

Odin算法[4]、Goldberg和 Rao的二分长度阻塞流算法_5]以 

及网络最大流的割集矩阵算法[6 等等。这些经典的算法的提 

出和应用，对网络最大流问题的研究和发展起到了非常重要 

的作用，但是实际问题的产生使得人们还在寻找更有效的算 

法，希望解决实际工作中对网络最大流的需求。从经典的网 

络最大流算法可以看出，通常解决网络最大流问题主要有两 

种思路[7]：一是寻找增广路，在此增广路上增流完毕以后，重 

新寻找新的增广路增流，直至没有增广路为止；二是从割集出 

发，应用最大流最小割定理，找出最小割，从而得到最大流。 

但是增广路本身的寻找就已经很麻烦，而应用最大流最小割 

定理往往计算量偏大，甚至出现2”个矩阵方程_8]。为了克服 

这些不足，本文将采用新思路，通过一种新的矩阵形式，将部 

分割作为矩阵的元素，构建 一1阶邻接矩阵，从而，利用该矩 

阵元素之间的交和并运算，得到网络优化的最大流。这种方 

式使得算法执行更加直观，运算量相对较小，可行性较强，有 

较大的理论和实践意义。 

本文第2节为本文工作提供所需的基本概念；第 3节给 

出网络最大流部分割矩阵算法；第 4节用实例说明所给算法 

的有效性；最后为本文的结束语。 

2 基本概念 

下面给出有关网络最大流问题的基本概念，主要内容来 

自文献[9，lO3。 

定义 1 一个网络 N一( ，A)是指一个连通无环弧且满 

足下列条件的有向图： 

(1)有一个顶点子集X，其每个顶点的入度都为0； 

(2)有一个与x不相交的顶点子集y，其每个顶点的出 

度都为0； 

(3)每条弧都有一个非负的权值，称为弧容量。 

注1 ①上述网络N可记为N：(V，X，Y，A，c)，其中 

x称为网络的发点集或源点集，y称为网络的收点集或汇点 

集，网络中其他顶点称为中转点，c称为网络的容量函数，它 

是定义在弧集A上的非负函数。 

②如果一个网络中的源点集和汇点集都只含一个顶点， 

则称该网络为单源单汇网络。当对任意一个网络添加两个顶 

点S和t，分别作为人工源和人工汇后，此网络可导出一个单 

源单汇网络。因此，本文仅考虑单源单汇网络。 

定义2(导出子图) 设 为图G的顶点集 (G)的一个 

非空子集 ，令 
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E 一{e l e ∈E(G)，e 一 口，，让、 ∈V }，则称 G的子 

图G 一G[V ]为G的导出子图。 

定义 3(网络的流与割) 网络 N一(V，X，Y，A，C)中的 

一 个可行流是指定义在A上的一个整值函数，，使得： 

(1)对VaEA，0≤厂(n)≤c(口)，(容量约束)； 

(2)V ∈ 一(xuY)，7( )一厂+( )，(流量守恒)。 

其中，，( )表示点 处入弧上的流量之和，广 ( )表示点 处 

出弧上的流量之和。 

定义 4 设 厂是网络 N一(V，X，Y，A，C)中的一个可行 

流，则必有-厂( )一广 ( )广 ( )称为流厂的流量，记为Val f。 

N中流量最大的可行流称为N 的最大流。 

定义 5 设 N一(V，z， ，A，C)是一个单源单汇网络。 

S V，S=V—S，用(S，S)表示尾在 S中而头在S中的所有弧 

的集合(即从 S中的点指向S之外点的所有弧集)。若 ∈S， 

而 yES，则称弧集(S， )为网络的一个割。一个割(S， )的 

容量是指(s，S)中各条弧的容量之和，记为Cap(S，S)。若网 

络中不存在割K 使得Cap K < K，则称K为网络N的 

最小割。 

引理 1 设 厂是网络 N 的一个可行流，K是 N 的一个 

割，若 Val f=c~pK，则 厂是最大流，而 K是最小割。 

为下一节算法讨论的需要，给出如下的定义。 

定义6 (1)部分割：设 是网络N一(V，z， ，A，C)的任 

意一个点 ，由 出发的所有出弧构成的集合称为N 的一个部 

分割，记为 K 。 

(2)部分割容量矩阵：下面的 一1阶部分割容量矩阵A 

称为网络N 的部分割容量矩阵。 

● 

： 

一

2 

"On．—．1 

研 

Kl1 Kl2 

U K22 

U K 一2．2 

U K 一1．2 

其中， 表示由"O／出发，且不指向 的所有出弧的弧容量构 

成的集合，即约束的部分割容量；若"O／与 不关联，则令 一 

U。 

注2 设 』、，为任一给定网络，A为N 的部分割容量矩 

阵，取矩阵 A第一行包含K 的子集 Q一{K K ⋯， 

Klj 
一  }，以同种方式取定列，构成原矩阵的 d阶子阵A ， 

r K1- K ⋯ K1j ] 

I Kj1l Kj ⋯KJ1 1 l I i i i i I 

川l Kjd_1J1⋯ Kj 1 J 

取定A 的第P行，作如下运算：nK阳，进而得到： 

( )一 U
．

n
．

K内，Jo一1。由于任意两个部分割 K ，K 表示 
D= l 口= l 

的是不同点的出弧组成的集合，因此值相同的弧容量在并运 

算时仍应加以区别。比如：A一{1，2，3}，B一{1，2)，AU 

B一{1，2，1，2}。故在集合 (j)中将值相同的元素视为不同 

元素。 

定理 1 ( )为网络 N的一个割集。 

证明：根据定义6，显然，nK加即为， (vp)，U nK加即 
口= J p。： J 口= l 
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为 Q中所有点的出弧，且不含内部弧，即网络的一个割集。 

当遍历整个部分割集容量矩阵 A时，即得网络的所有割 

集。 

由以上证明可知，当得到一个网络的所有割集以后，只需 

计算出各个割集的容量即可，进而比较大小，找出最小割，由 

最大流最小割定理，得到网络的最大流。 

定理 2 设 K一(S，S)为网络 N的一个割集 ，若 G(s)是 

非连通的，则 K一定不是网络 N 的最小割。 

证明：若 G(S)非连通，则存在两个连通分支：G(S )，G 

(sz)，由这两个连通分支形成的割集为 CapK—CapKl+ 

CapK2，显然 ，CapK <Cn ，故 K必不是最小割。 

由定理 2可知 ，当割集(S，S)是最小割时，G(S)必是连通 

的，因此，在本文算法中只需找出 N的所有连通子图对应的 

割集即可。 

3 最大流部分割容量矩阵算法 

本节将给出本文的核心内容，即网络的最大流部分割容 

量矩阵算法，该算法将利用下面的子算法给出。 

算法的第一个部分： 

算法 1 在部分割容量矩阵A中取出所有的割集 

Step 1 输入网络的部分割容量矩阵 A； 

Step 2 在A中取出所有d阶子阵； 

Step 3 令 J一1，M一 ； 
d一 1 d— l 

Step 4 Md( )一 U n K加，M=MU{Md( ))； 

Step 5 若 j<m，则 J— +1，转 Step 4； 

若 J—m，则停止，输出M。 

为了算法 2的描述清楚简洁，给出一个符号：对任意集合 
H 

S一{a1，a2，a3，⋯a l，a )，设置记号 Plus(S)一∑啦。 

算法2 求最小割 

M(j)表示输出的割集的集合；F表示割集容量。 

st由1 d一1，F—l厂_(vA)； 

Step 2 由算法 1中输出的M 得：Plus(Ma( ))，令 F—min{Plus(Ma 

( ))，F)； 

Step 3 若 d< 一1，则 — +1，转 Step 2； 

若 —n一1，停止，输出 F。 

4 举例 

本节将通过具体的实例，说明第3节中给出的求最大流 

部分割容量矩阵算法是有效的。 

设网络如图 1所示。 

图 l 网络实例 

首先，依据算法的要求，做出此网络的 一1部分割矩阵。 

"O1 

*U1_{4，1O} 

I U 

让I U 

碘} 

2)5 l U 

l U 

{4} 

{2，7} 

{3，5} 

U 

U 

U 

U 

{1，7) 

{3} 

{6，1} 

U 

U 

【， 

{1，2} 

U 

{1) 

{9} 

{6} 

U 

U 

{5} 

{6} 

U 

{5，6} 

一 ” ^= ；  

『 ；} 

}

7  
u u u 

【  



其次，依据算法 1和定理2，需考虑的全体子阵如下。 

1阶子阵： 

[{4，lO)] 

2阶子阵： 

3阶子阵： 

厂{4，10} 

I U 

L U 

r{4，lO) 

I U 

L U 

r{4，1O) 

1 U 

L U 

4阶子阵： 

5 

4，10} 

U 

U 

U 

U 

U 

U 

阶子阵： 
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U 
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{9)j l u 
U ] 
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U 

U 

U 

U U 

{lo} {4} 

{1，2，7} {2，7) 

u {3，5} 

U U 

U U 

6阶子阵：A。 

从而得到的割集为： 

M (1)一 {4，1O} 

(1)一{10，1，2，7}，M2(2)一{4，3，5} 

M3(1)一{2，7，3，5}，M3(2)一{10，1，7，6，I}，M3(3)一 

{10，1，2，9)，M。(4)一{4，3，6，1)，M。(5)一{4，5，5，6} 

(1)一{2，7，5，5，6}， (2)：{10，1，1，9)， (3)一 

{10，1，7，6，5，6}， (4)={4，5，9，6)， (5)一{4，3，1，9)， 

(6)一{4，6，5，6} 

(1)一{7，3，1，9}， (2)一{2，5，9，6}， (3)：{10， 

1，9，6}， (4)：{4，9，6}， (5)一{7，6，5，6) 

再者，由算法2，可以求出所有的极小割分别为： 

min F(M (1))：Ff10，4}一14 

rain F(M(2))一F{4，3，5}一12 

rain F(M(3))=F{4，3，6，1}一14 

min F(M (4))：F{4，3，1，9}一17 

rain F(M(5))=F{3，1，9}一13 

rain F(M(1))=F{9，6}一15 

于是得到 F—min =12，即最大流为 12。 

由最小割集 R一{3，4，5}可知，只要保证 7)1 ， "O4， 

弧上的流值达到其最大容量，网络的流值即可达到最大流 

12。 

结束语 网络最大流问题的研究和应用对于当今社会是 

一 项非常有意义的工作。本文从网络的部分割容量矩阵出 

发，通过集合的并与交运算，非常直观地找出了网络的所有割 

集，使得最大流最小割定理的实用价值进一步提高。算法实 

例结果表明，此方法是有效的。 

算法 1中的子阵取法仅考虑S连通与否，因此对于非整 

数流值网络，此算法也是有效的。 
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文的特性 ，而且在模 型层上建模 了上下文 的性质。通过在 

ASCCD语料库上的实验说明，本方法能够获得 9O．34 的检 

测准确率，比基线系统高了 6．09 。今后，我们将进一步探 

索用于韵律间断检测的特征和建模方法，并利用本互补模型 

方法对实际的连续语音进行韵律间断的检测。 
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