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基于laplacian坐标修正的√ 细分法 

刘文耀 王国胤 龚 勋 胡 勇 
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(西南交通大学信息科学与技术学院 成都 610031)。 

摘 要 根据原始网格对细分极限曲面的影响分析，提出了基于laplacian坐标修正的√3插值网格细分方法。通过插 

值出面片中心点的 laplacian坐标，来对动态生成的中心点进行修正，达到保持原始网格细节的 目的。在非封闭网格的 

边界面片细分方面，指出了原始√3细分法的不足，提 出了一种新的边界统一细分模式，它可以很好地控制边界面片的 

增长，而且具有稳定性和易于操作性。实验结果表明，该方法不仅能够让原始网格的细节在极限曲面上得到表达，而 

且可以得到一个连续光滑的曲面网格。 
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Abstract According to the influence of the original mesh on the subdivided limited surfaces，we proposed a sqrt(3) 

subdivision method based on the laplacian coordinate．In order to preserve the details of the original mesh，the laplacian 

coordinate of the face’S centra1 point was interpolated and was used to modify itself．In side of the boundry face subidi— 

vision of the uncloseness mesh，we pointed out the lack of the original sqrt(3)method and proposed a new unified 

boundry-subdivided method．It can control the increasement of the faces and has the advantage of the stability，operabili— 

tv．The result of the experiment shows that the method can make the original mesh reveal on the limited surface and a 

1imited smooth surface mesh can also be obtained． 

Keywords Laplacian coordinate，√3 subdivision，Uniform subdivision of boundry，3D grid structure 

细分技术是 2O世纪 7O年代提出的一种曲线曲面造型技 

术，但是当时只是作为非均匀有理B样条(NuTBs)[1]的一个 

子集被研究。随着人们对细分精度的要求不断提高，传统的 

NURBS在处理曲面拼接和裁减时过于麻烦，特别是在处理 

任意拓扑的网格时，要想得到一个极限可导的曲面，处理不仅 

费时，而且容易产生裂缝 。由于细分技术能够从一个任意的 

拓扑网格结构构造出一个极限连续的曲面，因此重新受到了 

研究者的关注。 

细分技术根据细分后的极限曲面是否插值初始的控制网 

格，而分为插值细分和逼近细分。逼近细分的一些经典算法 

主要有 ：Catmull—Clark细分[ 、Doo-Sabin细分[3]和 loop细 

分_4]等。插值细分的一些经典算法主要有：蝶形细分 ]、4-8 

细分 、 细分 等。Doo-Sabin方法在奇异点处，光滑效果 

差。Catmull-Clark方法使用双三次均匀B样条，细分有点复 

杂。Loop细分法取得了不错的效果。蝶形细分得到的极限 

曲面光顺性不太好。4—8细分虽然面片增长速度慢了下来， 

但是操作过于复杂，还需要先用 Catmull—Clark方法把网格处 

理为四边形，然后把每个四边形变为三角形。~／3细分法面片 

的增长速度为 3倍 ，复杂度适中，极限曲面光顺性也不错。动 

态插入的节点为面片三个顶点的中心点。文献E8]提出了双 

重√3细分法，取得了不错的效果，但是由于面片分得过细，操 

作起来比较复杂。文献[93研究了初始网格和极限曲面的逼 

近度问题，根据给定的精度，不用细分网格而得出最少需要的 

细分次数，并把这一理论用于数控。文献[1O]利用√3细分法 

进行了六边形数据处理。文献[11]提出了极限曲面和原始网 

格的误差界问题，由于使用了初始控制序列的一阶向前极大 

差分和常数，导致误差偏大，尤其在奇异点处。由于三维模型 

的表面是非平面的，简单的插入面片的中点必然导致面片过 
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于光滑 ，会丢失一些局部的细节。对于非封闭的网格，原始 

√3细分法完成一次边界细分需要两次细操作 ，原始面片被 9 

个面片代替，但是操作不便。文献E12]改进了含有一个边界 

边的面片的插值系数，对于含有两个边界边的面片，通过虚拟 

一 个外界顶点来进行细分，取得了不错的效果，但是同样是边 

界面片，却被分成了两种不同的类别进行细分，导致细分复杂 

化。针对上述问题，本文提出了一种基于 laplacian坐标修正 

的方法，在边界细分方面，提出了一种统一的细分模式。 

1 √3细分法 

原始细分法的细分过程详述如下。 

(1)√3细分法内部面片的细分原理如图1所示。 

图 1 细分法 

设原始面片图1(a)的三个顶点分别为： ， ， ，则新 

插人的中心点可由式(1)求得 ： 

V123=÷ (V1+V2+ ) (1) 

对于原始顶点V用V，代替，v，可由式(2)求得 ： 

= (1一 ) +盟 (2) 

式中， 为顶点V的1-ring[” 顶点个数， 为顶点V一领域 

内的顶点。 可由式(3)求得： 

一 号(4—2c。s( )) (3) 
这里的 值和式(2)的 值一样。 

(2)对于边界面片的细分，第一次细分时不做处理，第二 

次细分时直接将面片细分为 9个面片。然后对顶点进行修 

正，修正公式如式(4)所示： 

1一 (1Op~1+16p + 1) 

= (4庳 1+19 +4p ) 

pk针+l1= ( 1+16 +4西 1) (4) 

原始方法利用式(1)虽然可以简单地求出面片的中心插 

值点，但是三维模型的表面应该是非平面的，简单的插值必然 

导致面片丧失一些细节。本文随后用 laplacian坐标对其进 

行修正，避免一些细节的丢失。对边界面片直接一分为九，尤 

其是利用式(4)进行光顺，操作复杂，不易控制。文献E12]对 

式(3)的Ot 进行了修正，根据 的不同得到不同的值，效果虽 

然略有提高，但是求解起来更加复杂。对于边界边，在第二次 

细分时插入两个顶点。插值示意图如图 2所示，其中砖 z、 

、 、p 、衍 z为已知点，P表示顶点。 

图 2 含有一个边界边的面片细分 

插值公式如式(5)所示： 

，一一 一zT}_ 10 k
一  

+2 0 k 
一  

P 

pks汁+l ～_一{lp~- +z20， L．,z10， k．+ 一 衍z 
对于含有两个边界边的面片，需要计算一个虚拟的外界 

顶点来辅助，辅助顶点示意图如图 3所示。 

l 

在图3中，P1Pz，PzPs为边界边，P 为虚拟出来的顶点， 

其求解公式如下 ： 

文献[12]改进后，取得了不错的效果，但是同样是边界面 

片，却采用了不同的细分方法，这必然导致细分复杂化，难以 

控制，也破坏了细分的简单性。对此，本文提出了一个统一的 

边界细分模式，使细分规范化。 

2 laplacian坐标修正的细分法 

2．1 laplacian坐标 

在三维几何领域 ，laplacian坐标能够反映三维网格模型 

顶点的局部细节m]，在三维网格变形领域经常被应用于控制 

局部细节。图上的 laplacian算子 和三角网格上的 lapla— 

cian算子 相似，而某一个顶点的laplacian坐标可由lapla— 

clan算子乘以自身求得，在三维网格领域，一般情况下只用其 

简化形式，如式(7)所示： 

一 LG 一 一 ∑ ， (7) 

式中，&为顶点 的laplacian坐标， 为顶点的laplacian算 

子，N( )表示顶点Vi的一领域的顶点个数， 表示邻域内的 

顶点，Wi是一个权值，一般情况下采用均匀加权的策略E17]， 

即 wi=1／N( )。 

2．2 封闭网格上的细分 

laplacian坐标具有保持局部细节的特点，可以根据面片 

中心点的laplacian坐标来修正根据式(1)计算得出的原始中 

心点。修正后的效果如图4所示。 

图4 修正后面片中心点对比图 

图中虚线所示为原始的中心点，实线所示为修正后的中 

心点。具体修正方法为：先利用式(7)计算出面片三个顶的 

laplacian坐标，再对面片中心点的 laplacian坐标 进行插值 

求解，一般情况下取平均值即可。然后求出面片 的 

法向量 N胁 ，对式(1)改进后得到式(8)： 
1 

V123一÷(Vl+ ，2+Va)+a&Nf~ (8) 

式中，a为一个修正系数，用于控制顶点外移的幅度。此时修 

正以后，原始顶点已经基本上趋于光滑，为了修正模型上的奇 

异点，还必须对原始的顶点进行均值修正，修正方法如式(9) 

所示 ： 

一 ÷ ∑ (9) ，2 ∈N( ) 

式中， 为原始顶点 的 1-ring[ 。 顶点个数， 为顶点 的 
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B，故DN(～L)一{a}，因此NL存在回答集{a)，因而 P也存 

在回答集。 

(c)屎子推理图钟 曲否定圈 

图 9 

由DL、，[ ]求解知逻辑程序P的回答集为{a，，z)，{b，n}， 

{c， }。即该程序存在回答集，算法结论正确。 

结束语 本文给出了一种判定正规逻辑程序存在性的方 

法框架。该方法首先对正规逻辑程序进行约简，然后将约简 

后的正规逻辑程序分为3类，从而将正规逻辑程序的判定问 

题转化为对正规逻辑程序类别的判定。给出了逻辑程序的分 

类算法并证明了算法的正确性。未来的工作包括：本文方法 

的时空效率和其他性能分析，利用本文方法构建回答集求解 

器，以及把该方法应用于判断正规逻辑程序回答集个数的下 

限。 
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