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基于三角范数的引力搜索算法分析 

徐 遥 安亚静 王士同 

(江南大学数字媒体学院 无锡 214122) 

摘 要 分析了由 Esmat Rashedi提出的引力搜索算法(GSA)之后，对万有引力公式进行变换，用三角范数的其他算 

子代替万有引力公式中两个粒子惯性质量之间的乘法算子。分析不同三角范数算子的二维图像的特征之后，选择了 

三角范数中的5个算子进行实验。实验结果表明，对于具有一定三维图像特征的测试函数，使用相应三角范数算子的 

引力搜索算法对其全局搜索的能力相对地好于使用其它三角范数算子的改进引力搜索算法。 
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Analyzing of Gravitational Search Algorithm Based on Triangular Norms 

XU Yao AN Ya-jing WANG Shi—tong 

(School of Digital Media，Jiangnan University，Wuxi 214122，China) 

Abstract To transforln universal gravitational formula after analyzing Gravitational Search Algorithm(GSA)Esmat 

Rashedi proposed，the product operator between two particles’S inertia quality in the universal gravitation formula WS 

substituted by other triangular norms operator．Five triangular norm s operators were chose for experience after analy— 

zing feature of two-dimensional image to different triangular norm s operators．Results show：to a test function having 

certain three-dimensional image feature，ability to find the global optimum using GSA of corresponding triangular norm s 

operator is relatively better than GSA of others triangular norms operators． 
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1 引言 

引力搜索算法(GsA)是一种群体智能优化算法，是 2008 

年由Esmat Rashedi等人受到万有引力公式的启发而提出来 

的。文献[1]中使用了23个经典测试函数对 GAS进行测试， 

和其它的经典优化算法(由Eberhart博士和 Kennedy博士提 

出的PSO算法 和Formato提出的CFO算法 。 )相比较，对 

于大部分测试函数来说，GSA算法的收敛速度更快，而且最 

后搜索结果的精度也更好。 

和PSO算法一样，引力搜索算法的初始位置和初始速度 

都是随机生成的。首先根据式(1)和式(2)，我们计算出每个 

粒子的惯性质量 M (￡)： 

珊 ct-- ㈣  

M (￡)= 丛  (2) 

∑m (￡) 
，= l 

式中，fit (￡)是 t时刻粒子i的适应值，best(t)和 worst(t)是 

分别在t时刻粒子群的最好适应值和最坏适应值。 

wo rst(t)一 max ， ti(￡) (4) 
iC-{1 ·，N} 

对于求最大值问题，best(t)和worst(t)的定义如下： 

best(t)一 max fit (￡) (5) 

wo rst(t)一 min fit ( ) (6) 

其次，变换万有引力公式后，可以计算各个粒子在每一维 

空间上相互之间的引力。比如在第d维空间上粒子i和粒子 

J之间的引力F嚣(￡)计算如下： 

∽ _G( ·( ∽ 一 )) (7) 

G(f)一Gbe一』r (8) 

式中， (￡)表示粒子 i到粒子 之间的欧式距离，G(￡)表示 

引力常数。 

然后再根据运动规律计算出各个粒子在每一维空间上t 

时刻的加速度。比如粒子i在第d维空间上的加速度n (￡) 

计算如下： 

∑ rand· (幻 

n ∽ = (9) 

对于求最小值问题，best(t)~fll伽 ￡( )的定义如下： 最后
，下一时刻每个粒子的位置和加速度的更新公式如 

盯( )= min
，Ⅳ】
f／ti(

iE 1 
) (3) 下

： {，⋯，N) r ： 
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(￡+1)一randX (f)+n ( ) (10) 

( +1)一 (￡)+ (￡+1) (11) 

根据以上原理步骤，不断地迭代循环更新粒子群中每个 

粒子的位置和加速度，直到全局最小值 best(t)达到一定的精 

度或迭代达到规定的次数，跳出循环 ，best(t)就是所求的最优 

值。 

2 基于三角范数的引力模糊集的构造 

在本文中，使用三角范数其它不同的算子替换万有引力 

公式中的乘法算子，以此建立一个模糊集。第 2．1节介绍了 

几种三角范数算子及其性质。第2．2节分析用各三角范数算 

子替换后的引力搜索算法。最后分析和解决使用有些三角范 

数算子时所遇到的加速度会无限大的问题。 

2．1 三角范数的性质及其算子的选择 

由文献[4—7]可知，三角范数是一个在单位区间[O，1]上 

的二元运算 T(a，6)：Eo，1]×Eo，1]一[O，1]，它满足以下条 

件 ： 

(1)交换律：T(a，6)一T(b，口)； 

(2)单调性：如果6≤c，则 T(a，6)≤T(a，c)； 

(3)结合律：T(T(a，6)，c)一T(a，T(b，c))； 

(4)边界条件：T(1，n)一d，T(0，n)=O。 

称满足以上 4个条件者为 范数。 

对于满足上面前 3个条件并且满足以下条件者称为 

余范数： 

(d，O)一a，并且 (n，1)一1 

在本文中，首先选取 3个 范数算子，分别如下 ： 

· 丁Z(口，6)=min(a，6) 

· 丁’P(n，6)一n·b 

· (n，6)一max(a+b--1，0) 

根据文献[4]中的定义 2，对于任意两个 T_范数算子 

和 丁2，如果对于Vz， ，且有(z， )∈[0，1] ，则有 ( ， )≤ 

丁2(z， )，那么可以认为在同等条件下 比，，2弱。对于以 

上3个 丁范数算子 、丁P和n ，可以得出，在同等条件下， 

满足 TfJ≤丁P≤ ，即Tf_、 和Tz3个三角范数算子是越来 

越强。为了增加实验的对比性，又选取了另外两个算子：丁1范 

数算子 TnD和T一余范数算子sZ： 

r O ，a一6—0 

· 丁HD(n，6)一 口．b ． 
． 

1 二 ，OtneM 。 

· S (＆，6)=max(a，6) 

在同等条件下，不难得出算子 Trip比算子 要弱，但比 

算子 TP要强。算子 SZ虽然是丁一余范数算子，但在这里，我 

们只是从算子的强弱性上考虑，因此在同等条件下，算子 

比算子 Tz要强。在所选择的 5个算子中，算子 是最强 

的，算子 丁jJ是最弱的。 

2．2 三角范数各算子对引力搜索算法的替换与分析 

根据文献[8，9]中的牛顿万有引力定律可知，任何一个物 

体都通过一种力吸引着其它所有的物体，这种力的大小与两 

个物体的惯性质量的乘积成正比，与物体之间的欧氏距离的 

大小成反比。这个力的计算公式如下： 

m l ’ m 2 ，． 

，m—G’ ‘而  ‘ 
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式中，G为引力常数，m 和 m 为粒子的惯性质量，F 为粒子 

之间的距离矢量。 

在本文中，由于所有粒子的惯性质量大小均在Eo，1]之 

间，因此式(12)可以改写成如下形式 ： 

l厂1，2一G· 丁P(m1，m2) 
————=-———一 ·——_= (13) 
lIr ll llr II 

用其它三角范数算子 T替换式(13)中的_二角范数的乘 

积算子，得 

T(m 。m，) 
’

Ⅲ一G。 。而  ‘ ’ 

根据式(14)，可以把式(7)改写成如下形式： 

㈤  (f) (f)) 

(15) 

从式(15)可以看出，对于某个粒子，在 t时刻，它的惯性 

质量与它和其它粒子之间的欧式距离以及引力常数都是一定 

不变的，因此它所受到的所有其它粒子对它的合力只与二三角 

范数算子丁(M (f)，M (￡))的大小成正比。因此，只要知道i 

角范数算子的一些性质，那么几乎就知道了用一个i角范数 

算子替换后的引力搜索算法对一个函数搜索能力的好坏。 

在某一个时刻，由于受力粒子的惯性质量不变 ，对于⋯个 

三角范数 T(x， )，假设 为受力粒子的惯性质量 ，等于常数 

a， 为作用粒子的惯性质量，则 T(a， )一T(x， )。L犬J此只 

要知道作用粒子的惯性质量 对三角范数T( ， )大小的影 

响，也就知道了作用粒子的惯性质量 对受力粒子引力大小 

的影响，所以有必要分析各三角范数算子的性质。为了便于 

分析，首先画出本文中所使用的各个三角范数 T(a， )的二维 

图像。其中a--O．5，如图 1所示。 

图 1 各算子二维特征图像 

从图 1可以看出，在三角范数各算子中，越弱的算子，其 

函数值相对也就越小；相反，越强的算子，其函数值相对也就 

越大。对于式(9)中的粒子加速度n (f)，在引力搜索算法中， 

可以认为它是引力搜索算法的步长，它的大小决定了引力搜 

索算法的收敛速度和全局搜索的能力。从总体上说，加速度 

n (￡)的值越大，引力搜索算法相对越容易跳出局部最优值， 

但它的收敛速度相对比较慢，搜索到的结果精度相对也较差； 

相反，加速度af(￡)的值越小，引力搜索算法相对越难跳出局 

部最优值，但它的收敛速度相对比较快，搜索到的结果精度相 

对较高。但通过下面的实验结果表明，加速度 ( )的值不能 

够太大，也不能够太小，否则改进后的弓{力搜索算法不收敛。 

由于受力粒子的受力大小和三角范数算子的函数值成正比， 

根据式(9)可知，三角范数算子 了、的函数值越大，粒子的加速 

度口 (￡)的值相对也越大；三角范数算子 T的函数值越小．粒 



子的加速度n ( )的值相对也越小。因此，对于本文所用到的 

5个三角范数算子 、Tz、THD、 和n ，用它们所替换的相 

对应的引力搜索算法跳出局部最优值的能力逐渐减小，收敛 

速度相对逐渐变快，搜索到的结果精度相对地也较高。但通 

过下面的实验表明，三角范数算子 SZ和 TJ|相对应替换的引 

力搜索算法对函数搜索全局最优值时，几乎不收敛。也就是 

说，在选取三角范数算子时，算子 T不能够比Sz更强，也不 

能够比 TJJ更弱。 

2．3 加速度无限大问题的分析与解决 

根据 2．1节定义的三角范数可知 ，在本文中粒子的惯性 

质量的大小范围应该在[O，1]之间。假设粒子 2受到来自粒 

子 1的引力^．z作用，可以通过式(14)求出，1．zo再根据运动 

定律可以求 出粒子在引力 -厂1．z的作用下的运动加速度 nz： 

一  (16) 
m 2 

文献E1]中使用的三角范数算子为乘积算子 TP。假设粒 

子 1、2的惯性质量分别为m 和mz，根据式(14)和式(16)有 

一  

， 、
Tp(Tn1，；rn2) r 1 

啦一 — 。而 ‘ 

一  ⋯

irnl~(?T／2
— r_ ． 一‘r·———：——一·——： 一·一 

ll r 1I l1r lI 17-i2 

m l r 

— G ·—。 ·—_  (17) 
ll llr ll 

从上式可以看出，粒子 2的惯性质量 m2在求加速度的 

过程中被约去了，因此不管粒子 2的惯性质量 mz是否等于 

零，都不会出现粒子2的加速度等于无限大的问题。但我们 

在使用其它的三角范数算子 、丁Z和 T 时，粒子 2的惯性 

质量不能够约去，因此当粒子2的惯性质量等于零时，就会出 

现粒子 2的加速度等于无限大的问题，显然本文不允许这种 

情况发生。 

为了解决上述问题，我们变换一下式(4)和式(6)。对于 

求最小值问题时，把式(4)改为 ： 

worst(t)=( max fgtj( ))+￡ (18) 
jC-{1，⋯，N／ 

式中，e是一个很小的常数。把式 (18)带入式(1)和式(2)，可 

知每个粒子的惯性质量的大小在区间[O，1]上。 

对于求最大值问题时，把式(6)改为 

zoorst(t)一( rain fgtj(￡))一￡ (19) 
j∈ {1，⋯ ．N) 

式中，￡是一个很小的常数。把式(19)带入式(1)和式(2)，可 

知每个粒子的惯性质量的大小在区间[O，1]上。这样就很好 

地解决了上述问题。 

3 实验仿真与结果分析 

本文的实验在 Windows XP系统上，使用Matlab R2009a 

版本仿真。本文的实验都是寻找测试函数的最小值 。为了叙 

述方便，把用三角范数算子 sZ、 、THD、 和 所替换对 

应的引力搜 索算 法分别 简称 为 SZ-GSA、TZ-GSA、THD- 

GSA、TP-GSA’和 TL-GSA，而 TP_G： 即为 本文 原算 法 

GSA。在 3．1节，我们使用单峰函数进行测试，3．2节使用多 

峰函数进行测试。最后对一个多峰函数在不同密度的峰数情 

况下进行测试，以证实测试函数的峰值密度对各个算法搜索 

效果的影响。 

3．1 单峰函数的测试与分析 

在表 1中，测试函数全是单峰函数，S是R”的子集， 代 

表函数的维数，所有测试函数的最小值都为零。在本文中，函 

数的维数n一1O，对每个函数分别用 5个三角范数算子替换 

相对应的引力搜索算法进行搜索，运行时每个算法分别迭代 

500次。实验结果如表 2所列。表 2中 Mean和 Std分别表 

示每个算法分别运行3O次时最优值的平均值和标准差。 

表 1 测试函数 

测试函数 S 

F1(X)一 ∑ 

(x)一 ∑(∑32．)0 
l一1』=1 

凡(X)一max{ l，14 ≤n) 

F4(x)= ElOO(xi+l一 ) 十( -1) ] 

F5(X)= ∑(L置+0．5 J)2 
l 1 

F6(x)一∑ix +random[0，1) 

F7(x)：量 +(量0．5ixD2+(量0．51x )4 
l= l z= l l； l 

E-100，100]" 

[一】0O，100]" 

[一100，100]． 

[一30，30]n 

[一100，100]~ 

E-1．28，1．28] 

[一10，10J" 

表 2 仿真结果 

从表 2可以看出，函数 F 、F2、F3、F4、F5和 F7用 GSA 

所搜索到的最优值要好于其它的算法。而且从图2可以看 

出，TP-GSA对函数搜索的收敛性更远远好于其它的算法；对 

于 TZ_GSA和THI)_GSA，除了函数 F6用 TZ_GSA搜索的结 

果要好于GSA之外，其它函数的搜索结果都差不多。因为在 

式(9)中存在一个随机数rand，所以在某一时刻￡，粒子i的步 

长n (f)是一个小范围内的随机值，因此两个搜索能力相近的 

算法，不一定就能说明这两个算法搜索能力的好坏。并且从 

图2可以看出，TZ-GSA和THD-GSA的收敛性也差不多，而 

SZ-GSA和TL-GSA对表 1中的函数几乎不收敛。 
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图2 实验仿真图像 

通过以上分析可以看出，对于单峰函数，不管从收敛性方 

面还是从最后结果好坏角度去考虑，都应该用 GSA进行搜 

索；其次，仅仅从最后搜索到的结果精度来看，也可以用TZ_ 

GSA和THD-GSA进行搜索；但从收敛性的角度看，最好还 

是用GSA搜索。SZ-GSA和 TL-GSA对表 1中的函数几乎 

不收敛。从 2．1节分析的三角范数性质知道，三角范数算子 

sZ和丁f_分别是本文中所用到的5个三角范数算子中最强的 

和最弱的，因此对于单峰函数，可以不用考虑用强于 和弱 

于T 的三角范数算子替换的引力搜索算法来搜索单峰函数 

的最优值。 

3．2 多峰函数的测试与分析 

表 3中全是多峰函数 ，其中函数 F8、F o和 F 是低维多 

峰函数，其它为高维多峰函数。S是R”的子集，_厂*表示相对 

应函数的最小值，7／代表函数的维数，在这里 一10。实验结 

果如表 4所列。表 4中 Mean表示运行 3O次最优值的平均 

值 ，Std表示运行 3O次时最优值的标准差。 

表 3 测试函数 

测试函数 s ，* 

F8(x)=( l+2 2--7)0+(2x1+xe--5) [一10，10]2 0 

F9(x) ( 1—1) + n (2
z~-xi_a) [一lO，10J 。 

F1o(x)：(1+ ( 1+z2+ 1)。(19—14x1+13x 一 

14x2+6x1 2+。 ；’ ‘。。+‘ 1一 E
-

2,2] 3 3
x2) (18—32x1+12x 一48x 一36x 

z2+27x；)) 
I1【．)() 一cos(x1)cos(xz)exp(一( l一 ) 一 

( 2一 )2) 

F12(x)一2o+e一2oe{√{ 1 2一 
e一音⋯cos(2~ri 

( 言 一直 xi)十l 
F14(x)=10H+基(z 一1oo0s(2xx )) 

F15(x)=一基(墨sIn～厂r _厂) 

E-100，100]2 —1 

[一32，32] 0 

[一60O，600] o 

[一5．12，5．12] 0 

[一500，5oo1 --418．98n 

为了更好地分析实验结果，首先分析表 3中每个函数的 

三维图像的特征。图3列出了部分函数的三维图像。对于函 

数 、F9和F1。，它们的最小值点周围的点的一阶导数的值 

相对比较小，周围很平坦。典型的三维图像如图 3中的函数 
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F8的三维图像所示。对于函数 F1 和F 。，它们的最小值点周 

围的点的一阶导数的值相对 比较大，而且它们的最小值和局 

部最小值都分布在一个相对比较小的范围内，峰值分布密度 

比较大，近似于锥形。典型的三维图像如图3中函数 F z的j 

维图像所示。对于函数 F 。、Ft 和 F ，它们最小值点周围的 

点的一阶导数值相对比较大，而且它们的最小值和局部最小 

值都相对均匀地分散在比较大的范围内。典型的三维图像如 

图 3中函数 F1s和F s的三维图像所示。 

! 
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图 3 部分测试函数的三维图像 
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图4 实验仿真图像 

从表 4的实验结果可以看出，对于函数 F8、 、F F 

和F z搜索到的结果和函数的收敛性还是用 GSA算法比较 

好。而对于函数 F s、F 和 F s，T GSA和 THD-GSA搜索 

的结果和收敛性相对比较好。特别值得注意的是 SZ-GSA对 

函数F s的搜索，它对该函数的搜索结果明显好于其它算法。 

从图4也可以看出，SZ-GSA对函数F1 的收敛性也都远远好 

于其它的算法。由2．1节可知，三角范数算子 是本文用到 

的 5个算子中最强的，根据式(9)可知，它相对的加速度也 比 

较大，因此它所替换的引力搜索算法很容易跳出局部最优值。 

但从函数F 。和F 的搜索结果又可以看出，越强的三角范数 

算子替换的引力搜索算法搜索到的结果不一定越好。对此可 

以认为，当迭代一定次数而陷入局部最优值后，需要局部搜 

索。这时和单峰函数一样，步长越小，搜索到的结果越好。因 

此对于和函数 Fls的二维图像分布相似的函数，搜索最优值 

的算法的选择应该从能否从局部最优值跳出和搜索精度两方 

面综合考虑来选一个合适步长的算法。从图3可以看出，函 

数F 。的局部最优值峰值的分布比F s的局部最优值峰值分 

布的密度要大得多，因此对于函数 F s应该使用比较强的三 

角范数算子替换的引力搜索算法搜索，因为步长相对比较长 
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的算法更加容易跳出局部最优值。也就是说，函数局部最优 

值分布密度小的，应该用比较强的三角范数算子替换的引力 

搜索算法；函数局部最优值分布密度大的，应该用比较弱的三 

角范数算子替换的引力搜索算法。 

表 4 仿真结果 

4 仿真结果 

为了论证上述结论，这里用函数 F1s做实验。设该函数 

在这里的搜索空间为 S一[一5，5]，函数的维数 一1O。对表 

3中函数 F1。的每个变量 乘以一个常数k，得到下面函数 

Fle。当k越大，函数F1。在一定范围内的局部最小值越多，也 

就是局部峰值密度越大。表 5为不同忌值的情况下不同三角 

范数算子替换的引力搜索算法搜索到的对应结果。 

F16(x)一言 一旦n c。s( )+1 

表 5 仿真结果 

当k=0．1时，函数F1e只有一个最小值，即为单峰函数， 

表 5中相对应的结果符合 5个算法的搜索结果。当k等于 

2．O、3．0、4．0、5．0、6．0、7．0和9．0时，F】6为多峰函数，而且各 

个峰值之间都存在一定的距离，这时需要步长比较大的算法 

搜索最优值；当 k等于6．0、7．0和 9．0时，F16为多峰函数，而 

且各个峰值之间都存在一定的距离，这时需要步长比较大的 

算法搜索最优值。从表 5中的结果可以看出，这时 TZ-GSA 

搜索到的结果最好，这几乎符合上节的结论。当k等于 1．5 

和9．0时，THD-GSA搜索结果最好，这是因为当k等于 1．5 

时，函数F1 为多峰函数，而且它们的各峰值之间的距离足够 

大 ，以致于本文所提到的 5个算法的步长都没有足够大从而 

跳不出局部最优值。因此在陷入最优值后，相当于搜索单峰 

函数，这时算法的步长越短，搜索到的效果越好；而当k等于 

9．0时，函数F1。也为多峰函数，这时步长越小，反而搜索到的 

效果可能越好，这是因为这时峰值之间的距离比较小，以致于 

本文提到的5个算法步长都足够长而很容易跳出局部最优 

值。这时算法的步长越小，反而搜索到的效果也有可能越好， 

这与多峰函数且峰值密度很大的情况相似。当k等于 10．0 

时，TP-GSA搜索的结果最好，这种情况可以和k等于 9．0时 

的情况一样理解。 

结束语 本文在引力搜索算法基础上根据三角范数的性 

质而变换出了其他几种引力搜索算法。针对测试函数二维图 

像特征，应该使用相应的三角范数算子替换出的引力搜索算 

法搜索它的最优值。由第 3节可知，对于多峰函数，且它们的 

峰值分布均匀，密度不是太大也不是太小的情况下，应该尽量 

使用比较强的三角范数算子，这样搜索最优值时，它的搜索 

能力和收敛速度都比较好。而对于其它特征的测试函数， 

应该使用原来的算法，即 TP-GSA。我们还可以得出结 

论：对于强于 和弱于 丁L的三角范数算子，可以不用考 

虑替换 。 
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价和优劣比较，根据 4．2节的灰熵绝对关联分析评价模型流 

程图进行综合评价，具体步骤如下所示。 

表 1 嵌入式计算机比较序列与参考序列的无量纲数据 

表 2 比较序列的灰色绝对关联系数 

步骤1 建立层次结构模型 

根据嵌入式计算机性能参数指标和能够适应未来环境发 

展的需求，构建了3层的评价指标体系，如图1所示。 

步骤2 确定参考序列和比较序列 

参考序列 o是通过统计方法从众多性能较好的嵌入式 

计算机中得到的相关指标数据而构造的，比较序列 ， ，37。 

分别是由A、B、C 3种嵌入式计算机根据相关指标得到的数 

据，并采用初值像对序列 ， 一0，1，2，3进行无量纲处理 ，处 

理结果如表 1所列。 

步骤 3 计算比较序列的灰色绝对关联系数 (是)，(i一 

1，2，3)。 

根据式(6)，得到比较序列的灰色绝对关联系数如表 2所 

列 。 

步骤 4 计算灰熵绝对关联度 

根据式(2)和式(3)，计算比较序列的灰绝对关联熵 

H(p )分别为： 

H(p1)一2．9278，H(p2)一2．9410，H(P3)一2．9004 

则根据式(4)，得到灰熵绝对关联度 E(z )分别为： 

E，(z1)一0．9943，Er(z2)一0．9988，E ( 3)一0．9850 

步骤 5 进行综合评价 

将灰熵绝对关联度 Er(五)，i一1，2，3按由大到小的顺序 

进行排列，显然有 E，(-z )>EF( )>E，( 。)。 

这表明 A、B、C 3种嵌入式计算机中，B型嵌入式计算机 

的综合性能最优，其次是 A型嵌入式计算机，最后为 C型嵌 

入式计算机。评价结果与实际使用中的性能表现相符。 

结束语 本文将灰熵理论与灰色绝对关联分析理论相结 

合 ，提出了灰熵绝对关联分析评价模型，该模型有效地解决了 

传统灰熵关联分析的不唯一性，提高了嵌入式计算机性能评 

估的准确性和有效性，为今后嵌入式计算机综合性能的评价 

提供了有价值的参考。 
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