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摘　要　如何对复杂网络进行刻画与度量,一直是人们关注的热点.在研究自相似复杂网络分形维数的基础上,提出

了一种度量复杂网络的新方法———网络维数,即复杂网络边权重和的对数值与节点权重和的对数值的比值,可以将边

权重及点权重推广到实数域和复数域;同时给出了不同类型权重对应的网络维数的计算方法;最后以几个代表性的经

典复杂网络模型为例,讨论了所提出的网络维数的若干性质.
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Abstract　Howtomeasurecomplexnetworkshasalwaysreceivedmuchattention．Thispaperproposedanew method

basedontheanalysisoffractaldimensionofselfＧsimilaritycomplexnetworks,namednetworkdimension,tomeasure

complexnetworks．Networkdimensionisexpressedasthedivisionoflogarithmofthesumofedges’weightsandlogＧ

arithmofthesumofnodes’weightsofcomplexnetworks．Theweightsofbothedgeandnodeareextendedtorealand

complexnumberfields．Thecalculationmethodsofnetworkdimensionsofweightednetworkswithdifferenttypesof

weightswerepresented．Finally,severalrepresentativeclassicalcomplexnetworkmodelsweretakenasexamplestodisＧ

cusssomepropertiesoftheproposednetworkdimension．
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１　相关工作

作为复杂系统的高度抽象,复杂网络因能对复杂系统进

行较好的分析、刻画与描述,一直备受人们的关注.对复杂网

络的研究最早可以追溯到１８世纪 Euler对哥尼斯堡七桥问

题的研究,现代意义上的复杂网络研究起源于２０世纪中叶

Erdos和Renyi提出的ER随机网络模型[１].ER随机网络理

论奠定了后续近半个世纪对复杂网络进行研究的理论基础.

ER随机网络的度呈泊松分布,与真实复杂网络的度分

布并不相符.经过人们对 ER 随机网络模型的持续改进,

WS[２],NW[３],BA[４]等多种网络模型相继出现.WS网络模

型及 NW 网络模型的度呈指数分布,二者揭示了复杂网络的

小世界特性;BA网络模型的度呈幂律分布,揭示了复杂网络

的无标度特性.当前,从邻接矩阵的视角对复杂网络的自相

似特性进行研究已经取得了许多进展[５],从关联矩阵的视角

研究超网络也取得了相当的成果[６].随机网络、小世界网络、

无标度网络、自相似网络等各种网络的度分布各不相同,其特

性的差异也较大.度量泊松分布、指数分布、幂律分布等需要

不同的参数,如何对复杂网络进行较好的刻画与度量是当前

人们关注的重点.

度量复杂网络的方法包括:网络规模、度秩函数、分维指

标、分形维数等.网络规模(即网络的节点数目)是最为简单、

最为直观的度量复杂网络方法,但其无法辨识节点数相同而

边数不同的拓扑结构各异的复杂网络,因此实用性受限.度

秩函数[７]是从统计意义上对复杂网络进行度量的,但在具体

的计算中因其计算量过大而复杂程度较高.分维指标[８]用于



对煤炭断层的复杂网络进行度量,在实际应用中取得了较好

的效果.采用拓扑学[９]等方法对复杂网络进行度量在实际网

络中已经取得了一些进展.真实网络固有的复杂特性,使得

上述度量方法均存在一些缺陷与不足,如网络规模过于笼统、

度秩函数计算复杂度较高、分维指标泛化性不足等.此外,人
们也采用度分布对复杂网络进行度量,如泊松分布的λ参数、

指数分布的率参数λ、幂律分布的标度指数λ等.但由于不同

网络的度分布各不相同,因此该方法的普适性较差.在实际应

用中,需要研究复杂网络的直观、合理且便于计算的度量.

近年来,随着复杂网络分形特性研究的兴起,源于分形几

何的分形维数成为度量复杂网络的新研究热点.自相似特性

是复杂网络有别于小世界特性及无标度特性的第三大特性,

人们提出采用分形维数对复杂网络进行度量.传统意义上,

复杂网络分形维数的计算极其复杂,而且受节点序列的选取

等多种因素的干扰.目前,复杂网络分形维数的计算只能应

用于权重为正实数的网络,而无法有效处理权重为负实数、纯
虚数乃至复数的复杂网络.因此,本文提出了一种度量复杂

网络的新方法———网络维数,网络维数可以推广和应用于边

权重及节点权重为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不同

类型的复杂网络中.

２　预备知识

２．１　图论

图可以表述为G＝(V,E),其中V＝{v１,v２,􀆺,vi,􀆺}
(１≤i≤|V|)是网络中所有节点的集合,E＝{e１,e２,􀆺,ej,􀆺}
(１≤j≤|E|)是网络中所有边的集合,且E⊆V×V.其中,

|V|表示图G中的节点数目,|E|表示图G中的边数目.

定义１[１０]　图G的节点度分布是指图G 中节点度的概

率分布或频率分布(统称分布).

度分布是对一个图中节点度数的总体描述,对于随机图

而言,其度分布是指图中节点度数的概率分布.对于任一非

负整数k,度数为k的节点在图G 中的所有节点中所占的比

例p(k)为[１１]:

p(k)＝
|∪d(vi)＝k{vi}|

|V|
(１)

且:

∑
d∈Z

＋
p(k)＝１ (２)

其中,d(vi)表示节点vi 的度,Z＋ 为正整数,当然,也可以用图

G中节点度的频数来描述度分布,此时式(１)及式(２)表示为:

p(k)＝|∪d(vi)＝k{vi}| (３)

∑
d∈Ν０

p(k)＝|V| (４)

在描述图G的度分布时,式(１)和式(３)与式(２)和式(４)

的效果是一样的.

定义２[１０]　图的密度是指图G 中的边数与最多可能的

边数之比,记为Density(G).由于G 中任意节点最多可能与

除自身之外的其他所有节点相连,因此Density(G)可用下式

进行计算:

Density(G)＝
∑

|V|－１

k＝１
kp(k)

１
２|V|(|V|－１)

＝
２ ∑

|V|－１

k＝１
kp(k)

|V|(|V|－１)

＝ ２|E|
|V|(|V|－１) (５)

对于图而言,可以根据是否存在权重将图分为无权图及

带权图.无权图是指图中的节点及边均没有权重的图,而带

权图是指图中的节点或边存在权重的图.由于图与其邻接矩

阵具有逐一对应的特性,若采用邻接矩阵对无权图及带权图

进行描述,则无权图中邻接矩阵的元素非０即１,而带权图中

邻接矩阵的元素可以为任意数,包括实数、虚数,甚至复数.

显然,无权图是带权图的特例.在实际生活中,一般情况下带

权图的权重为正实数.

２．２　分形维数

分形理论是 Mandelbrot于２０世纪提出的一种处理不规

则、不光滑物体的理论[１２].分形维数是其研究的一个重要内

容.在经典的欧氏几何中,物体的维数是整数,如点是０维,

线是１维,面是２维,体是３维.但在对一些实际物体进行分

析研究时发现,自然界中的一些物体并不能用经典欧氏几何

中的整数维进行描述,如起伏的山峦、漂浮的云朵、曲折的海

岸等.对这些物体的描述需要采用新的方法,分形维数为刻

画这些物体提供了可行的途径.

计算分形维数的方法众多,如豪斯道夫维数、信息维数、

盒维数等.应用较广的是豪斯道夫维数,用公式表示为:

d＝lim
ε→０

logN(ε)

log(１
ε

)
(６)

其中,ε是小立方体的边长,N(ε)是覆盖被测形体所需要的小

立方体数目.维数公式意味着用边长为ε的小立方体覆盖被

测形体,以确定形体的维数.一般情况下,对于任意物体 X,

其拓 扑 维 数 dimtX 及 豪 斯 道 夫 维 数 dimtH 存 在 以 下

关系[１３]:

dimtX≤dimtH (７)

不同物体分形维数的计算有对应的理论与方法,其中拓

扑维数为２的物体分形维数的计算已较为成熟并得到了广泛

应用,如 Koch雪花等.对于高维物体分形维数的计算,可以

先将其降到低维,再计算低维物体的分形维数,最后根据余维

相加定律还原得到原始高维物体的分形维数[１４].

由于实际情况中分形物体往往极为复杂,采用单一的分

形维数进行描述并不能全面刻画分形物体的各项特性.人们

尝试采用多个不同的分形维数对分形物体进行描述,这就是

多重分形[１５].多重分形目前并没有公认的严格定义,在理论

及应用等诸多方面还需要进一步的完善.

２．３　自相似网络

自相似特性是复杂网络继小世界特性及无标度特性之后

的第三大特性[１６],对复杂网络自相似特性的研究是复杂网络

研究的重点,其中分形维数的计算是其研究的主要内容之一.

分形维数也是复杂网络的一种度量方法.显然,分形维数越

大的复杂网络越复杂.对复杂网络分形维数的计算可以采用

盒维数的方法[１７],也可以采用基于盒维数改进而得到的随机

盒覆盖维数[１８]、边覆盖维数[１９]、球覆盖维数[２０]等其他方法.

以盒维数为代表的复杂网络分形维数的计算结果与理论

值的吻合情况较好,但其计算复杂,且算法结果依赖于节点序

列的选择.人们也将时间序列中分形维数的计算方法引入到
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自相似网 络 的 分 形 维 数 计 算 中,并 得 到 了 较 为 广 泛 的 应

用[２１].此外,对加权网络分形维数的研究也引起了人们较大

的关注[２２].

我们从矩阵的视角来研究自相似网络.自相似矩阵对应

的网络必然也是自相似的,进而二者的分形维数是相等的.

于是,通过对邻接矩阵分形维数的研究可以间接得到自相似

网络的分形维数.基于矩阵运算,我们分别构建了自相似复

杂网络[５]及自相似超网络[６],并计算了其分形维数.余维相

加定律等理论与方法也被应用到自相似网络中来计算分形

维数[２３].

现有的对自相似网络的研究及分形维数的计算虽然解决

了网络中的一些问题,但仍有进一步推广应用的空间.针对

复杂网络的研究已从无权图逐步推广并应用到带权图.一般

情况下,对带权图的研究只是对边含有权重的图进行研究,忽

略了对节点含有权重的图的研究,而且一般要求权重为正实

数,对负实数或其他类型的权重则无法很好地进行处理.为

此,我们从自相似网络分形维数出发,提出了一种度量复杂网

络的新方法———网络维数,并对其特性进行了分析.

３　网络维数

３．１　无权图的网络维数

我们从邻接矩阵的视角对复杂网络进行了分析,分别构

建了自相似复杂网络和随机复杂网络,并针对自相似复杂网

络给出了其分形维数[５].由无向图构成的自相似复杂网络的

分形维数可以表述为边数两倍的对数值与节点数对数值的比

值,即:

FD(G)＝log２|E|
log|V|

(８)

可以将无向图中的任一无向边视为两条有向边.因此,

对于有向图而言,式(８)可以改写为如下形式:

FD(G)＝log|E
→
|

log|V|
(９)

若图中既含有有向边,又含有无向边,则可以先将图中所

有的无向边替换成两条有向边,再利用式(９)进行计算.显

然,一般情况下,式(９)比式(８)更适用.式(９)即为无权图的

网络维数的计算公式.特别地,当无权图为无向图时,也可以

用式(８)计算图的网络维数.

３．２　权重为正实数的图的网络维数

式(９)的缺陷在于只能度量无权图的分形维数,若将图由

无权图推广到权重为正实数的带权图,则式(９)可以改写为:

FD(G)＝
log∑

e∈E
we

log∑
v∈V

wv
＝
log∑

e∈E
　f(e)

log∑
v∈V
　f(v)

＝
log ∑

１≤j≤|E|
|ej|

log ∑
１≤i≤|V|

|vi|
＝
log ∑

１≤j,k≤|V|
|Cjk|

log ∑
１≤i≤|V|

|vi|
(１０)

其中,V 为图中节点的集合,E 为图中边的集合,f(e)为图的

边权重函数,f(v)为图的节点权重函数,C 为图的邻接矩阵,

|vi|为第i个节点的权重,|ej|为第j条边的权重.

显然,对于无权图而言,式(１０)与式(９)是等价的,其网络

维数即为其分形维数.式(１０)即为权重为正实数的图的网络

维数的计算方法.由于式(１０)中节点权重和边权重可以取任

意正实数,因此可以将式(１０)推广并应用于任意权重为正实

数的图.

对于无权图及带权图而言,根据边权重及点权重的取值,

可以得出其网络维数之间的关系,如图１所示.

图１　无权图与带权图的网络维数的关系

Fig．１　Relationshipsbetweennetworkdimensionsofunweighted

graphandweightedgraph

从图１中可以看出,通过对无权图中的节点或边赋予不

同的正实数权重,可以实现从无权图向带权图的拓展与推广.

为带权图中的节点或边赋予不同的权重函数,可以具体分析

带权图的各项特性.

３．３　权重为负实数的图的网络维数

图１只能处理节点权重或边权重为正实数的带权图;对

权重为负实数的带权图,需要考虑真数为负实数的对数,我们

通过欧拉公式解决此问题.

欧拉公式表述为:

eix＝cosx＋isinx (１１)

由于正弦函数及余弦函数均为周期函数,因此式(１１)实

际上是一个周期多值函数.一般情况下,我们只对其一个周

期内的数据进行分析即可,即对其主值或主支进行分析.显

然,对于式(１１)而言,当x＝π时,即有:

eiπ＝－１ (１２)

对式(１２)中等号的左右两部分同时取对数,即有:

logeiπ＝log(－１) (１３)

对正实数形式的节点权重函数f(v)及边权重函数f(e)

而言,则有:

log(－f(v))＝logf(v)eiπ

log(－f(e))＝logf(e)eiπ{ (１４)

于是,我们实现了将节点权重及边权重由正实数推广到

负实数.图２是权重为正实数及负实数的带权图网络维数关

系图.

式(１１)间接说明了权重为０的带权图没有实际意义.因

为只有当sinx及cosx同时取０时才可能使式(１１)中等号的

右部分取０,而sin２x＋cos２x＝１,所以式(１１)中等号的右部分

不可能为０.即严格意义上讲,在实数域内,f(v)及f(w)的

定义域为:
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f(v)∈R\{０}

f(e)∈R\{０}{ (１５)

图２　权重为正实数及负实数的带权图网络维数的关系

Fig．２　Relationshipsbetweennetworkdimensionsofweighted

graphswithweightsofbothpositiveandnegativerealnumber

３．４　权重为纯虚数的图的网络维数

同理,借助于欧拉公式,我们也可以将节点权重及边权重

由实数推广到纯虚数.

对于式(１１)而言,当x＝π/２时,即有:

e
iπ
２ ＝i (１６)

对式(１６)中等号的左右两部分同时取对数,即有:

loge
iπ
２ ＝logi (１７)

对于正实数形式的节点权重函数f(v)及边权重函数f(e)

而言,则有:

logf(v)i＝logf(v)e
iπ
２

logf(e)i＝logf(e)e
iπ
２{ (１８)

图３是权重为正实数及纯虚数的带权图网络维数关系图.

在图２及图３中,分别将带权图中的节点权重及边权重

从正实数推广并应用到负实数及纯虚数.在实际中,节点权

重及边权重可能由同时包含实数部分及虚数部分的复数组

成,我们可以将节点权重及边权重进一步推广到复数.

图３　权重为正实数及纯虚数的带权图网络维数的关系

Fig．３　Relationshipsbetweennetworkdimensionsofweightedgraphs

withweightsofpositiverealnumberandpureimaginarynumber

３．５　权重为复数的图的网络维数

根据欧拉公式,对任意实数部分为a、虚数部分为bi的复

数z而言,其对数为:

logz＝log(a＋bi)

＝log a２＋b２ ( a
a２＋b２

＋ bi
a２＋b２

)

＝log a２＋b２e
itan－１b

a (１９)

借助于式(１１),我们可以将带权图中的节点权重及边权

重从实数及虚数推广并应用到复数.对正实数形式的节点权

重函数f(v)及边权重函数f(e)而言,则有:

log(a＋bi)f(v)＝log a２＋b２e
itan－１b

af(v)

log(a＋bi)f(e)＝log a２＋b２e
itan

－１b
af(e){ (２０)

图４是权重为正实数及复数的带权图网络维数关系图.

图４　权重为正实数及复数的带权图网络维数的关系

Fig．４　Relationshipsbetweennetworkdimensionsofweightedgraphswithweightsofpositiverealnumberandpurecomplexnumber
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　　与式(１５)类似,在复数域中,图中节点的权重及边的权重

也不能为０,即a和b不能同时为０.

从图４可以明显看出,当a＝－１,b＝０时,图４退化为图

２;当a＝０,b＝１时,图４退化为图３,即图２与图３分别是

图４在极端情况下的特例.

４　网络维数的若干性质研究

我们分别对图的节点权重及边权重分别为０Ｇ１形式的无

权图、正实数的带权图、负实数的带权图、纯虚数的带权图、复

数的带权图等进行了研究,对每一种图均给出了其网络维数

的计算方法,并给出了它们与通常意义上权重为正实数的带

权图之间的关系.由于权重越复杂的图,其特性也越复杂,因

此现阶段应用较广的几个经典的网络模型实际上均是０Ｇ１形

式的无权图.对复杂网络各项特性的研究均是从０Ｇ１形式的

无权图开始的,于是我们选取最简单的权重为０Ｇ１形式的无

权图进行分析研究,来讨论其网络维数的性质,进而将其推广

并应用到其他类型的复杂网络.

定理１　任意网络的网络维数不小于０.

证明:根据网络维数的定义,对式(９)进行分析,则有:

ND(G)＝log|E
→
|

log|V|≥ log１
log|V|＝０ (２１)

因此,定理１显然成立.

对由不同网络得到的 Kronecker积图进行分析,可以得

出如下定理.

定理２　对于n个图G(i)(１≤i≤n)的 Kronecker积图

G(n)而言,G(n)的网络维数是所有构成此 Kronecker积图的

G(i)(１≤i≤n)的边数对数值之和与节点数对数值之和的比

值,用公式表示为:

若

G(n)＝􀱋
n

i＝１
G(i) (２２)

则:

ND(G(n))＝
∑
n

i＝１
log|E

→
(i)|

∑
n

i＝１
log|V(i)|

(２３)

证明:由式(２２)可知:

|E
→(n)|＝∏

n

i＝１
|E

→
(i)|

|V(n)|＝∏
n

i＝１
|V(i)|

{ (２４)

则有:

ND(G(n))＝log|E
→(n)|

log|V(n)|＝
log∏

n

i＝１
|E

→
(i)|

log∏
n

i＝１
|V(i)|

＝
∑
n

i＝１
log|E

→
(i)|

∑
n

i＝１
log|V(i)|

(２５)

定理２得证.

若由一个图进行n次迭代 Kronecker积运算得到的 KroＧ

necker积图的网络维数都相等,都等于初始图的网络维数,则

可以得出如下引理.

引理１　迭代 Kronecker积图的网络维数都相等,且都等

于初始图的网络维数.

证明:对式(２５)进行分析,则有:

ND(G(n))＝
∑
n

i＝１
log|E

→
(i)|

∑
n

i＝１
log|V(i)|

＝nlog|E
→

(１)|
nlog|V(１)|＝log|E

→
(１)|

log|V(１)|

＝ND(G(１)) (２６)

引理１得证.

定理３　当网络规模足够大,即网络节点数n趋近无穷

时,有:

ND(G)≈２＋lognDensity(G) (２７)

证明:当节点数目n趋近无穷时,有:

lim
n→∞

(２＋lognDensity(G))

　＝lim
n→∞

(２＋logn
|E

→
|

n(n－１))

＝lim
n→∞

(lognn２＋logn
|E

→
|

n(n－１))

＝lim
n→∞

(logn
|E

→
|n２

n(n－１))

＝lim
n→∞

(logn
|E

→
|n

(n－１))

＝logn|E
→
|

＝log|E
→
|

log|V|
(２８)

定理３得证.

定理３说明了对一个特定的网络而言,其网络密度越大,

对应的网络维数就越大,这与通常意义上网络越稠密则网络

越复杂的认知是吻合的.

对ER随机网络进行分析,可以得出如下引理.

引理２　对于随机连接概率为p的ER随机网络而言,在

网络规模足够大,即网络节点数n趋近无穷时,有:

ND(G)≈２＋lognp (２９)

证明:不失一般性,我们对简单无向图进行分析.对于随

机连接概率为p的ER随机网络而言,在网络规模足够大,即

网络节点数n趋近无穷时,其边数为:

|E
→
|＝２|E|＝pn(n－１) (３０)

将式(３０)代入式(２７),有:

ND(G)≈２＋lognDensity(G)＝２＋logn
pn(n－１)
n(n－１)

＝２＋lognp (３１)

引理２得证.

结束语　复杂网络为复杂系统的分析研究提供了一种较

为便捷的方法,受到了人们极大的关注.对于自相似网络而

言,其分形维数是复杂网络的一种度量方法.本文对分形网

络的分形维数进行拓展,提出了一种度量复杂网络的新指

标———网络维数,网络维数即为网络边权重和的对数值与节

点权重和的对数值的比值;同时将网络维数应用于节点权重

及边权重为正实数、负实数、纯虚数、复数等多种不同类型的

带权图,并给出了其网络维数的计算方法;最后,将网络维数

５５第１期 刘胜久,等:网络维数:一种度量复杂网络的新方法



应用于几个经典的网络模型中,并分析网络维数的若干性质.

后续研究的重点在于结合真实复杂网络的各项特性对网络维

数进行深入的分析,并针对其给出可信的物理解释.
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