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在线核选择的对抗式多臂赌博机模型

李峻樊　廖士中

(天津大学智能与计算学部　天津３００３５０)
　

摘　要　在线核选择是在线核方法的重要工作,可分为过滤式、包裹式和嵌入式３种类型.已有在线核选择探索了包

裹式方法和嵌入式方法,也经验地采用了过滤式方法,但迄今尚没有一个统一的框架来比较、分析并研究各种在线核

选择问题.文中提出一种在线核选择的多臂赌博机模型,该模型可作为一个统一框架,同时给出在线核选择的包裹式

方法和嵌入式方法.给定候选核集合,候选集中的一个核对应多臂赌博机模型中的一个臂,在线核选择的每回合依据

一个概率分布重复地随机选择多个核,并应用指数加权的方法来更新该概率分布.这样,在线核选择问题本质上可归

约为一个非遗忘对手环境下的对抗式多臂赌博机问题,并可应用对抗式多臂赌博机模型统一地给出在线核选择的包

裹式方法和嵌入式方法.文中进一步提出一个新的在线核选择后悔的概念,理论证明包裹式方法具有关于回合数亚

线性的弱期望后悔界,并且嵌入式方法具有关于回合数亚线性的期望后悔界.最后,在标准数据集上通过实验验证了

所提统一框架的可行性.
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AdversarialMultiＧarmedBanditModelwithOnlineKernelSelection
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Abstract　Onlinekernelselectionisanimportantcomponentofonlinekernelmethods,anditcanbeclassifiedintothree

categories,thatis,thefilter,thewrapperandtheembedder．Existingonlinekernelselectionexploresthewrapperand

theembeddercategories,andempiricallyadoptsthefilterapproach．Buttherehavebeennounifiedframeworksyetfor

comparing,analyzingandinvestigatingonlinekernelselectionproblems．Thispaperproposedaunifiedframeworkfor

onlinekernelselectionresearchesviamultiＧarmedbandits,whichcanmodelthewrapperandtheembedderofonlinekerＧ

nelselectionsimultaneously．Givingasetofcandidatekernels,thispapercorrespondseachkerneltoanarminanadverＧ

sarialbanditmodel．Ateachroundofonlinekernelselection,thispaperrandomlychosemultiplekernelsaccordingtoa

probabilitydistribution,andupdatedtheprobabilitydistributionviatheexponentiallyweightedaveragemethod．Inthis

way,anonlinekernelselectionproblemwasreducedtoanadversarialbanditprobleminanonＧobliviousadversarysetＧ

ting,andaunifiedframeworkwasdevelopedforonlinekernelselectionresearches,whichcanmodelthewrapperandthe

embedderuniformly．Thispaperfurtherdefinedanewregretconceptofonlinekernelselection,andprovedthatthe

wrapperwithintheframeworkenjoysasubＧlinearweakexpectedregretboundandtheembedderwithintheframework

enjoysasubＧlinearexpectedregretbound．Experimentalresultsonbenchmarkdatasetsdemonstratetheeffectivenessof

theproposedunifiedframework．
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１　引言

在线核选择是在线核学习的关键问题.不同于离线核选

择可分为训练、验证和测试阶段,在线核选择与在线核学习在

每回合必须相混合,同时完成选择、预测和更新工作.由于在

线核学习处理的是流式数据,且数据没有固定分布[１Ｇ２],因此

每回合必须实时完成,且在线核选择和在线核学习均须有理

论保证.经典的离线核选择方法(如kＧ折交叉验证 (kＧfold
crossvalidation)[３]和最小化模型泛化误差上界[４])需要划分

训练集和验证集,并在训练集和验证集上反复选择核,不仅时

间复杂度高,而且不适用于在线核学习和在线核选择[５].

模型选择方法大体上可分为过滤式、包裹式和嵌入式３
种类型[６].已有在线核选择工作经验地采用过滤式方法,零
散地提出了个别嵌入式方法和包裹式方法,Dekel等[７]以及



Zhao等[８]经验地预设核,采用了一种过滤式方法.该类方法

没有理论上的保证,也没有规范的形式.Fan等[９]和 Chen
等[１０]提出自适应的在线核选择,在原始的再生核希尔伯特空

间中,应用梯度下降方法最小化每回合的瞬时损失学习核参

数.Nguyen等[１１]和 Han等[１２]针对高斯核,利用随机特征映

射近似核,将核参数从随机特征映射中分离出来,还应用梯度

下降方法最小化每回合的瞬时损失学习核参数.Yang等[１３]

针对梯度下降的在线核学习,提出另一种嵌入式在线核选择

方法 (OnlineKernelSelection,OKS),即给定候选核集合,每

回合根据一个概率分布随机选择一个核.这种在同一个优化

框架下应用梯度下降方法来学习模型并选择核参数的方法属

于嵌入式方法,嵌入式方法不适用于任意的在线核学习模型.

Foster等[５]应用专家建议模型提出一种在线模型选择的包裹

式方法.包裹式方法适用于任意在线学习模型,给定候选模

型类,每个模型类对应一个专家,每回合要得到所有专家的损

失.因此,该方法每回合要在所有候选模型类中预测样例并

得到损失,时间复杂度线性依赖于候选模型集合的规模.迄

今为止,尚没有一个统一的框架来比较、分析并研究各种在线

核选择问题.针对这一问题,拟应用对抗式多臂赌博机模型

来构建一个在线核选择的统一框架.

考虑非遗忘对手环境下的对抗式多臂赌博机问题,在第t
回合,学习者从K 个候选臂中选择一个臂,得到一个损失,该

损失由一个对手给出,并且与学习者前t－１ 回合的选择相

关.学习者的目的是采用某种策略P来最小化累积损失.现

有的 “EXP３”多臂赌博机算法可保证 O(T)的弱期望后悔

界[１４Ｇ１５].对于在线核选择,每回合选择一个核,从而得到预测

损失.由于在线核学习处理的是流式数据,该回合的损失可

能与之前所选择的核都相关,可被认为是一个非遗忘对手给

出的.这样,可应用对抗式多臂赌博机模型构建一个在线核

选择的统一框架,基于该框架可系统深入地研究在线核选择

的各种问题和各种方法.

不同于经典的对抗式多臂赌博机模型每回合只选择一个

臂,为了更快地收敛到好的核,所提统一框架每回合随机选择

多个核.进 一 步 地,根 据 对 抗 式 多 臂 赌 博 机 的 “策 略 后

悔”[１６],提出一种新的在线核选择后悔的概念.理论证明,在

该统一框架下,在线核选择的包裹式方法可保证亚线性的弱

期望后悔界,在线核选择的嵌入式方法可保证亚线性的期望

后悔界.实验结果表明,所提统一框架可同时保证精度和

效率.

２　预备知识

下面给出部分符号的定义,并简要介绍在线核学习和多

臂赌博机问题.

２．１　符号定义

令S＝{xi,yi}Ti＝１表示大小为T 的样本序列,其中xi∈

RRd,yi∈RR.K＝{κ１,κ２,􀆺,κK}表示 K 个候选核的集合.κi

(􀅰,􀅰):RRd×RRd→RR,其中i＝１,２,􀆺,K.H＝{f|f:RRd→

RR}表示假设空间,ℓ(f(x),y)表示LＧLipschitz连续的有界凸

损失函数,满足|ℓ(f(x),y)|≤B. ℓf(f(x),y)表示损失函

数对f的梯度或者次梯度.im＝{i,i,􀆺,i}表示m 维各分量

为i∈RR的向量.

２．２　在线核学习

给定样本序列S 以及核κ(􀅰,􀅰),假设空间 H是由核

κ(􀅰,􀅰)诱导的再生核希尔伯特空间.学习者应用在线学习

算法在假设空间 H中学习得到模型序列{ft}Tt＝１.定义如下

相对于假设空间H的后悔以度量在线学习算法的性能[１]:

R(H)＝∑
T

t＝１
ℓ(ft(xt),yt)－min

f∈H
　∑

T

t＝１
ℓ(f(xt),yt) (１)

式(１)表示学习者的累积损失与假设空间 H中样本序列

S上最优模型的累积损失之差.学习者的目标是最小化后

悔,通常须有 R(H)＝O(T).此时,随着样本序列长度的增

加,学习者的平均损失会收敛到假设空间中最优模型的平均

损失.

２．３　多臂赌博机问题

多臂赌博机问题是序贯决策的经典问题[１５].令 A＝
{a１,a２,􀆺,aK}表示 KＧ臂赌博机所有臂的集合.在第t回

合,学习者根据策略P从A 中选择一个臂aIt
,并观测到损失

lt,It
.对于随机多臂赌博机问题,lt,It

由某个固定的概率分布

vIt
随机产生;对于对抗式多臂赌博机问题,lt,It

由对手给定.

如果lt,It
与学习者前t－１回合的选择无关,则对手为遗忘对

手;反之,对手为非遗忘对手.学习者的目的是在 T 回合结

束后最小化累积损失.

通常用下面的期望后悔来表示策略P的性能:

EE[R]＝∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－ min
ai∈A

　∑
T

t＝１
lt,i (２)

对于遗忘对手 环 境 下 的 多 臂 赌 博 机 问 题,“EXP３”算

法[１４]能够保证关于回合数最优的期望后悔界:

EE[R]＝O( Kln(K)T)

对于非遗忘对手环境下的多臂赌博机问题,“EXP３”算

法能够保证关于回合数最优的弱期望后悔界:

R＝∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－minai∈A　∑
T

t＝１
EE[lt,i]

＝O( Kln(K)T) (３)

其中,期望是针对学习者前T 回合所选择的核.

下面将应用对抗式多臂赌博机模型,同时给出在线核选

择的包裹式方法和嵌入式方法.

３　包裹式方法

在非遗忘对手的对抗式多臂赌博机模型下,基于“EXP３”

算法,设计在线核选择的包裹式方法 (OnlineKennelSelecＧ

tionWrapperwithEXP３,OKSW).

令 OKL({x,y},κ)为一种在线核学习算法,|K|＝K,

H＝{H１,H２,􀆺,HK}是假设空间.每个候选核κi∈K对应多

臂赌博机的一个臂ai∈A.记ω＝{ωt,１,ωt,２,􀆺,ωt,K}为K 个

候选核的权重向量,Pt＝{pt,１,pt,２,􀆺,pt,K}为K 个候选核的

概率分布,满足:

pt,i＝(１－γ)wt,i

∑
K

j＝１
wt,j

＋γ􀅰１
K

(４)

其中,t＝１,２,􀆺,T,i＝１,２,􀆺,K.Pt 可以看作是每个核的

权重之比再加上一个均匀分布.这样,可保证每个核至少有
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γ/K 的概率被选中,以探索到所有的核.γ称为探索因子.

经典的对抗式多臂赌博机问题每回合随机选择一个臂.

为快速探索出好的核,每回合可随机选择多个核.具体地,在

第t回合,学习者以相同的概率分布Pt 有放回地进行至多m
次采样.记κIti

表示学习者第i 次采样的核,St,i－１ 表示前

i－１次采样到的核的集合.若 第i 次 采 样 到 的 核κIti ∉

St,i－１,则将κIti
加入到集合St,i－１中,否则停止采样.采样结

束后,令St＝{κIt１
,κIt２

,􀆺,κIt|St|
}表示采样到的|St|个核的集

合.以相同的概率从St中随机选择一个核κIt
.学习者调用

OKL({xt,yt},κIt
)给出本回合对样例{xt,yt}的预测y

∧

t,It
,

得到损失lt,It ＝ℓ(y
∧

t,It ,yt).对于任意κj∈St－{κIt
},学习者

调用 OKL({xt,yt},κj)给出对样例{xt,yt}的预测y
∧

t,j,并得到

损失lt,j＝ℓ(y
∧

t,j,yt).

对于在线二分类问题,令损失lt,j＝II{sign(y
∧

t,j)≠yt}.

由于每回合只能得到所选核对样例预测的损失,因此对所有

候选核的损失给出一个估计量:

l
∧

t,i＝
βlt,i

|St|􀅰pt．i
II(κi∈St),i＝１,２,􀆺,K (５)

利用对每一个候选核估计的损失l
∧

t,i,应用指数加权的方

法更新每个核对应的权重:

ωt＋１,i＝ωt,i􀅰exp(－γ
Kl

∧

t,i) (６)

进而用其来更新第t＋１回合的概率分布Pt＋１.

定义如下在线核选择的后悔来度量在线核选择方法的

性能:

ROKS＝∑
T

t＝１
lt,It －min

κi∈K
　∑

T

t＝１
lt,i (７)

其中,∑
T

t＝１
lt,i表示固定选择核κi 时,在假设空间Hi 中学到的模

型序列而得到的累积损失.

下面给出在非遗忘对手环境下 OKSW 的理论结果.

定理１　对于任意κj∈K,lt,j∈[０,B],j＝１,２,􀆺,K,令:

β＝m∈{１,２,􀆺,K}

γ＝ ２Kln(K)
m(２＋mB)BT

则 OKSW 可保证如下在线核选择的弱期望后悔界:

∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－∑
T

t＝１
EE[lt,j]≤ ２(２＋mB)BKln(K)T

m
在非遗忘对手环境下,lt,j与学习者前t－１回合的选择相

关.当m＝１时,OKSW 退化为经典的多臂赌博机问题,每回

合选择一个臂.Arora等[１６]指出,若对手在第t回合给出的

损失与学习者前t－１回合的选择相关,则式(７)无法保证亚

线性的期望后悔.定理１给出的是弱期望后悔,比较的是期

望意义下表现最好的核.

证明:对 于 任 意 回 合t,应 用 “EXP３”算 法 的 分 析 过

程[１４],给出定理证明的关键步骤.首先给出下面两个式子:

∑
K

i＝１
pt,il

∧

t,i＝ ∑
κi∈St

βlt,i

|St|

∑
K

i＝１
pt,il

∧
２
t,i≤βB∑

K

i＝１
l
∧

t,i

令 Wt＝∑
K

j＝１
wt,j,可得:

Wt＋１

Wt
≤１－ γ

(１－γ)K ∑
κi∈St

lt,i＋
(２＋βB)γ２

２K２(１－γ)∑
K

i＝１
l
∧

t,i

以上不等式由 exp(－x)≤１－x＋０．５x２ 在 x＞０ 时

得到.

又由于x∈RR时１＋x≤exp(x),因此:

lnWt＋１

Wt
≤

－γβ
(１－γ)K

∑
κi∈St

lt,i

|St|＋
(２＋B)γ２

２K２(１－γ)∑
K

i＝１
l
∧

t,i

上述不等式两边均对t求和:

lnWT＋１

W１
≤

－γ
(１－γ)K

∑
T

t＝１
[∑
κi∈St

βlt,i

|St|－
(２＋B)γ

２K
∑
K

i＝１
l
∧

t,i]

另一方面,对于任意的κj∈K,都有:

lnWT＋１

W１
≥－

γ
K

∑
T

t＝１
l
∧

t,j－lnK

由以上两个不等式可得:

∑
T

t＝１
　 ∑

κi∈St

lt,i

|St|≤(１－γ)∑
T

t＝１

l
∧

t,j

β
＋Kln(K)

βγ
＋

(２＋βB)γ
２Kβ

∑
T

t＝１
　∑

K

i＝１
l
∧

t,i (８)

令St＝{κi１
,κi２

,􀆺,κi|St|
},满足:i１≠i２≠􀆺≠i|St|.若

|St|＜m,可得p(∀κj∈St)＝pt,jδt,j,其中δt,j＝|St|∑
i２≠j

􀆺

∑
i|St|

≠j
　 ∏

i∈St,i≠j
pt,i ∑

r∈St
pt,r;若|St|＝m,可得p(∀κj∈St)＝pt,j

δt,j,其中δt,j＝|St|∑
i２≠j

􀆺 ∑
i|St|

≠j
　 ∏

i∈St,i≠j
pt,i.

可以证明δt,j≤|St|.

给定S１,S２,􀆺,St－１,式(８)中两边分别对St 求期望,

可得:

EE[lt,It
]＝ １

|St|∑
κi∈St

EE[lt,i],EE[l
∧

t,j|K１,K２,􀆺,Kt－１]≤βEE

[lt,j]

则有:

∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
EE[lt,j]≤Kln(K)

βγ
＋

(２＋βB)γBT
２

令:

γ＝ ２Kln(K)
β(２＋βB)BT

可得:

∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
EE[lt,j]≤

２(２＋βB)BKln(K)T

β
证毕.

４　嵌入式方法

在线核选择的包裹式方法在非遗忘对手环境下无法保证

亚线性的期望后悔.基于“EXP３”算法,文中提出在线核选择

的嵌 入 式 方 法 (Online KennelSelection Embedder with

EXP３,OKSE).OKSE 面向应用梯度下降方法的在线核学

习,理论上能够保证式(７)得到亚线性的期望后悔.

令 OKL({x,y},κ)是一种基于梯度下降的在线核学习算

法.在第t回合,学习者首先根据式(４)的概率分布Pt 采样

至多m 次,得到集合St;以相同的概率从St中随机选择一个
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核κIt
,调用 OKL({xt,yt},κIt

)对样例{xt,yt}进行预测,并

得到损 失lt,It ＝ℓ(y
∧

t,It
,yt).针 对 在 线 二 分 类 问 题,损 失

lt,It ＝II{sign(y
∧

t,It ≠yt}.令ft,It ∈HIt 表示第t回合 OKL
({xt,yt},κIt )对样例{xt,yt}进行预测的模型,应用梯度下

降方法来更新模型:

ft＋１,It ＝ft,It －
βη ℓft,It

(ft,It
(xt),yt)

|St|􀅰pt,It
(９)

此处应用损失函数对模型ft,It
的梯度或次梯度的估计量

来更新模型[１３,１７],该估计量作为该核没有被选中时的更新补

偿.引入更新补偿机制可以保证亚线性的期望后悔.对于任

意κj∈St－{κIt
},调用 OKL({xt,yt},κj)对样例{xt,yt}进

行预测,得到损失lt,j＝ℓ(y
∧

t,j,yt),并根据式(９)来更新模型,

j＝１,２,􀆺,K.

然后根据式 (５)对所有候选核的损失给出一个估计量,

利用估计的损失l
∧

t,i,再根据式(６)来更新每个核对应的权重

ωt＋１,i,并更新第t＋１回合的概率分布Pt＋１.

下面给出在非遗忘对手环境下 OKSE 的理论结果.

引理１　对于任意有界的凸损失函数ℓ(f(x),y)∈[０,

B],令梯度下降的步长η＝O(１/ T),β＝m,且

γ＝(‖f‖２KL２)１
３ ((２＋mB)B)－２

３T－１
３ (１０)

对于任意的κj∈K,j＝１,２,􀆺,K,有:

∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－min
f∈Hj

　∑
T

t＝１
ℓ(f)＝O(T

２
３ )

证明:令q＝II(κj∈St),∀f∈Hj,由在线凸优化的标准分

析过程可得:

ℓft,j
􀅰(ft,j－f)q＝

|St|pt,j

‖ft,j－f‖２－‖ft＋１,j－f‖２

２βη
＋
βη ℓ２

ft,j

２pt,j|St|
q

将∑
T

t＝１

l
∧

t,j

β
重写为∑

T

t＝１

ℓ(ft,j)
|St|pt,j

􀅰q,则有:

∑
T

t＝１
　 １
|St|pt,j

(ℓ(ft,j)－ℓ(f))􀅰q

　≤∑
T

t＝１
　 １
|St|pt,j

ℓft,j
􀅰(ft,j－f)􀅰q

　≤∑
T

t＝１

‖ft,j－f‖２－‖ft＋１,j－f‖２

２βη
＋∑

T

t＝１

βη ℓ２
ft,jq

２p２
t,j|St|２

给定S１,S２,􀆺,St－１,对St求期望:

∑
T

t＝１
EE ℓ(ft,j)－ℓ(f)

|St|pt,j
q[ ] ≤‖f‖２

２βη
＋∑

T

t＝１

δt,jβη ℓ２
ft,j

２pt,j|St|２

≤
‖f‖２

２βη
＋
KβηL２T

２γ

其中,pt,j＞γ
K

,δt,j≤|St|.进而可得:

∑
T

t＝１
EE

ℓ(ft,j)q
|St|pt,j

[ ] ≤∑
T

t＝１
ℓ(f)＋

‖f‖２

２βη
＋
KβηL２T

２γ
(１１)

其中:

∑
T

t＝１
EE ℓ(f)

|St|pt,j
q[ ] ＝∑

T

t＝１
EE

pt,jδt,jℓ(f)

|St|pt,j
[ ] ≤∑

T

t＝１
ℓ(f)

给定S１,S２,􀆺,St－１,对St求期望:

EE[lt,It ]＝
１

|St|∑
κi∈St

EE[lt,i] (１２)

由式(１０)－式(１２)可得:

∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
ℓ(f)

　≤
‖f‖２

２βη
＋
KβηL２T

２γ
＋
Kln(K)

βγ
＋

(２＋βB)BTγ
２

　≤ ‖f‖２KL２T
γ ＋Kln(K)

βγ
＋

(２＋βB)BTγ
２

其中:

η＝ ‖f‖２γ
Kβ２L２T

令γ＝Θ(T－α),则有:

∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
ℓ(f∗

j )＝O(T
１＋α
２ )＋O(Tα)＋O(T１－α)

若要最小化后悔界,则令
(１＋α)

２ ＝１－α,∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
ℓ

(f)＝O(T
２
３ ),故α＝１/３.

下面只需分析:

‖f‖２KL２T
γ ＋

(２＋βB)BTγ
２

令:

γ＝a
１
３ (２b)－２

３T－１
３

a＝‖f‖２KL２

b＝
(２＋βB)B

２
则有:

∑
T

t＝１
EE[lt,It ]－∑

T

t＝１
ℓ(f)≤２(ab)

１
３T

２
３ ＋

a－１
３１ (２b)

２
３Kln(K)T

１
３

β
证毕.

由引理１可给出在线核选择嵌入式方法 OKSE在非遗

忘对手环境下的期望后悔界.

定理２　对于任意有界的凸损失函数ℓ(f(x),y)∈[０,

B],令梯度下降的步长η＝O(１/ T),β＝m,设置γ如式(１０)

所示.则 OKSE保证如下在线核选择的期望后悔界:

∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－min
κj∈K

　∑
T

t＝１
lt．j＝O(T

２
３ )

定理２成立,因为∑
T

t＝１
lt,j＞min

f∈Hj

　∑
T

t＝１
ℓ(f).

虽然 Arora等[１６]证明了在非遗忘对手环境下一般不存

在亚线性的后悔界且所提出的 OKSE方法在非遗忘对手环

境下的期望后悔界为 O(３
T２ ),比遗忘对手环境下的最优期

望后悔界 O( Kln(K)T)差[１４Ｇ１５],但由于在模型更新过程中

使用一个估计量来补偿没有选中的核,因此其仍是一个亚线

性的期望后悔界.

对于一般的凸损失函数,应用梯度下降方法的在线核学

习的最优后悔界是 O(T).OKSE由于是在线核选择的嵌

入式方法,不是在线核学习方法,样本序列被随机分配给不同

的核,因此得到了较差的期望后悔界 O(３
T２ ).虽然 Yang
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等[１３]提出的 OKS具有 O(T)的后悔界,但是 OKS给出的

并不是在线核选择的期望后悔界.

下面给出 OKSE 对在线二分类问题的误差界.

定理３　令凸损失函数ℓ(f(x),y)为合页损失函数,对
任意的κj∈K,lt,j∈{０,１},j＝１,２,􀆺,K,令梯度下降的步长

η＝O(１/ T),β＝m,γ＝(‖f‖２KL２)１
３ (２＋m)－２

３T－１
３ ,则

OKSE可保证如下的期望误差界:∑
T

t＝１
EE[lt,It

]－min
f∈Hj

　∑
T

t＝１
ℓ(f)＝

O(T
２
３ ).

对于在线二分类问题,算法１在所提出的统一框架下同

时给 出 在 线 核 选 择 的 包 裹 式 方 法 OKSW 和 嵌 入 式 方 法

OKSE.

算法１　在线核选择算法 OKSW/OKSE
输入:K个候选核,γ,η,β
初始化:ω１＝１K,S１＝Ø

１．Fort＝１∶T

２．　∀κi∈K,pt,i＝(１－γ)wt,i

∑
K

j＝１
wt,j

＋γ􀅰 １
K

;

３．　 接收样例{xt,yt};

４．　 根据概率分布Pt采样一个核κ;

５．　 WHILEκ∉St 且|St|＜m

６．　　 St＝St∪κ;

７．　　 根据概率分布Pt采样一个核κ;

８．　 ENDWHILE

９．　 以相同的概率从St中选择一个核κIt
;

１０．预测y
∧

t,It＝OKL({xt,yt},κIt
);

１１．　lt,It＝II(sign(y
∧

t,It
)≠yt);

１２．　ℓt,It＝max(０,１－ytft,It
(xt))[∶OKSE];

１３．　ft＋１,It＝ft,It
－
βη ℓft,It

|St|pt,It
[∶OKSE];

１４．　FORκi∈St－{κIt
}

１５．　　预测y
∧

t,i＝OKL({xt,yt},κi);

１６．　　lt,i＝II(sign(y
∧

t,i)≠yt);

１７．　　ℓt,i＝max(０,１－ytft,i(xt))[∶OKSE];

１８．　　ft＋１,i＝ft,i－
βη ℓft,i

|St|pt,i
[∶OKSE];

１９．　ENDFOR

２０．　估计损失 l
∧

t,i＝ βlt,i

|St|pt,i
II(κi∈St),∀κi∈K;

２１．　更新权重 ωt＋１,i＝ωt,i􀅰exp(－γ/Kl
∧

t,i);

２２．　St＝Ø;

２３．ENDFOR

５　实验结果与分析

本节在标准数据集上评价统一框架下的在线核选择方法

OKSW 和 OKSE.

５．１　实验设置

选择高斯核κ(x,x′)＝exp(－‖x－x′‖２

２σ２ ),设计３组不

同的实验来验证所提出的统一框架下的在线核选择方法的

性能.

实验１　验证提出的包裹式方法 OKSW 的性能.采用

两种已有的在线核学习算法:１)Forgetron,即预算保持的核

感知机算 法[７];２)BOGD,即 预 算 保 持 梯 度 下 降 的 在 线 核

学习[８].

OKSW 分别调用上述两种在线核学习算法,记为 OKＧ

SWＧForgetron和 OKSWＧBOGD.实验比较 OKSW 与两个在

线核学习算法的平均错误率.

实验２　将提出的 OKSW 和 OKSE 嵌入应用梯度下降

方法的在线核学习算法 FOGD[１８]中,得到 OKSWＧFOGD 和

OKSEＧFOGD,并与下面３种嵌入式在线核选择算法进行均

错误率和运行时间的比较:

１)RFFＧHinge:即重参数化的大规模在线核学习[１１];

２)OKSＧRFF,即随机特征空间中的随机在线核选择[１２];

３)OKSＧFODG,即 OKS[１３]结合傅里叶梯度下降.

实验３　分别比较 OKSWＧFOGD 和 OKSEＧFOGD 在不

同m 值下的平均错误率以及运行时间.

高斯核对应的傅里叶逆变换得到的概率分布p(n)＝

N(０,σ－２Id×d)是 一 个 d 维 的 正 态 分 布[１９].实 验 数 据 为

LIBSVM[２０]以及 UCI[２１]机器学习库中的标准二分类数据集,

所有数据集均合并了训练集与测试集,如表１所列.其中,

“SUSY”通过采样原数据集的部分数据形成.RFFＧHinge和

OKSＧRFF均是应用梯度下降的方法来学习核参数,初始核参

数从集合{２－８,２－６,２－４,２－２}中均匀地随机选择.对于 OKＧ

SW,OKSE 以及 OKS,候选核集合为２[－５∶１∶６].对于在线二

分类问题,B＝１.对于 OKSW,根据定理１的理论结果,设置

β＝m,近似设置γ＝ KlnK/ T.对于 OKSE,根据定理３

的理论结果,设置β＝m,近似设置γ＝ ３K/３
T３２ .对于

OKSＧFOGD,根据 Yang等[１３]设置参数δ＝０．２,在 “covtyper”

数据上,重新设置δ＝０．０２,以保证算法的正常运行.所有算

法的步长η从２×１０[－５∶１∶０]中择优选择.算法在 RStudio上

执行,实验机器是corei７个人PC机,１２GBRAM.每项实验

执行２０次,每次对数据重新随机排列,最后的结果取２０次的

平均值.

表１　实验使用的标准数据集

Table１　Standarddatasetsusedinexperiments

Datasets ＃Instance ＃Features

splice ３１７５ ６０

spambase ４６０１ ５７

mushrooms ８１２４ １１２

phishing １１０５５ ６８

magic０４ １９０２０ １０

a９a ４８８４２ １２３

SUSY １０００００ １８

ijcnn１ １４１６９１ ２２

covtype ５８１０１２ ５４

５．２　实验结果

实验１包括两组独立的对比实验:Forgetronvs．OKSWＧ

Forgetron和 BODGvs．OKSWＧBODG.对 于 OKSW,设 置

m＝２.两种在线核学习算法经验地采用过滤式在线核选择

方法,预先设置核参数.对于 Forgetron,根据 Dekel等[７]设
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置核参数σ＝２０;对于BOGD,根据Zhao等[８]设置核参数σ＝

２３.表２比较了不同算法的平均预测错误率.实验结果显

示,在多数数据集上,所提出的在线核选择包裹式算法 OKＧ

SW 的平均预测错误率显著低于预先设置核参数的在线核学

习算法的错误率,因为在线核学习算法预先设置的核参数并

不适用于所有的数据集.

表２　OKSW 以及不同在线核学习算法的错误率比较

Table２　ErrorratecomparisonamongOKSWanddifferentonlinekernellearningalgorithms
(单位:％)

Algorithm
mushrooms
(B＝１００)

phishing
(B＝２００)

magic０４
(B＝２００)

a９a
(B＝２００)

SUSY
(B＝４００)

ijcnn１
(B＝４００)

Forgetron
OKSWＧForgetron

３．３７±０．２８
４．６５±０．２１

４３．８６±０．５１
２１．１５±０．６６

４１．６８±０．２５
３５．５９±０．２７

２９．５７±０．１９
２９．９８±０．２１

３９．９７±０．１６
３８．０６±０．１９

１７．０１±０．０７
１４．９４±０．１６

BOGD
OKSWＧBOGD

１４．２８±０．４４
６．１２±０．３９

４４．８８±０．２９
１７．７９±０．８９

２８．６９±０．４０
２９．２９±０．６０

２４．４７±０．０７
２２．８５±０．６３

３５．９１±０．１１
２８．５６±０．５８

９．５７±０．００
９．７２±０．０２

　　实验２应用随机特征空间中梯度下降的在线学习模型,

将提出的 OKSWＧFOGD,OKSEＧFOGD 与已有的３种嵌入式

方法做比较.其中,RFFＧHinge采用的是各向异性高斯核,

即κ(x,x′)＝exp(－１
２

(x－x′)Tdiag(σ)(x－x′)),其中,σ∈

RRd,每回合更新d个核参数.OKSＧRFF针对各向同性高斯

核,每回合更新一个核参数.

OKS每回合根据一个概率分布来随机选择一个核.对

于提出的 OKSW 与 OKSE,设置 m＝３.所有算法的平均预

测错误率与运行时间的比较如表３所列.可以发现,相比于

现有的在线核选择方法,所提出的 OKSW 和 OKSE 在所有

数据集上有最低的平均预测错误率,且 OKSW 与 OKSE 的

平 均 错 误 率 与 运 行 时 间 相 似.特 别 地,在 “splice” 和

“magic０４”两个数据集上,RFFＧHinge和OKSＧRFF的平均预

测错误率有较大的标准差,表明这两种方法对初始核参数的

设置是敏感的.OKSＧFOGD 有最短的运行时间,因为 OKS

每回合只选择一个核,且只在预测错误时更新模型,这也导致

OKS在所有数据集上都有较高的预测错误率.此外,在高维

数据上,所提方法在运行时间上较 RFFＧHinge和 OKSＧRFF

更短.表３的结果表明:相对于已有的嵌入式方法,所提方法

在预测精度与运行时间两方面均有较好的表现.

表３　OKSW,OKSE 以及已有嵌入式在线核选择方法的错误率和运行时间的比较

Table３　ErrorrateandrunningtimecomparisonamongOKSW,OKSEandexistingembedders

Algorithm
splice(D＝２００)

Error/％ Time/s
spambase(D＝２００)

Error/％ Time/s
magic０４(D＝１００)

Error/％ Time/s

RFFＧHinge ２８．２１±１．５１ ０．６６±０．０６ ３３．６１±１．３９ ０．９６±０．０２ ３６．１１±６．２３ １．２４±０．０４

OKSＧRFF ３８．５３±７．４１ ０．５７±０．０３ ３３．９５±１．３３ ０．７６±０．０７ ３６．５２±５．６１ １．２２±０．０３

OKSＧFOGD ３７．３１±２．５５ ０．２８±０．０１ ３８．３４±１．１４ ０．４０±０．０３ ３２．１９±１．６７ １．０１±０．０７

OKSWＧFOGD ２７．９１±１．１２ ０．４４±０．０３ ３２．１８±０．５４ ０．７８±０．０４ ２２．８１±０．７０ １．３１±０．１０

OKSEＧFOGD ２８．０３±１．４５ ０．４７±０．０４ ３２．５９±１．３２ ０．７７±０．０７ ２３．２１±０．４８ １．３２±０．１０

Algorithm
a９a(D＝２００)

Error/％ Time/s
SUSY (D＝１００)

Error/％ Time/s
covtype(D＝２００)

Error/％ Time/s
RFFＧHinge １７．６６±０．１７ １３．３４±０．６１ ２３．１２±０．２０ ５．５７±０．０５ ２３．９１±０．３６ ８５．３４±２．６３
OKSＧRFF ２３．９３±０．００ ８．５９±０．４２ ２８．３６±０．６０ ５．７９±０．０９ ３１．２０±０．４２ ７６．２２±３．８１

OKSＧFOGD ２４．８８±０．４３ ５．４９±０．１６ ３１．９７±０．４１ ５．４０±０．５１ ３０．０８±０．５６ ４９．９５±１．００
OKSWＧFOGD １７．５４±０．１６ ８．０３±０．６０ ２２．９５±０．０９ ７．１４±０．４８ ２３．１５±０．２３ ６０．７１±４．４４
OKSEＧFOGD １７．６６±０．２０ ７．８４±０．４３ ２２．７８±０．２０ ６．８１±０．４７ ２３．３１±０．３２ ５５．２６±３．１８

　　表４列出了在不同m 取值下,所提出的两种在线核选择

方法 OKSW 与 OKSE 的平均预测错误率以及运行时间比

较.可以发现,m＞１时的平均预测错误率显著低于m＝１时

的平均预测错误率.m＝１对应经典的赌博机模型,每回合只

选择一个臂;m＞１对应每回合选择多个臂的赌博机模型.实

验结果表明:每回合随机选择多个核能够更快地收敛到好的

核;同时,随着m 的增大,运行时间也增加,选择较小的 m 可

以平衡精度与效率.

表４　OKSW 以及 OKSE在不同m 取值下的错误率和运行时间的比较

Table４　ErrorrateandrunningtimecomparisonbetweenOKSWandOKSEwithrespecttodifferentm

Algorithm
splice(D＝２００)

Error/％ Time/s
mushrooms(D＝２００)

Error/％ Time/s
phishing(D＝２００)

Error/％ Time/s
ijcnn１

Error/％ Time/s

OKSWＧFOGD
m＝１ ０．２６±０．０１ ３８．６３±２．６８ ０．７６±０．０３ ８．７６±０．３５ ０．８７±０．０３ １５．１４±０．４１ ６．３９±０．１３ ８．１１±０．３４
m＝２ ０．４２±０．０４ ３１．５２±１．４９ １．２１±０．０３ ５．４５±０．２３ １．３４±０．０８ １１．８５±０．３１ ９．４３±０．６３ ６．７６±０．３７
m＝３ ０．４４±０．０３ ２７．９１±１．１２ １．２９±０．０６ ４．５６±０．２６ １．４０±０．１０ １０．６７±０．２６ ９．３４±０．３１ ６．２９±０．３０

OKSEＧFOGD
m＝１ ０．２７±０．０２ ３９．７４±１．７６ ０．７７±０．０３ ９．２２±０．２６ ０．８９±０．０５ １４．６６±０．３３ ６．３７±０．１０ ７．２３±０．２６
m＝２ ０．４５±０．０２ ３３．１７±１．３３ １．２０±０．０３ ５．９８±０．２８ １．３５±０．０７ １１．６５±０．２５ ８．６２±０．１９ ５．９２±０．２９
m＝３ ０．４７±０．０５ ２８．２６±１．４６ １．３０±０．０６ ４．８２±０．２１ １．３３±０．１５ １０．６６±０．３３ ８．７０±０．４１ ５．６５±０．３９

　　结束语　文中提出了一个在线核选择的统一框架,将在 线核选择问题归约为非遗忘对手环境下的对抗式多臂赌博机
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问题.应用该框架同时给出了在线核选择的包裹式方法和嵌

入式方法,通过理论证明了包裹式方法具有 O(T)的弱期望

后悔界,并且嵌入式方法具有 O(３
T２ )的期望后悔界.所

提出的统一框架为深入、系统地研究在线核选择问题提供了

新的途径.

在线核选择的过滤式方法过去大都是经验的或先验的,

没有理论的模型或规范的形式.未来拟进一步应用所提出的

统一框架给出在线核选择的过滤式方法,进而发展离线/在线

的核选择的基本理论和统一框架.
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