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摘　要　针对命题逻辑公式求解过程中难以有效评估学习子句是否有利于后续搜索的问题,提出了一种基于学习子

句趋势强度的评估算法.该算法首先通过分析学习子句在生存期内参与冲突分析的时间分布特征,将随机、离散的时

间分布转换为连续的累积趋势强度;然后在删除周期达到时,通过设定趋势强度阈值删除在后续搜索过程中“不大可

能”被使用的子句,保留“可能”被使用的子句;最后采用２０１５年、２０１６年SAT问题国际竞赛实例,将该算法与经典的

活跃度评估算法和文字块距离(LBD)评估算法进行对比.实验结果表明,趋势强度评估算法在效率上明显优于活跃

度评估算法,且求解的实例更多,同时与 LBD算法基本持平.
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LearntClauseEvaluationAlgorithmofSATProblemBasedonTrendStrength
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Abstract　FortheproblemthatitisdifficulttoeffectivelyevaluatewhetherthelearntclauseisbeneficialtothefolloＧ
wingsearchinthesolvingprocessofpropositionallogicequation,aclauseevaluationalgorithmwasproposedbasedon
thetrendstrength．Firstofall,thedistributioncharacteristicoftimeinvolvedinconflictanalysisforthelearntclauses
duringthelifecycleisanalyzed,andtherandom,discretetimedistributionistransformedintothecontinuouscumulative
trendstrength．Then,whenthedeletionperiodarrives,theclauseswithlittlepossibilityofbeingusedinthesubsequent
searchprocesswillbedeletedbysettingthethresholdoftrendstrength,whiletheclausesofhighprobabilitywillbe
kept．Lastly,byusingSATinternationaltestingexamplesin２０１５and２０１６,twostateＧofＧtheＧartalgorithms(i．e．,activiＧ
tyevaluationalgorithmandliteralblockdistance(LBD)algorithm)areadoptedforcomparisonpurpose．TheexperiＧ
mentalresultsshowthattheproposedevaluationalgorithmwithtrendstrengthcansignificantlyoutperformtheactivity
evaluationalgorithminefficiencyandcanobtainmoresolvinginstances,andhasthecomparableperformancewiththe
LBDalgorithm．
Keywords　Propositionallogic,Trendstrength,Learntclause,Clauseevaluation,Periodicaldeletion

　

１　引言

布尔可满足性(SatisfiabilityProblem,SAT)问题是首个

被证明的 NP(NonＧdeterministicPolynomial)完全问题[１].工

业领域中的很多问题(如集成电路验证、模型检验、软件验证

等)都可以被转化为SAT问题来求解.传统的SAT求解器

大多基于 DPLL(DavisPutnamLogemannLoveland)算法框

架.近年来,基于冲突驱动的子句学习算法[２](ConflictＧDriＧ
venClauseLearning,CDCL)得到了快速发展,显著提升了

SAT求解算法的能力,使得将相应求解器广泛应用于工业领

域的实际问题求解成为可能.

当SAT求解过程发生冲突时,通过冲突分析可以得到等

价于当前冲突空间的子句,称其为学习子句.学习子句是逻

辑推理得到的约束子句,将其放入原始公式中不会改变问题

的逻辑属性.然而,受计算机内存条件、CPU 运行速度的限

制,演绎结果无限制地增长将导致内存溢出、搜索效率降低.
因此,有必要对学习子句进行甄别以决定是保留还是删除.
“好”的学习子句无论是对于可满足公式的求解,还是不可满

足公式的判定都具有至关重要的加速作用.但无论从理论还

是实验的角度,都很难评估学习子句的“好坏”,即难以有效评

估学习子句与后续搜索的相关性.本文通过分析删除周期点

上的学习子句的来源分布,提出一种不同于已有评估算法的



动态趋势评估算法.与经典的活跃度(VSIDS)和文字块距离

(LiteralsBlocksDistance,LBD)评估方法相比,本文所提算法

显著优于活跃度方法,与LBD方法基本持平.

２　相关研究

学习子句与原始公式中的子句的性质,都可以用于后续

搜索.由于SAT问题的复杂性,学习子句对于后续搜索是否

具有决定性作用,在生成学习子句时是未知的.现有的评估

方法主要分为静态评估和动态评估两类.
静态评估通常与搜索冲突无关.文献[３]提出了ithＧorＧ

der方 法,该 方 法 删 除 了 文 字 个 数 超 过 i 的 子 句. 在

GRASP[４]方法中,设定了一个临界值k,子句中文字数小于或

等于k的学习子句或大于k 的单元子句都会被保留,其余学

习子句则尽可能地被删除.iRelevanceＧbounded算法[５]只保

留未赋值文字数不超过i且蕴涵有其他文字的子句.Chaff
求解器[６]提出了一种懒散的子句删除策略,当学习子句中未

被赋值的文字数首次超过 N 个(一般为１００~２００)时,该子句

将被打上标记,并在清理内存时被统一删除.Berkmin求解

器[７]认为越晚被推导出的学习子句越具价值,因为从原问题

中推导出这些子句耗费了更长的时间.Berkmin求解器使用

队列(先进先出结构)来维护学习子句,每次删除总学习子句

队列中前１/１６的子句,剩下１５/１６子句中超过４２个文字的

子句也会被删除;同时,最后一次冲突得到的子句和活跃的子

句均不受这一限制.
动态评估体现了学习子句与搜索过程的相关性,是目前

主流的评估方法.MiniSat求解器[８]为每个学习子句设置活

跃度,当学习子句产生或被用于冲突分析时,增加其活跃度,
周期性删除文字数大于２且排在队列前１/２或者活跃度小于

临界值的子句.Audemard等[９]发现子句中某些文字是在同

一决策层被赋值的,通常在其他搜索中也有很大可能性在同

一决策层被赋值.基于这一思想,他们提出了文字块距离评

估方法,该方法统计子句中文字所在的决策层个数 LBD,并
周期性删除超过预设阈值的子句.文献[１０]提出了一种基于

相位保存的学习子句相关度评估算法(ProgressSavingbased
qualityMeasure,PSM),通过动态比较子句中已赋值文字比

例与移动汉明距离的大小,来决定子句是否应该被冻结、激活

或删除.文献[１１]提出了回溯层活跃度评估算法(BackTrack
Level,BTL).BTL记录了学习子句中回溯层的大小,通过实

验发现BTL小于３的子句包含了更多搜索树顶部中的文字,
且被使用的频率远大于其他子句.因此,BTL越小的子句应

具有更大相关度并被保存下来.文献[１２]提出了有界大小随

机策略(SizeＧBoundedRandomized,SBR),保留短子句(文字

数小于k)并随机删除文字数大于k的子句,实验表明,随机

保留部分较长的子句对于部分SAT问题的推导证明是有效

的.文献[１３]提出了一种基于群落结构检测学习子句关联度

的方法,通过构造２群落得到的学习子句能够较好地提升求

解性能.文献[１４]综合了多种子句评估方式,提出了折中度

(DegreeofCompromise)概念,通过比较折中度,删除受支配

的学习子句.

３　删除周期点上的学习子句来源分布

学习子句的“好坏”依赖于不同的评估方法,动态活跃度

评估和LBD评估是目前最为流行的两种评估方式.前者为

每个子句设置一个活跃度计算器,子句活跃度为s′＝s＋(１/

f)n,其中,f为衰减因子,０＜f＜１;n为总冲突次数.子句活

跃度与总冲突次数有关,与子句中文字所在决策层无关.而

LBD评估方式正好与活跃度相反,其与决策层按文字划分的

个数有关,与总冲突次数的关系不大.例如给定子句C１ 和

C２,用 A(C)和L(C)分别表示其活跃度和LBD,有 A(C１)＝

１０００,A(C２)＝２０００,L(C１)＝３,L(C２)＝５.对于 Minisat而

言,C２ 的活跃度更大,显然比C１ 好;而对于 Glucose而言,C１

仅被划分为３块,少于L(C２),因此C１ 比C２ 好.

不同的评价方式也使得不同的学习子句被删除,且使得

搜索过程出现明显差异.但无论是活跃度评估还是 LBD评

估,都采用了比较激进的删除策略,使得学习子句的利用效率

不高.图１所示为活跃度评估和 LBD评估方式删除的学习

子句的来源分布,图１(a)和图１(b)分别为活跃度评估和LBD
评估测试５０bits_１３．dimacs．cnf(SAT Race２０１５)实例的情

况,其中横坐标为删除周期k,纵坐标为相应删除的学习子句

数,不同颜色表示第k次删除的学习子句的来源d,d越大(颜

色越深)表示越晚产生的学习子句的占比越大.可以明显看

出,活跃度评估方式和LBD评估方式都删除了大量新学习到

的子句,且保留的前期学习到的子句越来越少.相较活跃度

评估方式,LBD删除学习子句的方式相对谨慎,保留的前期

学习子句相对较多.

(a)活跃度评估方式

(b)LBD评估方式

图１　活跃度评估和LBD评估方式删除学习子句的情况

Fig．１　DistributionoflearntclausesbeingdeletedinVSIDSandLBD

对SATRace２０１５年和SATCompetition２０１６年的实例

进行大量测试,在１h内能够求解出的实例中,活跃度方式平

均删除了８４．４％的使用过的学习子句,LBD方式平均删除了

７９．８％的使用过的学习子句,两种方式都大量地删除了使用

过的学习子句.因此,有必要对学习子句参与冲突分析的行

为进行进一步的分析和刻画,以确保使用过的子句中更有用

的句子能够被保留.
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４　学习子句动态趋势评估方法

４．１　学习子句被用于冲突分析的趋势强度量化

用ti(i≥０)表示学习子句C在生存期内对应的搜索总冲

突次数,其 中t０ 为 生 成 C 时 对 应 的 搜 索 总 冲 突 次 数,t１,

t２,􀆺,tk 为C 被用于推导新子句时对应的搜索总冲突次数,ti

在本质上为时间序列.用ti－１ti
→(i≥１)表示子句在ti－１时刻出

现(或被使用),并在ti 时刻再次被使用的区间;Δti＝ti－ti－１

(i≥１)为相邻两次被用于冲突分析对应总冲突次数的间隔.

子句参与冲突分析的序列如图２所示.学习子句参与冲突分

析的次数越多,对应的k值越大.但对于k值均较大且接近

的两个子句,其对后续搜索的影响不能简单用k来衡量.整

体上看,学习子句在ti 时刻参与冲突是一个随机的过程.图

３所示为实例５０bits_１３．dimacs．cnf中某个学习子句参与冲

突分析的时间分布,从第３９０７８５次冲突产生该子句,直至被

删除,该学习子句总共被使用了２２２０４次,在其整个生存期出

现的规律中很难找到分布特征.且一般情况下,求解器冲突

次数在百万级甚至千万级,所有子句参与冲突分析的时刻ti

的个数可达数百亿级,若将其完全驻留在内存并分析其分布

特征将严重降低求解效率.因此,从概率的角度预测子句在

删除周期点treduce后是否出现或何时出现是不可行的.

图２　学习子句参与冲突分析的时间序列示意图

Fig．２　SchematicpointＧinＧtimediagramoflearnedclauseused

inconflictanalysis

图３　５０bits_１３．dimacs．cnf求解过程中某学习子句参与冲突

分析的时间序列

Fig．３　PointＧinＧtimeofonelearntclauseusedinconflictanalysis

of５０bits_１３．dimacs．cnf

由前述分析可知,如能找到轻量级的分布特征刻画方法,

即类似于ω′＝ω＋Δω的方式来刻画分布特征,将有利于计算

机实现.假定存在３个学习子句C１,C２ 和C３,均被用于冲突

分析３次,并在treduce处决定是否被删除,则ti(１≤i≤k)的分

布如图 ４所示.在 C１ 中,其冲突分析的时间序 列间隔为

Δt１＞Δt２＞Δt３;在C２ 中,有Δt１＜Δt２＜Δt３;在C３ 中,有 Δt１＜
Δt３＜Δt２.

图４　学习子句参与冲突分析的不同分布

Fig．４　Differentdistributionsoflearntclausesused

inconflictanalysis

若某个子句在删除节点前仍然被频繁使用,则在后续搜

索中很有可能依然会用到,若此时将其删除,将不利于后续搜

索.由此可以看出,C１ 所在冲突分析的时间序列间隔 Δt逐

渐缩小,相比C２ 和C３,C１ 更“好”.为便于直观理解,用时间

序列间隔Δt的倒数形式Δf＝ １
Δti

表示子句在Δti 时间段出现

的频率,对于子句从ti－２ti－１
→到ti－１ti

→的局部变化趋势强度Ti,

可进行如下量化定义.

定义１　对于学习子句C,存在连续相邻两次被用于冲突

分析的时间间隔 １
Δti－１

和 １
Δti

,如果 Δfi＝ １
Δti

－ １
Δti－１

＞０(i≥

２),则称C的趋势为强趋势,记为Ti＝１.

定义２　对于学习子句C,存在连续相邻两次被用于冲突

分析的时间间隔 １
Δti－１

和 １
Δti

,如果 Δfi＝ １
Δti

－ １
Δti－１

＜０(i≥

２),则称C的趋势为弱趋势,记为Ti＝－１.

定义３　对于学习子句C,存在连续相邻两次被用于冲突

分析的时间间隔 １
Δti－１

和 １
Δti

,如果 Δfi＝ １
Δti

－ １
Δti－１

＝０(i≥

２),则称C的趋势为无趋势,记为Ti＝０.

局部趋势变化可直观地用图形说明,图５为图４中学习

子句C１,C２,C３ 参与冲突分析的连续趋势变化.由局部变化

趋势的定义可知,未被使用的子句(k＝０)和仅被使用一次的

子句(k＝１)不存在变化趋势,因此对此部分子句可采取设置

阈值的方法直接删去.对于k≥２的子句C,其被用于冲突分

析的总体趋势G(C)可由局部趋势累积得到,故有:

G(C)＝
０, i≤１

∑
k

i＝２
Ti, ２≤i≤k{ (１)

总体趋势强度 G(C)也可表示为 G(C)＝Gi－１(C)＋Ti

(２≤i≤k),其重要意义是G(C)可通过增量方式计算得到,而

不需要保留大量的历史数据,因此有助于轻量级的计算机程

序实现.

(a)趋势增强 (b)趋势减弱 (c)趋势无变化

图５　学习子句参与冲突分析的局部趋势变化

Fig．５　Localvaryingtendenciesoflearntclausesused

inconflictanalysis

回顾图４中的子句C１,C２ 和C３:

对于C１,由于 Δt１＞Δt２＞Δt３,有 Δf２＝ １
Δt２

－ １
Δt１

＞０,

Δf３＝ １
Δt３

－ １
Δt２

＞０,对应的趋势强度T２＝１,T３＝１,由式(１)

可知,C１ 被用于冲突分析的趋势强度为G(C１)＝∑
３

i＝２
Ti＝２.
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类似地,对于C２,由于 Δt１＜Δt２＜Δt３,有 Δf２＝ １
Δt２

－

１
Δt１

＜０,Δf３＝ １
Δt３

－ １
Δt２

＜０,对应的趋势强度T２＝－１,T３＝

－１,C２ 被用于冲突分析的趋势强度为G(C２)＝∑
３

i＝２
Ti＝－２.

对于C３,由于 Δt１＜Δt３＜Δt２,有 Δf２＝ １
Δt２

－ １
Δt１

＜０,

Δf３＝ １
Δt３

－ １
Δt２

＞０,对应的趋势强度T２＝－１,T３＝１,C３ 被用

于冲突分析的趋势强度为G(C３)＝∑
３

i＝２
Ti＝０.

量化结果表明,G(C１)＞G(C３)＞G(C２),说明C１ 的趋势

强度最大,这与直观分析C１ 被用于冲突分析的频率在增加是

一致的.

图６为图５示例中学习子句参与冲突分析的时间序列的

总体趋势强度 G(C)的变化.通过刻画趋势强度,可将离散

的、随机的子句用于冲突分析的特征转换为连续的趋势变化.

如果某个子句G(C)持续增大,则可保留,否则可在删除周期

将其从子句库中删除.

图６　图５中学习子句参与冲突分析的时间序列累计

趋势强度分布

Fig．６　DistributionofcumulativetrendsofpointＧinＧtimeof

learntclauseinFig．５

４．２　实现算法

累积趋势强度的计算不需要记录某个子句的所有历史冲

突时间点数据,仅需要在子句类中增加sum_TS,T_lastconf,

delta_T 成员变量,分别记录子句的累积趋势强度G(C)、最近

一次被用于冲突分析的系统总冲突次数和最近一个冲突次数

的间隔大小.当某学习子句被推导或用于冲突分析时,更新

相应的成员值,其伪代码如算法１所示.

算法１　更新学习子句累积趋势强度updateTS
输入:学习子句C,系统总冲突次数conflicts

输出:更新趋势强度后的学习子句

１．ifC．learntthen/∗ 仅对学习子句进行操作 ∗/

２．　Δt←conflicts－C．T_lastconf

３．　ifC．delta_T＞０then/∗存在前驱delta,即至少被使用过一次,

更新子句趋势强度∗/

４．　ifΔt＞C．delta_Tthents← －１

５．　　elseifΔt＜C．delta_Tthents←１

６．　　elsets←０

７．　end

８．　　C．sum_TS←C．sum_TS＋ts/∗更新累积趋势强度∗/

９．　end

１０．C．delta_T←Δt/∗更新为当前冲突区间∗/

１１．C．T_lastconf←conflicts/∗更新为系统总冲突次数∗/

１２．end

在删除周期treduce到达时,调用删除子句的过程.C．size()

返回学习子句C中的文字个数;locked(C)返回学习子句C是

否已用于推导其他必须赋值的文字.算法２遍历学习子句库

Learnt_Clauses,将同时满足以下３个条件的子句删除:

１)趋势强度小于指定阈值TS_Lim;

２)子句中的文字数大于２;

３)未被用于推导其他必须赋值的文字.

对于条件２),由于单元子句和二元子句有利于化简问题

和推导冲突子句,因此保留文字数不超过２的子句.对于条

件３),主要是为了保证求解器的完备性,即确保生成完整的

不可满足公式的证明过程,对相关子句予以保留.

算法２　周期性删除学习子句reduceDB
输入:学习子句库Learnt_Clauses,趋势强度阈值 TS_Lim

输出:更新后的学习子句库

１．forCinLearnt_Clausesdo

２．ifC．sum_TS＜TS_Lim&&C．size()＞２&& ! locked(C)then

３．　　removeClause(C)

４．end

５．returnLearnt_Clauses

５　实验与结果分析

５．１　实验方案

Minisat是国际上知名的 CDCLSAT 求解器,集成了子

句活跃度评估算法,历年SAT国际竞赛中很多冠军求解器都

是 Minisat的改进版,但由于 Minisat中未集成更多的优化技

术,在对比测试中容易看出改进算法的性能差异.本文以

Minisat为基础工具,分别实现了 LBD评估方式和趋势强度

评估方式.本文称 Minisat的原版为 Minisat＋ACT,LBD版

本为 Minisat＋LBD,趋势强度版本为 Minisat＋TS(k).其中

k为趋势强度阈值,小于k的子句将被强制删除.

实验测试实例来自于２０１５年SATＧRace的 maintrack组

和２０１６年SATCompetition的 maintrack组,涉及密码验证、

多机器人路径规划等领域,其中包含３００个２０１５年的竞赛实

例、５００个２０１６年的竞赛实例(２００个 Crafted、３００个 AppliＧ

cation).每个测试例无预处理且限时１０００s.硬件环境为

Inteli７Ｇ６７００３．４GhzCPU,１６GB物理内存,RedHatEnterＧ

prise７．３操作系统.删除周期阈值treduce采用 Luby序列[１５],

有treduce＝ {１００,１００,２００,１００,１００,２００,４００,１００,１００,２００,

１００,１００,２００,４００,８００,􀆺}.

５．２　实验结果

实验结果如表１所列,SAT和 UNSAT列分别表示求解

实例的属性为可满足和不可满足.总体而言,趋势强度评估

方式的性能介于活跃度方式和LBD评估方式之间,显著优于

活跃度评估方式,稍弱于LBD方式.当趋势强度阈值设置为

３≤k≤６时,Minisat＋TS的求解数量呈增长趋势,说明保留

趋势强度较大的学习子句有利于后续搜索.当k＝６时,MiniＧ
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sat＋TS求解SATRace２０１５的实例总数比 Minisat＋ACT
多１３个,增加了８．３％;求解 SATCompetition２０１６的实例

总数比 Minisat＋ACT多１９个,增加了１９．６％,性能提升明

显.在求解SATRace２０１５和SATCompetition２０１６总实例

数时,表现最好的趋势强度版本解出２８６个,比 Minisat＋

ACT多３２个,增加了１２．６％;比 Minisat＋LBD少了７个,减

少了２．４％.

表１　不同趋势强度阈值与活跃度、LBD评估方式的对比测试结果

Table１　Testingresultsofdifferentthresholdsetsto

VSIDSandLBD

求解器
测试集(SAT２０１５)

SAT UNSAT 小计

测试集(SAT２０１６)

SAT UNSAT 小计
合计

Minisat＋ACT １０５ ５２ １５７ ５０ ４７ ９７ ２５４

Minisat＋LBD １１３ ５８ １７１ ５４ ６８ １２２ ２９３

Minisat＋TS(３) １０８ ５７ １６５ ５５ ５９ １１４ ２７９

Minisat＋TS(４) １１２ ５７ １６９ ５６ ５９ １１５ ２８４

Minisat＋TS(５) １１２ ５７ １６９ ５６ ５９ １１５ ２８４

Minisat＋TS(６) １１３ ５７ １７０ ５６ ６０ １１６ ２８６

Minisat＋TS(７) １１３ ５７ １７０ ５６ ６０ １１６ ２８６

Minisat＋TS(３０) １１３ ５７ １７０ ５６ ６１ １１１ ２８７

Minisat＋TS(６０) １１３ ５７ １７０ ５６ ６０ １１６ ２８６

当k≥６时,对应趋势强度版求解器的求解个数趋于稳

定,说明:１)绝大多数学习子句趋势强度集中于k＜６的区间,

不同版本均删除了相同的子句,使得结果差异不大;２)学习子

句参与冲突分析的时间序列分布并非完全随机,存在阶段性

随机、阶段性非随机的可能.后续可针对上述两个方面进行

进一步的研究.

结束语　针对现有学习子句评估算法评估效果不理想的

问题,本文分析了已有评估方式的局限性,研究了学习子句被

使用的时间序列分布,提出了一种学习子句累积趋势强度量

化算法,将随机、离散的时间分布转换为连续的累积趋势强

度,通过设定趋势强度阈值来进一步确定子句是否应该被删

除.对比实验表明,趋势强度评估算法反映了子句活跃度特

征,且性能明显优于活跃度评估算法,与LBD算法基本持平,

且算法占用内存较小,为学习子句的评估提供了一种新的

思路.
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