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摘　要　不可区分关系是粗糙集理论的基础.首先,刻画了λ约简与最大分布约简、分布约简之间的相互关系,证明

了λ协调集是最大分布协调集,也是分布协调集;其次,针对λ约简设计了一种基于区分矩阵中属性频率的启发式约

简算法,可以降低约简计算的复杂度;最后,通过实例验证了所提算法的可行性与有效性.
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１　引言

粗糙集理论是一种处理不确定性问题的数学工具,自

１９８２年由波兰数学家Pawlak[１]首次提出以来,已经在理论和

应用方面取得了长足的发展,受到了学术界的广泛关注.目

前,粗糙集理论已经在人工智能、知识与数据发现、模式识别

与分类、故障检测等方面得到了广泛的应用.

信息系统研究是粗糙集理论的一个重要方向,其中的约

简问题是粗糙集理论和应用研究的热点问题.不可区分关

系[１Ｇ２]是粗糙集理论的基础,其实质是指出这样一个事实:由
于我们对问题认识的深入程度有限,或者可获得的数据样本

不完备,使得我们缺乏足够的知识去区分论域中的某些数据

对象.不可区分关系用于刻画信息系统中对象的相似性,具
有明确的语义解释,即具有相同描述的对象相互之间不可区

分.基于不可区分关系,人们从相关实际问题的研究背景出

发,提出了多种信息系统属性约简标准,如正域约简[２]、分配

约简[３]、分 布 约 简[３]、最 大 分 布 约 简[４Ｇ５]、基 于 信 息 熵 的 约

简[６]、λ约简[７]等,并给出了多种协调集判定定理,如λ协调

集、分布协调集、最大分布协调集、分配协调集、近似协调集

等,得出了属性约简方法.这些约简都可以通过Skowron[８]

提出的区分函数获得,但其中涉及的布尔合取范式到布尔析

取范式的转换是 NPＧ难问题.因此,人们分别从属性依赖度、

属性信息熵、属性在区分矩阵中出现的频率等角度提出了属

性重要度,进而基于属性重要度设计了一些计算约简的启发

式算法[９Ｇ１３].决策表基于粗糙集理论有多种约简标准,对于

这些约简标准之间的相互关系已有大量研究[３Ｇ６],本文在相关

研究的基础上进一步讨论了λ约简与最大分布约简、分布约

简之间的相互关系,并且设计了一种基于属性频率的启发式

约简算法.

２　决策表基于粗糙集理论的约简

Pawlak粗糙集模型[１]将知识理解为对对象进行分类的

能力,形式化的知识通过论域(即所讨论对象构成的集合)上
的等价关系进行刻画.论域的子集从外延角度理解为概念.

如果某子集恰好是若干等价类的并集,则它表示一个精确概

念,否则表示不确定性概念.在粗糙集模型中,不确定性概念

借助上、下近似算子通过精确概念进行逼近.

定义１[１]　设U 是非空集合,称为论域,R是U 上的一个

等价关系,称(U,R)为一个近似空间.对于任意 X⊆U,X 关

于(U,R)的上、下近似分别定义为:

R(X)＝{x∈U;[x]R∩X≠Ø} (１)

R(X)＝{x∈U;[x]R⊆X} (２)

其中,[x]R＝{y∈U;(x,y)∈R}为x关于R 的等价类.

信息系统属性约简与知识获取是粗糙集理论的重要研究

方向.一个信息系统是一个四元组T＝(U,A,V,f),其中U
是非空有限集合,称为论域,其元素称为对象;A 是非空有限



集合,其元素称为属性;V＝ ∪
a∈A

Va,Va 是属性a 的取值构成的

集合,称为a的值域;f:U×A→V 称为信息函数,它为每个对

象关于每个属性赋予一个信息值,且对于任意x∈U,a∈A,
有f(x,a)∈Va.

一个决策表是一个信息系统S＝(U,A,V,f),其中属性

区分为条件属性和决策属性,即A＝C∪D 且C∩D＝Ø,C,D
分别为条件属性和决策属性构成的集合.本文仅考虑只有一

个决策属性d的决策表S＝(U,C∪{d},V,f).
设S＝(U,A,V,f)是信息系统.对于任意B⊆A,由B

确定的不可区分关系Ind(B)定义为:对于任意x,y∈U,(x,

y)∈Ind(B),当且仅当对于任意a∈B,f(x,a)＝f(y,a).
显然,不可区分关系Ind(B)是一个等价关系,由Ind(B)

可以决定对象集合U 的一个划分{[x]B;x∈U},其中[x]B 是

x 关于Ind(B)的等价类.对于任意a∈A,以下将Ind({a})
简记为Ind(a).显然有Ind(B)＝ ∩

a∈B
Ind(a).因此,当B⊆

C⊆A 时,有Ind(C)⊆Ind(B).

Zhao等[１４]在信息系统中给出了λ相对不可区分关系的

概念,进而基于λ相对不可区分关系提出了λ约简的概念.
定义２[１４]　设S＝(U,C∪{d},V,f)是一个决策表,A⊆

C.称Indλ
d(A)为由A 确定的λ相对不可区分关系,其中:

Indλ
d(A)＝{(x,y)∈U×U;∀a∈A(f(x,a)＝f(y,a))∨

(f(x,d)＝f(y,d))} (３)
定义３[１４]　设S＝(U,C∪{d},V,f)是一个决策表,A⊆C.

１)若Indλ
d(A)＝Indλ

d(C),则称A 为S 的λ协调集.

２)若A 是一个λ协调集,且A 中的任意真子集B 不是λ
协调集,则称A 为S 的λ约简.

对于任意x,y∈U,定义α(x,y)＝{a∈C;f(x,a)≠f(y,

a)}为x,y的区分属性构成的集合.基于α(x,y),Qin等[７]

给出了λ协调集的判定定理,进而基于区分矩阵与区分函数

给出了计算λ约简的方法.
定理１[７]　设S＝(U,C∪{d},V,f)是一个决策表,A⊆

C,A 为S 的λ协调集的充分必要条件是:对于任意x,y∈U,
若f(x,d)≠f(y,d)且α(x,y)≠Ø,则A∩α(x,y)≠Ø.

张文修等[４]基于集合的包含度理论提出了决策表的几种

约简标准,并给出了约简方法.
对于决策表S＝(U,C∪{d},V,f),设A⊆C,x∈U,记

U/d＝{D１,D２,􀆺,Dr}.

μA(x)＝(D(D１/[x]A),D(D２/[x]A),􀆺,D(Dr/[x]A))
(４)

γA(x)＝{Dj;D(Dj/[x]A)＝max
q≤r

　D(Dq/[x]A)},１≤j≤r

(５)

其中,D(Dj
[x]A

)＝|Dj∩[x]A|
|[x]A|

是[x]A 包含于Dj 的程度.显

然,μA(x)是U/d上的概率分布.直观上,D(Dj
[x]A

)刻画不确

定性命题规则“若y∈[x]A,则y∈Dj”的可信度.

定义４[４]　设S＝(U,C∪{d},V,f)为决策表,A⊆C.

１)若对于任意x∈U,有μA(x)＝μC(x),则称A 是分布

协调集.若A 是分布协调集,且A 的任意真子集B 不是分布

协调集,则称A 为分布约简.

２)若对于任意x∈U,有γA(x)＝γC(x),则称A 是最大分

布协调集.若A 是最大分布协调集,且A 的任意真子集B 不

是最大分布协调集,则称A 为最大分布约简.

分布协调集、最大分布协调集有以下判定定理.
定理２[４]　设S＝(U,C∪{d},V,f)是决策表且A⊆C.

１)A 是分布协调集的充分必要条件为:对于任意x,y∈
U,若μC(x)≠μC(y),则A∩α(x,y)≠Ø;

２)A 是最大分布协调集的充分必要条件为:对于任意x,

y∈U,若γC(x)≠γC(y),则A∩α(x,y)≠Ø.
基于协调集判定定理,张文修等[４]借助区分函数化简给

出了分布约简及最大分布约简的计算方法.

３　基于相对不可区分关系的协调集之间的相互关系

本节讨论λ约简与最大分布约简、分布约简之间的相互

关系.

定理３　设S＝(U,C∪{d},V,f)是决策表,A⊆C,若A
是λ协调集,则A 是最大分布协调集.

证明:令U/d＝{D１,D２,􀆺,Dr}是决策类的集合,A 是λ
协调集.设x,y∈U 满足γC(x)≠γC(y),于是[x]C ≠[y]C,

从而有[x]C∩[y]C＝Ø,α(x,y)≠Ø.

１)若f(x,d)≠f(y,d),则由 A 为λ 协调集可知A∩α
(x,y)≠Ø.

２)若f(x,d)＝f(y,d),不妨设x,y∈Dk,１≤k≤m.由

于γC(x)≠γC(y),因此(γC(x)－γC(y))∪(γC(y)－γC(x))≠
Ø.不妨设γC(x)－γC (y)≠Ø,于是存在 Di∈γC (x),使得

Di∉γC(y).因γC(y)≠Ø,设 Dj∈γC(y),则有 Di≠Dj.由

Di∈γC(x)知|[x]C∩Di|
|[x]C| ＞０,从而[x]C ∩Di≠Ø.故存在

u∈U 使得u∈[x]C∩Di.

同理,由Dj∈γC (y)可知|[y]C∩Dj|
|[y]C| ＞０,从而[y]C ∩

Dj≠Ø.故存在v∈U 使得v∈[y]C∩Dj.由u∈Di,v∈Dj

及Di≠Dj 可知f(u,d)≠f(v,d),再由u∈[x]C 及v∈[y]C
可得α(x,y)＝α(u,v).

于是由证明１)知A∩α(x,y)＝A∩α(u,v)≠Ø.由证明

１)和２)可得A 是最大分布协调集.

推论１　设S＝(U,C∪{d},V,f)是决策表,A⊆C,若A
是λ约简,则存在B⊆A,使得B是S 的最大分布约简.

定理４　设S＝(U,C∪{d},V,f)是决策表,A⊆C,若A
是λ协调集,则A 是分布协调集.

证明:令U/d＝{D１,D２,􀆺,Dr}是决策类的集合,A 是λ
协调集.对于任意x,y∈U,若uC(x)≠uC(y),于是[x]C ≠
[y]C,从而有[x]C∩[y]C＝Ø,α(x,y)≠Ø.

１)若f(x,d)≠f(y,d),则由 A 为λ 协调集可知A∩α
(x,y)≠Ø.

２)若f(x,d)＝f(y,d),不妨设x,y∈Dk,１≤k≤m.由

uC(x)≠uC(y)可得存在i(１≤i≤m,i≠k)使得|[x]C∩Di|
|[x]C| ≠

|[y]C∩Di|
|[y]C|

.事实上,如果对于任意i(１≤i≤m,i≠k)都有

|[x]C∩Di|
|[x]C| ＝|[y]C∩Di|

|[y]C|
,则由

∑
１≤j≤m

|[x]C∩Dj|
|[x]C| ＝１＝ ∑

１≤j≤m

|[y]C∩Dj|
|[y]C|

可知

|[x]C∩Dk|
|[x]C| ＝|[y]C∩Dk|

|[y]C|
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从而有uC(x)＝uC(y),矛盾.

不妨设|[x]C∩Di|
|[x]C| ＞|[y]C∩Di|

|[y]C|
,于是|[x]C∩Di|＞０,

[x]C∩Di≠Ø.设z∈[x]C∩Di,由[x]C∩[y]C＝Ø可知z∉
[y]C∩Di.又z∈[x]C,有α(z,y)＝α(x,y),又因i≠k,故

f(z,d)≠f(y,d).
由证明１)可知A∩α(z,y)≠Ø,从而有A∩α(x,y)≠Ø.

于是由证明１)、２)可知A 是分布协调集.
推论２　设S＝(U,C∪{d},V,f)是决策表,A⊆C,若A

是λ约简,则存在B⊆A,使得B是S 的分布约简.

４　基于属性频率的λ约简算法

基于粗糙集理论的约简算法大多是从核开始的,核的计

算可用区分矩阵、逻辑运算和差别表等方法[１５],其中用区分

矩阵计算是最常用的方法.针对λ约简,求核实际上就是计

算一个属性子集,其中的每个属性都是某两个属于不同决策

类对象的唯一不同的条件属性.
为了计算信息系统的约简,王珏等[９]根据区分矩阵中属

性出现的频率定义属性的重要性,进而提出了启发式约简算

法.本节将基于属性频率的属性重要度刻画方法应用于λ约

简的计算,针对λ约简的区分矩阵,提出一种求λ约简的启发

式算法.

设S＝(U,C∪{d},V,f)是一个决策表.对于λ约简,根
据协调集判定定理,定义区分矩阵为 M＝(mij),其中对于任

意x,y∈U,若f(x,d)≠f(y,d)且α(x,y)≠Ø,则mij＝α(x,

y),否则mij＝Ø.

下面给出基于区分矩阵中属性频率的λ约简算法,如算

法１所示.

算法１　基于属性频率的λ约简算法

输入:决策表S＝(U,C∪{d},V,f)

输出:约简 Red
步骤１　计算决策表的区分矩阵 M.

步骤２　R＝core(C),其中对于任意a∈C,a∈core(C)当且仅当存在

mij∈M 使得 mij＝{a}.

步骤３　Q＝{mij;mij∩R≠Ø,i≠j∧i,j＝１,２,􀆺,n},M＝M－Q.

步骤４　若 M＝Ø,则算法终止,输出 R;否则转步骤５.

步骤５　在C－R中选择属性a,使得a在 M 中出现的频率达到最大

值,如果有多个属性ai(i＝１,２,􀆺,m)达到最大,则选择与 R
中属性的属性值组合数目最少的aj.其中属性a在 M 中出

现的频率P(a)定义为:

　P(a)＝
|{mij;a∈mij,mij∈M}|

|{mij;mij∈M}|
步骤６　R＝R∪{aj},转步骤３.

例１　针对决策表１中的S＝(U,C∪{d},V,f),利用λ
约简算法求其约简.

表１　一个决策表

a b c d D
o１ ０ ０ １ １ ０
o２ １ ０ １ ２ ０
o３ ２ １ ２ ０ １
o４ ２ １ ２ ０ ２
o５ １ ２ ２ １ ２
o６ １ ２ ２ １ １
o７ ０ １ ３ ２ １
o８ ０ １ ３ ２ ０

　　首先针对决策表按λ协调集判定定理计算区分矩阵M,
如表２所列.

表２　区分矩阵

o１ o２ o３ o４ o５ o６ o７ o８

o１ Ø
o２ Ø Ø
o３ abcd abcd Ø
o４ abcd abcd Ø Ø
o５ abc bcd abd Ø Ø
o６ abc bcd Ø abd Ø Ø
o７ bcd abc Ø acd abcd Ø Ø
o８ Ø Ø acd acd abcd abcd Ø Ø

通过区分矩阵 M,判断为无核的情况,跳过步骤２.M 中

出现的属性组合中的属性为a,b,c,d,对应的频率分别是

P(a)＝１５/１８,P(b)＝１５/１８,P(c)＝１６/１８,P(d)＝１５/１８.根

据步骤５,先将c加入R,得到R＝{c},并从区分矩阵 M 中删

除abcd,abc,bcd,acd(因为它们包含了c),从而在区分矩阵中

M－Q＝{abd},用同样的方法跳回到步骤５,出现的属性为a,

b,d,对应的频率均为１.因为属性a,b,d的出现频率均达到

最大,而属性b与R 中属性的属性值组合数目最少,所以将b
加入R 得到R＝{c,b}.返回步骤３,此时 M＝Ø.因此所求

约简为{c,b}.
结束语　信息系统知识约简与规则获取是粗糙集理论的

重要研究方向,对决策表基于相对不可区分关系的约简研究

是非常有意义的.本文针对决策表中的多种约简标准,研究

了约简之间的相互关系,证明了在完备决策表中λ协调集是

最大分布协调集,也是分布协调集,进而刻画了λ约简与最大

分布约简、分布约简之间的相互关系.针对λ约简,本文基于

属性频率设计了一种启发式约简算法,并通过实例验证了该

算法的可行性与有效性.

参 考 文 献

[１] PAWLAKZ．Roughset[J]．InternationalJournalofComputer

andInformationScience,１９８２,１１:３４１Ｇ３５６．
[２] PAWLAK Z．Roughsetapproachto multiＧattributedecision

analysis[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,１９９３,

７２:４４３Ｇ４５９．
[３] KRYSZKIEWICZM．Comparativestudiesofalternativetypeof

knowledgereductionininconsistentsystems[J]．Internatonal

JournalofIntelligentSytems,２００１,１６(１):１０５Ｇ１２０．
[４] 张文修,米据生,吴伟志．不协调目标信息系统的知识约简[J]．

计算机学报,２００３,２６:１２Ｇ１８．
[５] ZHANG W X,MIJS,WU W Z．ApproachestoknowledgereＧ

ductionsininconsistentsystems[J]．InternationalJournalofInＧ

telligentSystems,２００３,１８:９８９Ｇ１０００．
[６] 王国胤,于洪,杨大春．基于条件信息熵的决策表约简[J]．计算

机学报,２００２,２５(７):７５９Ｇ７６６．
[７] QIN K Y,JINGS H．TheattributereductionsbasedonindisＧ

cernibilityanddiscernibilityrelations[C]∥Proceedingsof２０１７

InternationalJoint Conference on Rough Sets．Heidelberg:

SpringerInternationalPublishingAG,２０１７:３０６Ｇ３１６．
[８] SKOWRON A,RAUSZER C．Thediscernibility matricesand

functionsininformationsystems[M]．R．Slowinski(Ed．),IntelＧ

ligentDecisionSupport,HandbookofApplicationsandAdvances

oftheRoughSetsTheory,Kluwer,Dordrecht,１９９２．

　　　 (下转第１４２页)

２１１ 计 算 机 科 学 　２０１８年



升 ACS算法求解 TSP问题的效率.这两种方案是今后对

ACS算法优化研究的主要方向.同时在实验过程中,我们注

意到迭代次数、启发因子等主要参数的设定对于 ACS算法的

求解精度有着较大的影响.在较低的迭代次数下,例如迭代

次数仅设定为一次,算法所得路径具有大量交叉,且远远偏离

最优路径,仅利用２Ｇopt策略是无法较好处理这种情况的,但
迭代数过高又会导致求解时间过长.采用混合诸如 PSO 算

法、GA算法的启发式算法,可优化参数设定、降低算法迭代

次数,这也是 ACS算法与 ACO系列算法理组合优化问题的

研究方向之一.
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