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林　洪　秦克云

(西南交通大学数学学院　成都６１１７５６)
　

摘　要　文中针对决策形式背景研究基于对象导出三支概念格的规则约简问题,提出了三支决策规则、必要决策规则

的概念,并讨论了它们的基本性质.以此为基础,提出了决策形式背景三支规则协调集的概念,给出了三支规则协调

集的判定定理,结合区分矩阵和区分函数给出了三支规则约简方法.最后通过实例证明了所提约简方法的有效性.
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１　引言

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)也称为概

念格理论,由 Wille[１]于１９８２年提出.形式概念分析基于形

式背景展开讨论,形式背景可表示为布尔型二维数据表,其中

行表示对象,列表示属性.根据对象与属性之间的关系,可以

建立一种概念层次结构,用于概念表示、概念排序及概念推

理.概念格理论是一种有效的数据分析工具,在诸多领域得

到了广泛应用.

形式背景的属性约简理论和方法作为 FCA 的热门研究

内容被学术界广泛关注.通过属性约简可以获得更简洁的知

识,并揭示属性之间的依赖关系.Zhang等[２]讨论了概念格

属性约简问题,给出了协调集的判定定理,通过辨识函数给出

了概念格属性约简方法.Liu等[３]借助粗糙集理论中的近似

算子对形式背景中的对象及属性进行刻画,给出了属性及对

象约简方法,并讨论了形式背景基于概念格的约简与信息系

统基于粗糙集理论的约简之间的关系.Wu等[４]将粒计算方

法应用于形式概念分析,讨论了形式背景中的粒结构,提出了

粒协调集与粒约简的概念,并给出了粒约简方法,该方法无需

构造概念格且直接通过对象的区分属性获得约简.Shao
等[５]针对模糊形式背景提出了属性和对象约简的方法.李金

海等[６]提出了概念格外延信息量的概念,给出了信息量计算

方法并提出了一种启发式属性约简计算方法.魏玲等[７]从决

策规则的角度提出了决策形式背景的强协调性与弱协调性概

念,对于强协调决策形式背景给出了协调集的判定定理及约

简方法;对于弱协调决策形式背景,通过蕴含映时给出了约简

计算方法.Wu等[４]提出了粒协调决策形式背景的概念,并
通过对象的区分属性矩阵给出粒协调决策形式背景的约简方

法.Li等[８Ｇ１１]对决策形式背景基于决策规则的约简问题进行

了系统研究,提出了决策规则之间的蕴涵关系、冗余决策规

则、必要决策规则等概念,给出了冗余决策规则及必要决策规

则的等价描述,借助区分属性给出了决策形式背景保持决策

规则的约简方法.Shao等[１２]借助决策属性建立了概念之间

的等价关系,并给出了概念的压缩方法以及决策规则的获取

方法.李进金等[１３]通过引入交可约元提出了一种形式背景

属性约简方法,并给出了一种概念格生成算法.三支决策是

Yao于２００９年提出的以“三分而治”为主要思想的一种有效

决策理论[１４Ｇ１６],该理论根据对象特性将所有对象分为３个不

相交的区域,并对这３个区域的对象分别采取适当的策略进

行处理.２０１４年,Qi等[１７]将三支决策理论应用于形式概念

分析,在形式背景中提出了三支形式概念,并建立了三支概念

格.近几年,三支决策思想受到了广泛关注,同时三支决策思

想在信息系统中扮演着重要角色,并被应用于计算机科学、信
息科学、社会科学等多个领域.由于三支决策和形式概念的

广泛应用,三支形式概念分析成为了知识发现和数据分析的

重要工具.Ren等[１８]研究了形式背景基于三支概念格的属



性约简问题,并分别提出了基于属性与基于对象的４种约简

概念,给出了约简计算方法.刘琳等[１９]给出了决策形式背景

在属性导出三支概念格下的规则提取问题.

决策形式背景的属性约简理论与方法是相关领域的热门

研究问题.本文针对决策形式背景,提出了决策形式背景三

支规则协调集的概念,给出了相关判定定理,并给出了基于三

支决策规则的属性约简方法.

２　预备知识

三元组(G,M,I)为一个形式背景.其中,G 为对象集,任
意g∈G,称g为一个对象;M 为属性集,任意m∈M,称m 为

一个属性;I表示G 和M 之间的二元关系,即I⊆G×M.对

于任意g∈G,m∈M,如果(g,m)∈I,则表示对象g具有属性

m;如果(g,m)∉I,则表示对象g不具有属性m.为刻画形式

概念,Wille[１]引入了如下的算子:对于任意A⊆G,B⊆M,有:

A∗ ＝{m∈M;∀a∈A((a,m)∈I)} (１)

B∗ ＝{g∈G;∀b∈B((g,b)∈I)} (２)

A∗ 为 A 中 所 有 对 象 具 有 的 公 共 属 性 构 成 的 集 合,

B∗ 为具有B中所有属性的对象构成的集合.对于 任 意 g∈
G,m∈M,记{g}∗ ＝g∗ ,{m}∗ ＝m∗ .

定义１[１]　设(G,M,I)为形式背景,X⊆G,A⊆M.如果

X∗ ＝A 且A∗ ＝X,则称(X,A)为概念.其中,X,A 分别称

为(X,A)的外延与内涵.
设(G,M,I)为一形式背景.令L(G,M,I)＝{(X,A);

X∗ ＝A 且A∗ ＝X}.对于任意(X１,A１),(X２,A２)∈L(G,

M,I),定义它们之间的序关系为:(X１,A１)≤(X２,A２)当且

仅当X１⊆X２ 或等价地A２⊆A１.

定理１[１]　设(G,M,I)为形式背景.L(G,M,I)关于≤
构成完备格,称为概念格,其中对于任意(Xj,Yj)∈L(G,M,

I),j∈J(J为指标集),有:

∧
j∈J

(Xj,Yj)＝(∩
j∈J

Xj,(∪
j∈J

Yj)∗∗ ) (３)

∨
j∈J

(Xj,Yj)＝((∪
j∈J

Xj)∗∗ ,∩
j∈J

Yj) (４)

在形式背景(G,M,I)中,如果对于任意g∈G,m∈M,有

g∗ ≠Ø,g∗ ≠M,m∗ ≠Ø,m∗ ≠G,则称(G,M,I)为正则形式

背景[２０].本文假设所有研究的形式背景均为正则形式背景.

设(G,M,I)为形式背景,D⊆M.令ID ＝I∩(G×D),那
么(G,D,ID)也是一个形式背景,称为(G,M,I)的一个子形式

背景.为避免混淆,(G,D,ID)中由式(１)、式(２)定义的算子

记为∗D.显然,对于任意 A⊆G,B⊆D,有 A∗D ＝A∗∩D,

B∗D ＝B∗ .

设(G,M,I),(G,D,J)是具有相同对象集的形式背景.
如果 M∩D＝Ø,M 和D 中的属性分别为条件属性与决策属

性,则称S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景[７].

２０１４年,Qi等[１７]将三支决策理论应用于形式概念分析,

提出了三支形式概念.在形式背景(G,M,I)中,对于任意

X⊆G,B⊆M,记:

X∗－ ＝{m∈M;∀x∈X((x,m)∉I)} (５)

B∗－ ＝{g∈G;∀b∈B((g,b)∉I)} (６)

进一步地,对于任意X⊆G,A,B⊆M,记:

X＜􀅰 ＝(X∗ ,X∗－ ) (７)

(A,B)􀅰＞ ＝{x∈G;x∈A∗ ∧x∈B∗－ }＝A∗ ∩B∗－ (８)

根据以上算子,Qi等[１７]给出了对象导出三支概念格的

定义.

定义２[１７]　设(G,M,I)为一形式背景.对于任意 X⊆G
和A,B⊆M,如果X＜􀅰 ＝(A,B)且(A,B)􀅰＞ ＝X,则称(X,(A,

B))为一个对象导出三支概念,以下简记为OE 概念.其中,

X 称为(X,(A,B))的外延,(A,B)称为(X,(A,B))的内涵.

设(G,M,I)为一形式背景,令OEL(G,M,I)＝{(X,(A,

B));X＜􀅰 ＝(A,B)且(A,B)􀅰＞ ＝X},V(G,M,I)＝{x∈G;(X,
(A,B))∈OEL(G,M,I)}.对于任意三支概念(X,(A,B)),
(Y,(C,F))∈OEL(G,M,I),定义它们之间的序关系为:

(X,(A,B))≤(Y,(C,F))⇔X⊆Y⇔(C,F)⊆(A,B)

其中,(C,F)⊆(A,B)定义为C⊆A 且F⊆B.

OEL(G,M,I)按照此关系构成格,称为对象导出三支概

念格,以下简记为OE概念格,其上确界与下确界为:
(X,(A,B))∧ (Y,(C,F))＝ (X∩Y,((A,B)∪ (C,

F)􀅰＞＜􀅰 )) (９)

(X,(A,B))∨(Y,(C,F))＝((X∪Y)＜􀅰􀅰＞ ,(A,B)∩(C,

F)) (１０)

对于任意x∈G,下文将{x}＜􀅰 简记为x＜􀅰 .显然(x＜􀅰􀅰＞ ,

x＜􀅰 )＝(x∗∗ ∩x∗－∗－ ,(x∗ ,x∗－ ))∈OEL(G,M,I)为一形式概

念,且由x完全确定,称(x＜􀅰􀅰＞ ,x＜􀅰 )为三支对象概念.对于

E⊆M,在形式背景(G,E,IE)下,由式(７)、式(８)定义的算子

记为＜􀅰E,􀅰＞E.

３　决策形式背景基于三支决策规则的约简

Ren等[１８]提出了三支概念格属性约简理论,本文基于该

理论进一步提出了决策形式背景下基于三支概念格的规则约

简理论.

３．１　三支决策规则的基本定义与性质

定义３　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M,

(X,(A,B))∈OEL(G,E,IE),(Y,(C,F))∈OEL(G,D,J).

如果 X⊆Y,且 X,Y,X＜􀅰E ,Y ＜􀅰E 都为非空集,则称(X,(A,

B))→(Y,(C,F))为三支决策规则,简记为(A,B)→(C,F).

三支决策规则(A,B)→(C,F)的直观含义为:如果某对

象x具有A 中所有属性但不具有B 中所有属性,则由x∈

A∗ ∩B∗－ ＝X⊆Y＝C∗ ∩F∗－ 可知x必具有C 中所有属性且

不具有F 中所有属性.以下令OER(E,D)为所有三支决策

规则的集合.
设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M.如果存

在(A１,B１)→(C１,F１)∈OER(E,D)\{(A,B)→(C,F)}使得

(A１,B１)⊆(A,B),(C,F)⊆(C１,F１),则称(A１,B１)→(C１,

F１)蕴涵(A,B)→(C,F),记为(A１,B１)→(C１,F１)⇒(A,B)→
(C,F).且称(A,B)→(C,F)是多余的,否则称(A,B)→(C,

F)是必要的.OER(E,D)中所有必要三支决策规则的集合

记为OER(E,D).若三支决策规则(A,B)→(C,F)是多余

的,则存在三支决策规则(A１,B１)→(C１,F１)使得(A１,B１)⊆
(A,B),(C,F)⊆(C１,F１).因此,按照决策规则的直观含义,
(A,B)→(C,F)提供的决策信息包含于(A１,B１)→(C１,F１)提
供的决策信息.在这个意义下,(A,B)→(C,F)是多余的.
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定义４　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M,
称E为S 的一个三支规则协调集,记为OER(E,D)⇒OER
(M,D),如果对于任意的三支决策规则(A,B)→(C,F)∈
OER(M,D),存在三支决策规则(A１,B１)→(C１,F１)∈OER
(E,D),使得(A１,B１)→(C１,F１)⇒(A,B)→(C,F).S 的极

小三支决策规则协调集称为S 的一个三支决策规则约简.
按照定义４,如果E为S 的一个三支决策规则协调集,则

OER(E,D)可以提供OER(M,D)包含的决策信息.因此,三
支决策规则约简可以保证条件属性约简后三支决策规则提供

的信息没有丢失.

３．２　三支决策规则协调集的判定

设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M.记VΔ

(G,E,IE)＝{X∈V(G,E,IE);X≠Ø,X＜􀅰E ≠Ø},VΔ(G,D,

J)＝{Y∈V(G,D,J);Y≠Ø,Y＜􀅰D ≠Ø}.
定义映射αE,βE,γE:VΔ(G,E,IE)×VΔ(G,D,J)→{０,

１}:

αE(X,Y)＝
１, 若X⊆Y,∀X１∈VΔ(G,E,IE),

若X⊂X１ 则X１⊄Y
０, 否则

{
βE(X,Y)＝

１, 若X⊆Y,∀Y１∈VΔ(G,D,J),

若Y１⊂Y 则X⊄Y１

０, 否则
{

γE(X,Y)＝
１, αE(X,Y)＝βE(X,Y)＝１

０, 否则{
定理２　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M.

(X,(A,B))∈OEL(G,E,IE),(Y,(C,F))∈OEL(G,D,J),
且(A,B)→(C,F)∈OER(E,D)为一个决策规则.(A,B)→
(C,F)是多余的当且仅当γE(X,Y)＝０(等价地,(A,B)→(C,

F)是必要的当且仅当γE(X,Y)＝１).
证明:(必要性)假设(A,B)→(C,F)是多余的.于是存

在(A１,B１)→(C１,F１)∈OER(E,D)\{(A,B)→(C,F)}使得

(A１,B１)→(C１,F１)⇒(A,B)→(C,F),因此(A１,B１)⊆(A,

B)且(C,F)⊂(C１,F１)或者(A１,B１)⊂(A,B)且(C,F)⊆(C１,

F１).由于(X,(A,B))→(Y,(C,F))和(X１,(A１,B１))→
(Y１,(C１,F１))都是三支决策规则,因此 X⊆Y,X１⊆Y１.若

(A１,B１)⊂(A,B)且(C,F)⊆(C１,F１),则由(X,(A,B))和
(X１,(A１,B１))都是三支概念可得 X⊂X１ 且 X１⊆Y１⊆Y,因
此αE(X,Y)＝０,从而γE (X,Y)＝０.若(A１,B１)⊂(A,B),
(A１,B１)⊆(A,B)且(C,F)⊂(C１,F１),则由(Y,(C,F)),(Y１,
(C１,F１))都是三支概念可得Y１⊂Y,且 X⊆X１⊆Y１,因此

βE(X,Y)＝０,γE(X,Y)＝０.
(充分性)假设γE(X,Y)＝０,则αE (X,Y)＝０或βE(X,

Y)＝０.若αE(X,Y)＝０,则存在(X１,(A１,B１))∈OEL(G,E,

IE)使得 X⊂X１ 且 X１ ⊆Y.由三支决策规则的定义可知

(A１,B１)→(C,F)∈OER(E,D)且(A１,B１)⊂(A,B),即(A１,

B１)→(C,F)∈OER(E,D)\{(A,B)→(C,F)}且(A１,B１)→
(C,F)⇒(A,B)→(C,F).由定义３可知(A,B)→(C,F)是
多余的.

若βE(X,Y)＝０,则存在(Y１,(C１,F１))∈OEL(G,D,J)
使得 Y１ ⊂Y 且 X ⊆Y１.由 三 支 决 策 规 则 的 定 义 可 知

(A,B)→(C１,F１)∈OER(E,D)且(C,F)⊂(C１,F１),即(A,

B)→(C１,F１)∈OER(E,D)\{(A,B)→(C,F)}且(A,B)→
(C１,F１)⇒(A,B)→(C,F).由定义３可知(A,B)→(C,F)是
多余的.

设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M.下面给

出E为S 的三支决策规则协调集的充要条件.首先定义:

V(G,E,IE)＝{X∈VΔ (G,E,IE );∃Y∈V△ (G,D,J)

s．t．γE(X,Y)＝１}

OER(E,D)＝ {(A,B)→ (C,F)∈ OER (E,D);

γ((A,B)􀅰＞E ,(C,F)􀅰＞D )＝１}.
由定理２可知,OER(E,D)为OER(E,D)的所有必要三

支决策规则的集合.
定理３　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M,

则OER(E,D)⇒OER(E,D),OER(E,D)⇒OER(E,D).
定理４　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,E⊆M,

E为S 的 一 个 三 支 决 策 规 则 协 调 集 的 充 分 必 要 条 件 是:

V(G,E,IE)＝V(G,M,I).
证明:(必要性)若 E 为S 的三支决策规则协调集,即

OER(E,D)⇒OER(M,D),由定理３可得OER(E,D)⇒OER
(E,D)⇒OER(M,D)⇒OER(M,D).下面证明V(G,M,I)＝
V(G,E,IE).

对于任意 X∈V(G,M,I),有(X,(A,B))∈OEL(G,M,

I)且存在(Y,(C,F))∈OEL(G,D,J)使得γA(X,Y)＝１,因此

(A,B)→(C,F)∈OER(M,D).
由于OER(E,D)⇒OER(M,D),则存在(A１,B１)→(C１,

F１)∈OER(E,D)使得(A１,B１)⊆(A,B)且(C,F)⊆(C１,

F１),其中(X１,(A１,B１))∈OEL(G,E,IE),(Y１,(C１,F１))∈
OEL(G,D,J)且 X１⊆Y１,因此有 X⊆X１ 且Y１⊆Y.假设

X≠X１,有X⊂X１⊆Y１⊆Y.注意到 X１∈V(G,E,IE)⊆V
(G,M,I),因 此 γA (X,Y)＝０,矛 盾.因 此 X ＝X１ ∈

V(G,E,IE),于是V(G,M,I)⊆V(G,E,IE).

对于任意X∈V(G,E,IE),有(X,(A,B))∈OEL(G,E,

IE)且存在(Y,(C,F))∈OEL(G,D,J)使得γE(X,Y)＝１.因

此αE(X,Y)＝１且βE(X,Y)＝１.因为V(G,E,IE)⊆V(G,

M,I),所以X∈V(G,M,I).假设X∉V(G,M,I),则γM (X,

Y)＝０.由于βM(X,Y)＝βE(X,Y)＝１,因此αM(X,Y)＝０,从
而存在X′∈VΔ(G,M,I)且X⊂X′,使得αM(X′,Y)＝１.由βM

(X,Y)＝１和X⊂X′可得βM(X′,Y)＝１.因此γM (X′,Y)＝１

且X⊂X′,即 X′∈V(G,M,I)且 X⊂X′⊆Y.由V(G,A,I)⊆
V(G,E,IE)可得 X′∈V(G,E,IE).故αE (X,Y)＝０,矛盾.

因此 X∈V(G,M,I),即V(G,E,IE)⊆V(G,M,I).综上可

得,V(G,E,IE)＝V(G,M,I).

(充分性)假设V(G,E,IE)＝V(G,M,I),对于任意(X,

(A,B))→(Y,(C,F))∈OER(M,D),有 X∈V(G,M,I)＝

V(G,E,IE),因此(X,(X∗E ,X∗－E ))∈OEL(G,E,IE).再由

X⊆Y 可得(X,(X∗E ,X∗－E ))→(Y,(C,F))∈OER(E,D).又

X∗E ＝X∗ ∩E＝A∩E⊆A,X∗－E ＝X∗－ ∩E＝B∩E⊆B,因此

(X,(X∗E ,X∗－E ))→(Y,(C,F))⇒(X,(A,B))→(Y,(C,F)).
于是由定理得OER(E,D)⇒OER(M,D)⇒OER(M,D).即

E是一个三支决策规则协调集.
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例１　参考文献[８]所给的决策形式背景S＝(G,M,I,

D,J),如表１所列.其中,G＝{１,２,３,４,５},M＝{a,b,c,d,e,

f},D＝{d１,d２,d３}.

表１　决策形式背景(G,M,I,D,J)

Table１　Decisionformalcontexts(G,M,I,D,J)

G a b c d e f d１ d２ d３

１ １ １ ０ ０ ０ １ １ １ ０
２ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
３ １ １ １ １ ０ １ １ １ ０
４ ０ １ ０ １ １ １ ０ １ １
５ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

由定义可得OEL(G,M,I),分别记为:f１＝(１２３４５,(Ø,

Ø)),f２＝(１２３５,(a,e)),f３＝(１２４５,(Ø,c)),f４＝(１３４,(bf,

Ø)),f５＝(１２５,(a,cde)),f６＝(３４,(bdf,Ø)),f７＝(１４,(bf,

c)),f８＝(１３,(abf,e)),f９＝(２５,(a,bcdef)),f１０＝(１,(abf,

cde)),f１１＝(３,(abcdf,e)),f１２＝(４,(bdef,ac)),f１３＝(Ø,
(M,M)).OEL(G,D,J)为:{(１３,(d１d２,d３)),(２４,(d２d３,

d１)),(５,(d１,d２d３)),(１２３４,(d２,Ø)),(１３５,(d１,d３)),
(１２３４５,(Ø,Ø)),(Ø,(D,D))}.

因此,由定义可得:V(G,E,IE)＝{{１３},{１４},{１３４}}.
再由定义可知决策形式背景中的所有必要三支决策规则为:
(bf,Ø)→(d２,Ø),(abf,e)→(d１d２,d３),(bdef,ac)→(d２d３,

d１).由定理４可验证{a,b},{b,e},{a,f},{e,f}均为S的三

支规则协调集.

３．３　决策形式背景下的三支决策规则的约简方法

本节讨论决策形式背景基于三支决策规则的约简问题,
给出规则协调集的判定定理,借助区分属性及区分函数给出

决策形式背景的三支决策规则约简方法.
定义５　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,(Xi,

(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,Bj))∈OEL(G,M,I),令ω(Xi,Xj)表示

条件Xi⊄Xj∈V(G,M,I)或Xj⊄Xi∈V(G,M,I),且

D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,Bj)))＝
(Ai,Bi)■(Aj,Bj), ω(Xi,Xj)成立

Ø, 否则{
其中,

(Ai,Bi)■(Aj,Bj)＝(Ai,Bi)∪(Aj,Bj)－(Ai,Bi)∩
(Aj,Bj)

＝(Ai∪Aj－Ai∩Aj)∪(Bi∪Bj－
Bi∩Bj)

称D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Yj,(Aj,Bj)))为(Xi,(Ai,Bi))和

(Yj,(Aj,Bj))的区分属性集.
定理５(协调集判定定理)　设S＝(G,M,I,D,J)为决策

形式背景,E⊆M,E为S 的三支决策规则协调集的充分必要

条件为:若D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,Bj)))≠Ø,则E∩
D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,Bj)))≠Ø.

证明:(必要性)设E 为三支决策规则协调集,由定理得

V(G,E,IE)＝V(G,M,I).若D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,

Bj)))≠Ø,则Xi⊄Xj 且Xj∈V(G,M,I)或 Xj⊄Xi 且Xi∈

V(G,M,I).不妨假设 Xj⊄Xi 且Xi∈V(G,M,I),则 Xi∈

V(G,E,IE),从而Xi＝X∗E∗E
i ∩X∗E∗E

i ＝(Ai∩E)∗１ ∩(Bi∩

E)∗－E .因为 Xj⊄Xi,所以存在x∈Xj 且x∉Xi.若x∉

(Ai∩E)∗E ,则存在e∈Ai∩E 使得(x,e)∉I.又因为x∈Xj＝

X∗∗
j ∩X∗－∗－

j ⊆X∗∗
j ＝A∗

j ,所以e∉Aj.于是由e∈E,e∈Ai,

e∉Bj 可得e∈Ai∪Aj－Ai∩Aj⊆D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,

(Aj,Bj))),即E∩D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,Bj)))≠Ø.

若x∉(Bi∩E)∗－E ,则存在e∈Bi∩E 使得(x,e)∈I.又

因为x∈Xj＝X∗∗
j ∩X∗－∗－

j ⊆X∗－∗－
j ＝B∗－

j ,所以e∉Bj.于是由

e∈E,e∈Bi,e∉Bj 可得e∈Bi∪Bj－Bi∩Bj⊆D▲ ((Xi,(Ai,

Bi)),(Xj,(Aj,Bj))),即E∩D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Xj,(Aj,

Bj)))≠Ø.

(充分性)对于任意 X∈V(G,M,I),存在 A,B⊆M,C,

F⊆D,Y⊆G 使 得 (X,(A,B))∈OEL(G,M,I),(Y,(C,

F))∈OEL(G,D,J),X⊆Y 且γE (X,Y)＝１.若要证 X∈

V(G,E,IE),先证X∈V(G,E,IE),即证 X＜􀅰E􀅰＞E ＝X.假设

X＜􀅰E􀅰＞E ≠X,则 由 X ⊆X＜􀅰E􀅰＞E 可 得 X ⊂X＜􀅰E􀅰＞E .由 于

(X＜􀅰E􀅰＞E ,X＜􀅰E􀅰＞E＜􀅰 )＝(X＜􀅰E􀅰＞ ,X＜􀅰E􀅰＞ ＜􀅰 )∈OEL(G,M,I),其
中X＜􀅰E􀅰＞＜􀅰 ＝(X∗E∗ ∩X∗E∗ )＜􀅰 ＝((X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ ,(X∗E∗ ∩
X∗E∗ )∗ ),因此有 X＜􀅰E􀅰＞ ＝X＜􀅰E􀅰＞E ⊄X.由 归纳假设,E∩

((A－(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ )∪(B－(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ ))≠Ø.

若E∩((A－(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ )≠Ø,则存在e∈E 使得e∈A
且e∉(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ .因为(A∩E)∗∗ ＝(X∗∩E)∗∗ ＝
(X∗E∗ )∗ ⊆(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ ,所以e∉(A∩E)∗∗ ,与e∉A∩
E矛盾.若E∩(B－(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ )≠Ø,则存在e∈E 使

得e∈B且e∉(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ .因为(B∩E)∗　∗ ＝(X∗ ∩
E)∗　∗ ＝(X∗E∗ )∗ ⊆(X∗E∗ ∩X∗E∗ )∗ ,所以e∉(B∩E)∗　∗ ,

与e∉B∩E矛盾.
下面证明 X∈V(G,E,IE).由 X⊆Y 可得(X,X＜􀅰E )→

(Y,(C,F))∈OER(E,D)且βE(X,Y)＝βM(X,Y)＝１.若αE

(X,Y)＝０,则存在X１∈V(G,E,IE)使X⊂X１ 且X１⊆Y.由

于V(G,E,IE)⊆V(G,M,I),因此 X１∈V(G,M,I),从而αM

(X,Y)＝０与αM (X,Y)＝１矛盾.故αE (X,Y)＝１,从而γE

(X,Y)＝１,X∈V(G,E,IE).

对于任意X∈V(G,E,IE),存在A,B⊆M,C,F⊆D,Y⊆
G使得(X,(A,B))∈OEL(G,E,IE),(Y,(C,F))∈OEL(G,

D,J),X⊆Y 且γE(X,Y)＝１.由于V(G,E,IE)⊆V(G,M,

I),因此(X,X＜􀅰 )→(Y,(C,F))∈OER(M,D),且βE (X,

Y)＝βM(X,Y)＝１.若αM(X,Y)＝０,则存在X１∈V(G,M,I)

使得X⊂X１,X１⊆Y 且X１∈V(G,M,I)⊆V(G,E,IE).由于

X⊂X１⊆Y 可得αE(X,Y)＝０,从而γM (X,Y)＝１,因此 X∈

V(G,M,I).

定义６　设S＝(G,M,I,D,J)为决策形式背景,D▲ 为S
的区分 矩 阵,称 F▲ ＝ ∧ ∨D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Yj,(Aj,

Bj)))为S的区分函数.其中,D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Yj,(Aj,

Bj)))≠Ø且D▲ ((Xi,(Ai,Bi)),(Yj,(Aj,Bj)))∈D▲ .

通过使用吸收律和分配律,可以将辨识函数F▲ 变换为

极小的析取范式,这个极小析取范式的所有合取子式是决策

形式背景的全部约简.

例２:考虑例１中的决策形式背景S＝(G,M,I,D,J),由
定义可得:V(G,E,IE)＝{{１３},{１４},{１３４}}.由定义５得出

三支决策规则区分矩阵,如表２所列.
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表２　三支决策规则区分矩阵

Table２　DiscernibilitymatrixofthreeＧwaydecisionrules

f１ f２ f３ f４ f５ f６ f７ f８ f９ f１０ f１１ f１２ f１３

f１ bf abfe M
f２ adfe bf M
f３ bcf abcef abdef
f４ bf adfe bcf M ae M acde
f５ M bcdf abdef
f６ ade ace
f７ ace ade
f８ abfe bf abcef ae bcdf ade ace bcdf aced
f９ M bcdf abdef
f１０ ade
f１１ ace
f１２ M M abdef acde abdef ace ade aced abdef ade ace
f１３

　　该决策形式背景的可辨识函数为F▲ ＝(a∧b)∨(e∧b)∨
(f∧a)∨(f∧e).

因此三支决策规则约简为:{a,b},{b,e},{a,f},{e,f}.

结束语　决策形式背景属性约简理论与方法是 FCA 的

研究重点.本文针对决策形式背景讨论了基于三支决策规则

的属性约简理论与方法,给出了三支规则协调集的等价描述

方法,借助区分矩阵与区分函数给出了基于三支决策规则的

属性约简方法.基于本文的研究结果可以进一步讨论三支决

策规则获取方法.另外,决策形式背景基于三支决策规则的

约简与决策形式背景基于粗糙集模型的约简之间的关系也值

得研究.
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