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分布式在线条件梯度优化算法

李德权　董　翘　周跃进

(安徽理工大学数学与大数据学院　安徽 淮南２３２００１)
　

摘　要　针对现有分布式在线优化算法所面临的高维约束难以计算的问题,提出一种分布式在线条件梯度优化算法

(DistributedOnlineConditionalGradientOptimizationAlgorithm,DOCG).首先,通过多个体网络节点间的相互协作

进行数据采集,并通过共享采集的信息更新局部估计,同时引入反映环境变化的局部即时损失函数.然后,该算法利

用历史梯度信息进行加权平均,提出一种新的梯度估计方案,其用线性优化步骤替代投影步骤,避免了投影运算在高

维约束时难以计算的问题.最后,通过分析表征在线估计性能的 Regret界,证明了所提 DOCG 算法的收敛性.利用

低秩矩阵填充问题进行仿真验证,结果表明,相比于现有分布式在线梯度下降法(DOGD),所提 DOCG算法具有更快

的收敛速度.
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DistributedOnlineConditionalGradientOptimizationAlgorithm
LIDeＧquan　DONGQiao　ZHOUYueＧjin

(SchoolofMathematicsandBigData,AnhuiUniversityofScienceandTechnology,Huainan,Anhui２３２００１,China)

　
Abstract　InordertoovercometheproblemthatthehighＧdimensionalconstraintsinexistingdistributedonlineoptimiＧ
zationalgorithmsarehardtobecalculated,adistributedonlineconditionalgradientoptimizationalgorithm(DOCG)was
proposedinthispaper．Firstly,datacollectioniscarriedoutthroughmutualcooperationamongnodesofthemutiＧagent
distributednetwork,andtheneachnodeupdatesitslocaliteratebasedonnewlocaldata,togetherwithaninstantaneous
localcostfunctionsthatreflectstheenvironmentalchanges．Secondly,byvirtueofthehistoricalgradientinformationfor
weightedaveraging,anewgradientestimationschemeisproposed,inwhichthesophisticatedprojectionstepisreplaced
bythelinearoptimizationstepandthusavoidsthedisadvantagesoftheprojectionoperatorthatishardtobecalculated．
Finally,bydefiningthecorrespondingRegretboundtocharacterizetheperformanceofonlineestimation,theconverＧ
genceoftheDOCGalgorithmisproved．SimulationresultsareconductedonlowＧrankmatrixcompletionproblems,

whichclearlyshowthattheproposedalgorithmhasfasterconvergenceratethantheexistingdistributedonlinegradient
method(DOGD)．
Keywords　Conditionalgradient,ProjectionＧfree,Distributednetwork,Onlinelearning,Regretbound

　

　　实际应用中,由众多价格低廉、广泛分布的小型设备通过

局部信息传递耦合而成的分布式网络,能够方便地对海量数

据进行分布式存储和计算.事实上,许多高维优化算法已被

相继提出并用来处理具有海量数据集的优化问题,这些分布

式优化算法允许节点或个体在网络中合作和共享计算资源,
其优点是不仅可以有效降低网络中节点的数据传输速率,而
且当出现局部故障时仍能确保系统的鲁棒性[１Ｇ２].实际应用

中,多个体网络系统通常处于动态变化和不确定的环境下,如
编队控制、可再生能源系统的调度以及配电网络中的能量调

度等,而已有的多个体网络分布式优化通常假定节点数据是

静态的,且要等到网络中的所有节点数据都被收集后再进行

数据处理,这种离线的学习方式会带来高昂的通信代价.在

线学习是解决以上问题的一种常用方法,其本质是随机优化

方法[３]的一种扩展.在线学习方法的优点是可以利用任意变

化的代价函数来表示多个体网络系统的不确定性,同时可以

方便地对网络节点的动态数据流进行实时处理.
文献[４]提出的条件梯度法(FrankＧWolfe,FW)已经成为

有效求解高维度约束优化问题的热点算法.与经典的投影梯

度(ProjectionGradient,PG)算法[５Ｇ６]相比,FW 算法由于具备

无投影性质而更具吸引力.具体来说,每当 PG算法进行一

次优化运算时,都会导致当前的迭代点离开优化问题的可行

域,从而得到一个不可行点,此时需要通过投影运算来恢复其

可行性.而投影步骤意味着须在可行域内找到一点,且要求

该点与当前不可行点的距离最短,这本质上等价于求解一个



凸二次规划问题.然而,在高维约束优化问题中,求解凸二次

规划问题非常困难,这促使人们考虑对其进行有效的线性优

化.FW 算法在分布式计算以及在线学习方面已有不少研究

成果,但基于FW 算法如何将两者进行有效结合的研究并不

多见.此外,一些传统的优化算法,如投影梯度下降法、基于

交替方向乘子法和对偶平均法等,近年来在分布式在线优化

方面得到了较为广泛的应用.例如,文献[７Ｇ９]分别介绍了分

布式在线梯度下降法(DOGD)、分布式在线交替方向乘子法

(ODＧADMM)和分布式在线对偶平均(ODDA)３种方法.事

实上,上述分布式在线学习算法已在大规模流数据处理问题

方面得到成功应用.但这些算法中的投影运算所需的成本高

昂,从而限制了它们在许多实际问题中的进一步应用.因此,
需要将分布式条件梯度法拓展到在线学习情形,以解决投影

运算所带来的计算成本高昂的问题.

分布式在线学习问题可分为优化计算阶段和一致性阶段

两部分.在一致性阶段,网络中的节点或个体与其邻居节点

通过局部通信交互进行信息共享.这样,经过 T 次迭代后,
所有节点逐步逼近整个网络的全局最优解.通常,节点主要

采用以下两种形式达成一致性:１)多个体网络中的节点在优

化阶段给出一个局部估计,然后利用分布式加权平均法更新

局部估计,以寻找全局网络最优解;２)通过对网络中已有的边

添加一致性约束,以等价的可分解形式重新构造优化问题,即
如果节点i和节点j之间存在一条边,则xi＝xj.

基于上述考虑,本文采用一致性框架１),将文献[１０]提
出的集总式无投影在线学习算法拓展到分布式情形,提出一

种分布式在线条件梯度优化算法.受分布式 FrankＧWolfe优

化算法[１１]的 启 发,所 提 算 法 不 同 于 分 布 式 在 线 无 投 影 算

法[１２]基于对偶平均的设计,其关键步骤是给出一种新的梯度

估计方案,该方案主要利用历史信息来实现快速和准确的平

均梯度估计,从而解决分布式的在线优化问题.

１　问题描述

如无特殊说明,本文所提到的向量均为列向量.Rm 表示

m 维列向量空间;yT 表示向量y的转置;‹y,x›表示向量y和

向量x 的内积;‖y‖表示向量y的欧氏范数;[x]i 表示向量

x 的第i个分量;一个矩阵A∈RRn×m,其中[A]ij表示第i行第

j列的元素.

１．１　图论的相关知识

节点间的信息交互可被建模成图,并且可通过图论中的

邻接矩阵或Laplacian矩阵[１３]来刻画网络拓扑.本文考虑了

由n个节点构成的多个体网络,V＝{１,２,􀆺,n}为节点集合.

网络节点之间的通信可被建模成静态加权无向图G＝(V,E,

W).E＝{(j,i)|i,j∈V}表示网络中所有无向边构成的集

合.无向边(j,i)∈E 表示个体j与个体i互发信息,此时无

向边(j,i)的边权wji＞０,wji∈W,且称个体j是个体i的入

度邻居,否则 wji ＝０.由此定义个体i的入度邻居集合为

N(i)＝{j∈V|(j,i)∈E}.类似地,可以定义个体i的出度邻

居集合.一 个 图 G 被 认 为 是 无 向 的,如 果 任 意 时 刻 都 有

(i,j)∈E,并且(j,i)∈E.对于无向图来说,其入度邻居集合

与出度邻居集合是相同的,这意味着无向图G 也为平衡图.

将图G的邻接矩阵记为A(G),当(j,i)∈E 时,[A(G)]ji＝

wji,否则[A(G)]ji＝０.图的拉普拉斯矩阵L(G)＝Δ(G)－A
(G),其中Δ(G)为对角矩阵,对角元素为对应个体的入度,记
作di,且di＝ ∑

{j|(j,i)∈E}
wij.本文研究的多个体网络拓扑有以

下性质.

性质１[１４]　如果G是平衡图,定义矩阵P＝I－１
εL(G),

其中ε＝dmax＋１,dmax＝max
i∈V

　di,那么P 为双随机矩阵.

１．２　Regret界

在线优化中,在时刻t,每个节点i(i∈V)从决策集κi 中

选择一个状态xi,t作为局部估计,决策集κi 是RRn的一个封闭

有界的子集.提交决策后,节点i方可观测事先不知道的局

部即时损失函数fi,t(xi,t),其中约束集κ为凸集,fi:κi→RR是

凸函数.
本文考虑如下的分布式在线优化问题:

ft(x)＝１
n∑

N

i
fi,t(x) (１)

其中,向量x(x∈κ)是所有节点局部估计的集合,即 x＝
(x１,􀆺,xn)∈κ,xi∈RRm,κ＝κ１×􀆺×κn⊆RRm.节点i仅知道

局部损失函数{fi,t}t≥１,fi,t(xi):RRm→RR.
在线优化的目的是缩小 Regret界———随着时间推移的

累积成本与最佳固定决策所产生的成本之间的差额.目前已

有研究定义了两类 Regret界.第一类是一般情况下的通用

Regret界:

RT(xi,x)＝∑
n

j＝１
　∑

T

t＝１
fj,t(xi,t)－∑

n

j＝１
　∑

T

t＝１
fj,t(x) (２)

文献[８]定义了第二类 Regret界———加权平均 Regret
界:

RT(x－i,x)＝∑
n

j＝１
　∑

T

t＝１
(fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x)) (３)

若当迭代次数T 趋于无穷时,R(T)/nT 趋于０,这意味

着在线学习算法的解在渐近意义上收敛到全局网络最优解,
即R(T)＝o(T).

２　分布式在线条件梯度算法

本节将文献[１０]中的无投影在线优化算法拓展到分布式

情形,提出分布式在线条件梯度算法(DOCG)来解决式(１)中
的优化问题.

算法１给出了分布式在线条件梯度法的具体步骤.与文

献[１２]不同,所提算法不需要引入对偶变量,同时也不再利用

原始梯度gi,t信息.算法１中第１０－１２行表示更新各节点局

部估计时,只需直接采用新的梯度估计方案[１１],具体实现步

骤见算法１第８－９行.
算法１　DOCG算法

１．输入:最大迭代次数 T,聚合参数{ηi}和步长参数{γi,t};

２．初始化本地变量:xi,１∈κ,∀i∈V;

３．fort＝１,􀆺,Tdo
４．　观测局部即时损失函数ft(t)＝{fi,t(t);for∀i∈V};

５．　计算局部估计xi,t的加权平均值x－i,t,x
－
i,t＝∑

n

j＝１
Pijxj,t;

６．　计算次梯度gi,t∈∂fi,t(x
－
i,t),∀i∈V;

７．　for每一个节点i∈Vdo

８．　　g
∧

i,t＝g－i,t－１＋gi,t－gi,t－１(当t＝１时,g－i,０＝gi,０＝０);

９．　　计算加权平均次梯度g－i,t＝∑
n

j＝１
Pijg

∧

j,t;
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１０． Fi,t(x)＝ηi‹g
－
i,t,x›＋‖x‖２;

１１． vi,t＝argmin
x∈κ

{‹ÑFi,t(x
－
i,t),x›};

１２． 输出:更新局部估计xi,t＋１＝x－i,t＋γi,t(vi,t－x－i,t);

１３．　endfor
１４．endfor

３　收敛性分析

本节分析 DOCG算法在本地损失函数fi,t为凸函数时的

第二类加权平均 Regret界.分析思路如下:首先,对 Regret

界的∑
T

t＝１
(fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x))部分添加辅助变量以进行分解,

可将其分解为∑
T

t＝１
|fj,t(x∗

i,t)－fj,t(x)|和∑
T

t＝１
|fj,t(x－i,t)－fj,t

(x∗
i,t)|两项;其次,证明这两项都有上界 O(T

３
４ )(见４．１节).

分析过程中,根据文献[１０]的定义,假定算法１第１０行

的最优点为x∗
i,t＝argmin

x∈κ
　Fi,t(x),将算法１第４行的局部即

时损失函数转换为以下形式:f
~
i,t(x)＝fi,t(x＋x－i,t－x∗

i,t).
文献[１５]分析了任意网络拓扑的平均一致性问题,发现算法

的平均收敛时间依赖于表征算法的双随机矩阵的第二大奇异

值,即性质１所提的双随机矩阵P 的第二大奇异值σ２(P),由
此引出谱隙定义γ(P)＝１－σ２(P).本文所提算法的收敛速

度也依赖于上述谱隙,网络的连通性越好,则谱隙值越大.为

进行进一步分析,给出以下假设.
假设１　１)每个局部即时损失函数fi,t对于L２ 范数是

Lipschitz连续的,即∀x,y∈κ,|fi,t(x)－fi,t(y)|≤L‖x－

y‖.

２)约束集κ的欧氏空间的直径上界为D,即∀x,y∈κ,

‖x－y‖≤D.

３)每个局部即时损失函数fi,t是βＧsmooth的,且满足

σＧ强凸性,即

fi,t(y)≤fi,t(x)＋‹Ñfi,t(x),y－x›＋β
２‖y－x‖２

fi,t(y)≥fi,t(x)＋‹Ñfi,t(x),y－x›＋σ
２‖y－x‖２

３．１　辅助引理

本节将证明一系列辅助 引 理.引 理 １ 主 要 将 ∑
T

t＝１
|fj,t

(x∗
i,t)－fj,t(x)|分解成两项,引理６和引理４将进一步给出

其对应的上界.
引理１[１２]　对于∀i,j∈V 及∀x∈κ,下式成立:

∑
T

t＝１
(fj,t(x∗

i,t)－fj,t(x))≤∑
T

t＝１
(f

~
j,t(x∗

i,t)－f
~
j,t(x))＋

２L∑
T

t＝１
‖x－j,t－x∗

j,t‖ (４)

上述引理１中迭代式(４)不等号右端由以下两项构成:

∑
T

t＝１
(f

~
j,t(x∗

i,t)－f
~
j,t(x))和２L∑

T

t＝１
‖x－j,t－x∗

j,t‖.下面将分别

对这两项进行分析,并建立其上界.为此,令hi,t(x)＝Fi,t

(x)－Fi,t(x∗
i,t),hi,t＝hi,t(x

－
i,t).引理２将给出hi,t＋１和hi,t的

递推关系.
引理２　对于∀i∈V,∀t＝０,１,􀆺,T,得到hi,t＋１和hi,t

的递推:

hi,t＋１≤(１－γi,t)hi,t＋γ２
i,tD２＋ηi‖g

－
i,t＋１－g

－
i,t‖ hi,t＋１

(５)

证明:由hi,t(x)与x－i,t＋１ 的定义和 Fi,t(x)是 ２Ｇsmooth
可得:

hi,t(x
－
i,t＋１)＝Fi,t(x

－
i,t＋γt,i(vi,t－x－i,t))－Fi,t(x∗

i,t)

≤Fi,t(x
－
i,t)－Fi,t(x∗

i,t)＋γi,t‹ÑFi,t(x
－
i,t),

vi,t－x－i,t›＋γ２
i,t‖vi,t－x－i,t‖２

≤Fi,t(x
－
i,t)－Fi,t(x∗

i,t)＋γi,t‹ÑFi,t(x
－
i,t),

vi,t－x－i,t›＋γ２
i,tD２ (６)

由算法１第１１行可知,vi,t是可行域内与ÑFi,t(x
－
i,t)内积

取值最小的向量,根据其最优性可得:

‹ÑFi,t(x
－
i,t),vi,t›≤‹ÑFi,t(x

－
i,t),x∗

i,t› (７)

另外,由Fi,t(x)的凸性可得:

‹ÑFi,t(x
－
i,t),x∗

i,t－x－i,t›≤Fi,t(x∗
i,t)－Fi,t(x

－
i,t) (８)

将式(７)、式(８)代入式(９),得:

hi,t(x
－
i,t＋１)≤Fi,t(x

－
i,t)－Fi,t(x∗

i,t)＋γi,t(Fi,t(x∗
i,t)－

Fi,t(x
－
i,t))＋γ２

i,tD２

＝(１－γi,t)(Fi,t(x
－
i,t)－Fi,t(x∗

i,t))＋γ２
i,tD２

＝(１－γi,t)hi,t＋γ２
i,tD２ (９)

由hi,t(x)的定义和x∗
i,t＋１的最优性,进一步得到:

hi,t＋１＝Fi,t＋１(x
－
i,t＋１)－Fi,t＋１(x∗

i,t＋１)

＝Fi,t(x
－
i,t＋１)－Fi,t(x∗

i,t＋１)＋(Fi,t＋１(x
－
i,t＋１)－

Fi,t(x
－
i,t＋１))－(Fi,t(x∗

i,t＋１)－Fi,t(x∗
i,t＋１))

≤Fi,t(x
－
i,t＋１)－Fi,t(x∗

i,t)＋(Fi,t＋１(x
－
i,t＋１)－

Fi,t(x
－
i,t＋１))－(Fi,t＋１(x∗

i,t＋１)－Fi,t(x∗
i,t＋１))(１０)

在此基础上,结合算法１第１０行对函数Fi,t(x)的定义

可得:

Fi,t＋１(x)－Fi,t(x)＝ηi‹g
－
i,t＋１－g

－
i,t,x› (１１)

根据hi,t的定义,将式(１１)代入式(１０),得:

hi,t＋１≤hi,t(x
－
i,t＋１)＋ηi‹g

－
i,t＋１－g

－
i,t,x

－
i,t＋１›－ηi‹g

－
i,t＋１－

g
－
i,t,x∗

i,t＋１›

＝hi,t(x
－
i,t＋１)＋ηi‹g

－
i,t＋１－g

－
i,t,x

－
i,t＋１－x∗

i,t＋１›

≤hi,t(x
－
i,t＋１)＋ηi‖g

－
i,t＋１－g

－
i,t‖‖x－i,t＋１－x∗

i,t＋１‖
(１２)

因此,当Fi,t(x)为２Ｇ强凸性时(见假设１):

‖x－x∗
i,t‖２≤Fi,t(x)－Fi,t(x∗

i,t＋１) (１３)

同理可得:

‖x－i,t＋１－x∗
i,t＋１‖２ ≤Fi,t＋１(x

－
i,t＋１)－Fi,t＋１(x∗

i,t＋１)

＝hi,t＋１ (１４)

将式(１４)两边开平方,得:

‖x－i,t＋１－x∗
i,t＋１‖≤ hi,t＋１ (１５)

由迭代式(６)－式(１５)易得式(５).

为了使上述递归更加具体,需要给出迭代式(１４)中偏差

项‖g
－
i,t＋１－g

－
i,t‖的上界.引理３给出了该偏差项上界的详

细推理过程.

引理３　考虑由算法１第８－９行定义的新梯度g
－
i,t.若

∀i∈V,对于任意时刻t,均有:

‖g
－
i,t－g

－
i,t－１‖≤(１＋σ２(P)

１－σ２(P)n＋１)Ñpt－１ (１６)
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进一步地,由文献[１２]可知,{Ñpt－１}t≥１ 是非负递减序

列,并且‖gi,t－gi,t－１‖≤Ñpt－１＝O( １
(t－１)α)成立.

证明:根据算法１第８－９行对历史梯度及当前梯度的定

义可知:

g
－
i,t＝∑

N

j＝１
Pij(g

－
j,t－１＋gj,t－gj,t－１) (１７)

其中,定义Pr 表示P 的第r次幂,Pr
ij表示矩阵Pr 第i行第j

列的元素.经代数运算,可得以下递推关系式:

g
－
i,t＝∑

n

j＝１
Pt－s＋１

ij g
－
j,s－１＋∑

t

r＝s
　∑

n

i＝１
Pt－r＋１

ij (gi,r－gi,r－１) (１８)

令g
－
j,０＝０,当s＝１时,式(１８)变为:

g
－
i,t＝∑

t

r＝１
　∑

n

i＝１
Pt－r＋１

ij (gi,r－gi,r－１) (１９)

假设迭代过程中 P０ 为单位矩阵In,由式(１９)可推出

g
－
i,t－g

－
i,t－１的等式关系:

g
－
i,t－g

－
i,t－１＝∑

t

r＝１
　∑

n

i＝１
Pt－r＋１

ij (gi,r－gi,r－１)－∑
t－１

r＝１
　∑

n

i＝１
Pt－r

ij (gi,r－

gi,r－１)

＝∑
t

r＝１
　∑

n

i＝１
Pt－r＋１

ij (gi,r－gi,r－１)－∑
t

r＝１
　∑

n

i＝１
Pt－r

ij (gi,r－

gi,r－１)＋∑
n

i＝１
P０

ij(gi,t－gi,t－１)

＝ ∑
t

r＝１
　 ∑

n

i＝１
(Pt－r＋１

ij －Pt－r
ij )(gi,r －gi,r－１)＋

∑
n

i＝１
P０

ij(gi,t－gi,t－１) (２０)

又因为‖gi,t－gi,t－１‖≤Ñpt－１,由范数的性质以及双随

机权重矩阵P 的对称性,可以得到偏差项‖g
－
i,t－g

－
i,t－１‖的

上界:

‖g
－
i,t－g

－
i,t－１‖＝‖∑

t

r＝１
　∑

n

i＝１
(Pt－r＋１

ij －Pt－r
ij )(gi,r－gi,r－１)＋

∑
n

i＝１
(gi,t－gi,t－１)‖

≤∑
t

r＝１
　 ∑

n

i＝１
‖(Pt－r＋１

ij －Pt－r
ij )‖ ‖ (gi,r －

gi,r－１)‖＋∑
n

i＝１
‖(gi,t－gi,t－１)‖

≤∑
t

r＝１
‖Pt－r＋１

i －Pt－r
i ‖１ Ñpt－１＋Ñpt－１

(２１)

其中,Pr
i 表示矩阵Pr 的第i列元素.

为了给出式(２１)中L１ 范数的上界,进一步引入一个列向

量１,该列向量的元素全为１,且其维数与Pr
i 相同.注意到:

∑
t

r＝１
‖Pt－r＋１

i －Pt－r
i ‖１

　＝∑
t

r＝１
‖(Pt－r＋１

i －１
n

)－(Pt－r
i －１

n
)‖１

≤∑
t

r＝１
(‖(Pt－r＋１

i －１
n

)‖１－‖Pt－r
i －１

n‖１)

≤∑
t

r＝１
(σt－r＋１(P)－σt－r(P))n

＝
(１－δt

２(P))(１＋δ２(P))
１－δ２(P) n

≤１＋δ２(P)
１－δ２(P)n (２２)

将式(２２)代入式(２１),即可得式(１６).

引理４给出引理１中迭代式(４)中不等式右端第二项∑
T

t＝１

‖x－j,t－x∗
j,t‖的上界为 O( T

３
４ ).

引理４[１２]　对于∀i∈V,x－i,t和x∗
i,t的关系满足:

∑
T

t＝１
‖x－i,t－x∗

i,t‖≤８
３DT

３
４ (２３)

引理５　对于∀i∈V,∀t＝０,１,􀆺,T,g
－
i,t和gavg的关系

满足:

‖g
－
i,t－gavg‖≤ σ２(P)

１－σ２(P)nÑpt－１ (２４)

其中,gavg 表 示 网 络 中 所 有 节 点 的 平 均 梯 度,并 且 gavg ＝

１
n ∑

n

i＝１
gi,t.

证明:考虑迭代式(１７)和式(１８)得到g
－
i,t,结合gavg的定义

可以得出:

g
－
i,t－gavg＝∑

t

s＝１
　∑

n

i＝１
(１
n－Pt－s＋１

ij )(gi,s－gi,s－１) (２５)

采用与引理３相同的推导方法,可以类似地得到偏差项

‖g
－
i,t－gavg‖的一个上界:

‖g
－
i,t－gavg‖＝‖∑

t

s＝１
　∑

n

i＝１
Pt－s＋１

ij (gi,s－gi,s－１)‖

≤∑
t

s＝１
　∑

n

i＝１
‖Pt－s＋１

i ‖‖(gi,s－gi,s－１)‖

≤∑
t

s＝１
‖Pt－s＋１

i －１
n‖

１
Ñpt－１

≤∑
t

s＝１
σt－s＋１

２ (P)nÑpt－１

≤ σ２(P)
１－σ２(P)nÑpt－１ (２６)

引理６给出引理１中迭代式(４)中不等式右端第一项

∑
T

t＝１
(f

~
j,t(x∗

i,t)－f
~
j,t(x))的上界.

引理６　 记算法 １ 中第 １０ 行中的 正 则 项 为ψ(x)＝

‖x‖２,并且设置聚合参数η１＝􀆺＝ηN ＝η,∀i∈V,令αi,t＝

η,转换后带有欧氏范数的局部即时损失函数f
~
t,j(x)满足以下

Regret界:

Ra
T(xi,x)≤L２

２Tη＋ ３σ２(P)
１－σ２(P)nÑpt－１＋１

η
D２ (２７)

证明:参考文献[１２]中引理７的证明,利用本文引理５给

出的式(２４),可推导出f
~
t,j(x)的 Regret界为:

Ra
T(x,xi)≤L２

２ ∑
T－１

t＝１
αi,t＋１

ηψ(x)＋L∑
T

t＝１
αi,t(‖g

－
i,t－gavg‖＋

２
n ∑

n

i＝１
‖g

－
j,t－gavg‖)

≤(L
２ ＋ nσ２(P)

１－σ２(P)Ñpt－１ ＋２nσ２(P)
１－σ２(P)Ñpt－１)

LTη＋１
η
D２

≤(L
２＋３nσ２(P)

１－σ２(P)Ñpt－１)LTη＋１
η
D２ (２８)

３．２　分布式在线Regret界

基于上节的准备知识,本节将给出主要结论,即解析地给

出分布式在线条件梯度算法RT(x－i,x)的上界.进一步地,当

局部即时损失函数是凸函数时,可证明 DOCG 算法是收敛

的,并给出其收敛速度.

定理 １　 在 算 法 １ 即 DOCG 算 法 中,若 取 ηi ＝
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１－σ２(P)D
２(n＋１＋(n－１)σ２(P))Ñpt－１T

３
４
,γi,t ＝ １

t
,则 对 于 ∀i∈

V,∀t＝０,１,􀆺,T,加权平均 Regret界满足:

RT(x－i,x)

　 ≤ ８nLDT
３
４ ＋ L２

２ Tη＋ ３nσ２(P)
２(n＋１＋(n－１)σ２(P))

LDT
１
４ ＋２(n＋１＋(n－１)σ２(P))

１－σ２(P) LDT
３
４ (２９)

证明:由迭代式(３)可知,加权平均 Regret界可改写为

RT(x－i,x)＝∑
n

j＝１
　∑

T

t＝１
fj,t(x

－
i,t)－∑

n

j＝１
　∑

T

t＝１
fj,t(x).而由引理１可知

加权平均 Regret界中∑
T

t＝１
(fj,t(x－i,t)－fj,t(x))部分可分解成

如下形式:

∑
T

t＝１
(fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x))

　＝∑
T

t＝１
(fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x∗

i,t)＋fj,t(x∗
i,t)－fj,t(x))

　≤∑
T

t＝１
|fj,t(x∗

i,t)－fj,t(x)|＋∑
T

t＝１
|fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x∗

i,t)|

　≤∑
T

t＝１
|f

~
j,t(x∗

i,t)－f
~
j,t(x)|＋２L∑

T

t＝１
‖x－j,t－x∗

j,t‖ ＋

L∑
T

t＝１
‖x－i,t－x∗

i,t‖ (３０)

根据式(３０),结合引理２－引理６,给出RT(x－i,x)的上界:

RT(x－i,x)＝∑
n

j＝１
　∑

T

t＝１
(fj,t(x

－
i,t)－fj,t(x))

≤∑
n

j＝１
　∑

T

t＝１
|f

~
j,t(x∗

i,t)－f
~
j,t(x)|＋２L∑

n

j＝１
　∑

T

t＝１
‖x－j,t－

x∗
j,t‖＋nL∑

T

t＝１
‖x－i,t－x∗

i,t‖

≤１
η
D２＋３nσ２(P)

１－σ２(P)Ñpt－１LTη＋８nLDT
３
４ (３１)

将式(２３)和式(２７)代入式(３１),即可得式(２９)成立.

RT(x－i,x)≤８nLDT
３
４ ＋Ra

T(xi,x)

≤８nLDT
３
４ ＋L２

２Tη＋

３nσ２(P)
２(n＋１＋(n－１)σ２(P))

LDT
１
４ ＋

２(n＋１＋(n－１)σ２(P))
１－σ２(P) LDT

３
４

迭代式(２９)表明,在时间平均意义下,DOCG 算法具有

O(T
３
４ )的 Regret界.

４　数值实验

本节将本文所提 DOCG 算法与最早提出的经典分布式

在线梯 度 下 降 法 (DOGD)[７]进 行 数 值 实 验 比 较,以 验 证

DOCG算法的性能.为了更好地进行对比,两种分布式在线

优化算法均采用相同的参数,如步长参数、聚合参数等.
近年来,矩阵填充问题(MatrixCompletion)已成为机器

学习的一个研究热门.文献[１６Ｇ１７]给出了矩阵填充问题的

数学原理,本文主要基于文献[１７]提出的低秩矩阵填充问题

来进行数值仿真验证.
网络中的节点观测到一个不完整的矩阵 Xtrue,其维数为

h×k.在t时刻,第i个节点从训练集Ωi,t⊂[ht]×[kt]中获

得带有噪声的观测值Yht,kt＝[Xtrue]ht,kt＋Zht,kt,∀(ht,kt)∈
Ωi,t,恢复完整矩阵Xtrue即为低秩矩阵填充问题.

实验中使用一个包含３００个训练样本和３００个测试样本

的数据集.训练样本在一个由１５个节点组成的网络中通过

在线训练的方式完成训练,训练时长 T＝１５０,３００个训练样

本等分给１５个节点.本文多个体网络采用随机图,且网络中

每条边的连接概率为０．３.
在t时刻,节点i的即时损 失 函 数 是fi,t([X]ht,kt)＝

(１/σ２
i,t)􀅰([X]ht,kt－Yht,kt)２,Yht,kt为t时刻节点i对未知矩

阵Xtrue的带有噪声的观测值,噪声Zht,kt＝pht,kt􀅰Z
~
ht,kt,其中

t时刻pht,kt服从伯努利分布P(pht,kt＝１)＝０．１,且Z
~
ht,kt服从

N(０,１)的正态分布,σ２
i,t为噪声的方差,κ＝‖X‖tr≤R.在本

文的数值实验中,预先选定一个秩K＝３的矩阵Xtrue,其维数

h＝２０,k＝３０,Xtrue＝∑
K

i＝１
uivT

i/K,ui 和vi 是独立同分布的,且

均服从N(０,１)的正态分布,取R＝２‖Xtrue‖tr.训练任务是

将３００个测试样本的均方误差(MSE)收敛到０的邻域内,

MSE＝
△

|Ωtest|－１∑(ht,kt)∈Ωtest|[Xtrue]ht,kt－[X
∧
]ht,kt|２,其中 X

∧

表示算法产生的估计值.为更好地比较两种分布式在线学习

算法,定义两种性能指标:１)平均损失 １
nT∑

T

t＝１
　∑

n

i＝１
(fi,t(x－i,t)－

fi,t(x∗ )),它将x－i,t代入即时损失函数,然后在时间段１到T
上进行平均;２)测试样本的均方误差 MSE.

两种分布式在线学习算法的平均损失和测试集的均方误

差 MSE如图１和图２所示.图１的纵坐标表示的平均损失

以１０为底取对数.图１清楚地表明了 DOCG算法在开始迭

代时收敛速度不及 DOGD算法,但随着迭代次数的增加,收
敛速度明显优于 DOGD算法.这一现象表明,虽然 DOCG的

Regret界O(T
３
４ )比DOGD的Regret界O(T)高,且DOCG

算法的迭代次数也在不断增加,但与其每次迭代的低计算成

本相比,该算法总体上仍不失为一种快速算法.图２则进一

步表明,测试样本在 DOCG和 DOGD两种算法的作用下,均
方误差 MSE均收敛到０的邻域内,但 DOCG 具有更小的均

方误差 MSE.

图１　DOCG与 DOGD算法平均损失的比较

Fig．１　ComparisonofaveragelossofDOCGandDOGDalgorithms

图２　两种算法测试集的均方误差比较

Fig．２　Comparisonofmeansquareerrorontestingsetof

DOCGandDOGDalgorithms
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文献[１２]的数值实验将分布式在线优化算法与集总式在

线优化算法进行对比,实验结果表明,分布式环境相对集总式

环境不会损失太多性能,却可以有效地降低网络中节点的数

据传输速率,同时确保系统的鲁棒性.因此,本节将分布式在

线条件梯度算法(DOCG)与集总式在线条件梯度算法(OCG)

进行数值实验比较.图３中的结果表明,DOCG算法与 OCG
算法的收敛性能几乎相同,能够得到与集总式算法类似的结

果;但与集总式环境相比,分布式系统的经济成本更低且运行

更高效,可以用来处理集总式难以解决的海量数据.这说明

了运用 DOCG算法的必要性和有用性.

图３　DOCG与 OCG种算法平均损失的比较

Fig．３　ComparisonofaveragelossofDOCGandOCGalgorithms

图４表明了网络拓扑对算法性能的影响.数值实验的网

络拓扑选取了循环图及小世界网络.循环图网络中每个节点

只有两个邻居,连通度较低;小世界网络设置的两个参数分别

为:网络图的平均度k＝４,每条边的连接概率p＝０．３,连通度

较好.由图４可知,DOCG算法在连通度较好的网络拓扑下,

收敛速度稍快.仿真结果与第３节中的相关结论吻合.

图４　两种网络拓扑下平均损失的比较

Fig．４　ComparisonofaveragelossofcyclegraphandwattsＧ

strogatznetworktopologies

结束语　针对分布式网络中流式数据实时分析这一重要

实际问题,本文提出了分布式在线条件梯度算法(DOCG).

理论分析证明 DOCG算法具有 O(T
３
４ )的 Regret界,同时相

关数值仿真实验进一步验证了 DOCG算法具有更好的收敛

性能.而实际分布式网络中数据的异步处理更具普遍性,因

此研究相关的在线异步算法将是我们下一步的工作.
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