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复杂网络上多智能体系统的一致性研究

张　森　刘文奇　赵　宁

(昆明理工大学理学院　昆明６５０５００)
　

摘　要　如何有效提高多智能体系统的一致性收敛速度是一致性问题中的一个重要研究内容.一致性收敛速度可通

过拉普拉斯矩阵的最小非零特征值来衡量,文中通过计算机仿真发现,对于不同的复杂网络模型,影响其一致性收敛

速度的因素也不同.提高网络一致性收敛速度的具体方法是:在最近邻耦合网络中,减少节点数 N 或增大耦合数K;
在 NW 小世界网络中,增加节点数 N 或者增大随机化加边概率p,因为收敛速度与二者具有良好的线性关系;在

Waxman随机图网络中,增加节点数 N 或增大其模型中的参数α和β,当β增大时,收敛速度整体上呈线性增长,但会

出现较小的波动.该研究结果对优化多智能体网络的一致性收敛速度有一定的指导作用.
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Abstract　HowtoimproveuniformconvergencerateofmultiＧagentsystemsisanimportantissueinuniformresearch．
TheuniformconvergenceratecanbewellperformedbythesmallestnonＧzeroeigenvaluesoftheLaplacianmatrix．AcＧ
cordingtothecomputersimulation,thispaperfoundthattheuniformconvergencerateissignificantlyledbydifferent
factorsindifferentcomplexnetworks．ThemethodsforimprainguniformconvergencerateonthedifferentcomplexnetＧ
worksarelistedasfollows．ForthenearestＧneighborcouplednetwork,thenumberofnodesNshouldbereduced,orthe
numberofcouplingKshouldbeincreased．FortheNWsmallＧworldnetwork,thenumberofnodesNshouldbeinＧ
creased,ortheprobabilityofrandomedgedpshouldbeincreased．Thispaperfoundthattheconvergenceratehasa

goodlinearrelationshipbetweenthenumberofnodesNandtheprobabilityofrandomedgesp．FortheWaxmanranＧ
domgraphnetwork,thenumberofthenodesNshouldbeincreased,orthenetworkparametersαandβshouldbeinＧ
creased．Theconvergencerateislinearwhenβincreases,butthereisaslightfluctuation．TheresultscanhelptooptiＧ
mizetheconvergencerateofmultiＧagentnetwork．
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１　引言

随着信息科技的高速发展,地面无人汽车的驾驶、多无人

机的编队飞行、电网系统的智能调度、传感器网络等[１Ｇ２]有关

多智能体系统的一致性问题受到了越来越多研究人员的关

注.２００４年,OlfatiＧSaber等[３]在 Fax等[４]的研究基础上,针
对多智能体系统中的无向图网络,设计了经典的一阶一致性

算法并指出在网络图连通的情况下,多智能体系统一定能达

到一致性状态,且网络的代数连通度也表征了系统的收敛速

度.对多智能体系统的一致性收敛速度的研究也受到学者的

持续关注[５Ｇ８].在多智能体系统中,“一致”意味着各个智能体

在某一状态量上趋于相同,例如,在多无人机系统中通过个体

之间的相互协同,最终使得各个无人机在运动速度上能达到

一致.而一致性算法则是智能体之间信息交流的一种规则,
因此智能体之间的信息交流可以简单地用拓扑结构图来表

示,图中节点表示智能体,而边表示智能体之间有信息的交

流[９].本文以复杂网络为工具展开对多智能体一致性收敛速

度的研究.
简而言之,复杂网络是由数量巨大的节点和节点之间错

综复杂的关系共同组成的网络[１０].在现实生活中复杂网络

与我们的生活密切相关,如Internet网、交通网络、社交网络、
推荐网络、卫星网络等.而在科学研究领域,复杂网络的研究

也一直备受关注.２０世纪８０年代,Waxman根据当时的InＧ
ternet网络,提出了随机图产生器[１１].１９９８年,Watts等提出

了一 种 新 的 小 世 界 网 络 模 型,我 们 称 之 为 WS 小 世 界 模

型[１２].WS小世界网络模型实质上是规则网络向完全随机网



络的一种过渡模型.１９９９年,Newman等[１３]在 Watts等[１２]

提出的 WS小世界网络的基础上,用“随机化加边”替换了网

络构建中的“随机化重连”,从而得到了网络连通度更好的

NW 小世界网络.此外,复杂网络也吸引了其他领域研究者

的持续关注[１４Ｇ１７].
本文基于 OlfatiＧSaber等[４]提出的连续时间多智能体系

统的控制协议,通过构建几类经典的复杂网络模型,即最近邻

耦合网、waxman随机图网络、NW 小世界网络,并分析模型

中各个参数发生变化时所引起的邻接矩阵的变化,进而通过

求得其对应的拉普拉斯矩阵的第二小特征值来发现并分析这

几类经典网络模型的网络一致性收敛速度是如何变化的.
本文第２节给出了图论知识、多智能体的一致性和几类

经典复杂网络模型构造的基本概念;第３节通过具体的计算

机仿真来说明各个模型参数与网络一致性收敛速度之间的关

系;最后总结全文.

２　背景知识

２．１　代数图论知识

令G＝(V,E,A)表示一个图[１８].其中V＝{v１,v２,􀆺,

vn}是图中 N 个节点的集合,E∈V×V 是图中节点之间边的

集合,A＝[aij]是图G 的邻接矩阵,aij≥０.本文所研究的对

象都为无向图.A可定义为:

aij＝
１, 如果定点i和j之间有边

０, 其他{ (１)

对于一个无向网络图,其邻接矩阵A 是一个对角线为０
的对称矩阵.图G(A)的拉普拉斯矩阵L＝[lij]∈RN×N(简称

L),定义为:

lij＝
∑
n

k＝１,k≠i
aik, j＝i

－aij, j≠i
{ (２)

２．２　多智能体的一致性

考虑一个由 N 个智能体组成的单积分多智能体系统,假
设其网络拓扑结构图固定并用G＝(V,E,A)来表示.基于

OlfatiＧSaber等提出的连续时间多智体系统的一致性算法

为[２]:

x
􀅰
i(t)＝ui(t)

ui＝ ∑
j∈Ni

aij(xj－xi) (３)

其中,x
􀅰
i(t)和ui(t)分别为第i个智能体在t的信息状态和信

息控制输入.Ni＝{j:aij＞０}表示节点i的邻居节点集合.
式(３)可以写成矩阵的形式:

x
􀅰
＝Lx (４)

如果图G为连通的无向图,那么多智能体系统在式(３)
的控制下一定能收敛到一致性状态[４].图G 的拉普拉斯矩

阵L 的所有特征值可写为以下形式[１７]:０＝λ１＜λ２≤λ３≤􀆺≤
λn,其中第二小特征值λ２ 可用来衡量一致性算法的收敛速

度,λ２ 越大时,网络的收敛速度越快[４,２０],并且在图论中,对于

一个连通图,拉普拉斯矩阵的第二小特征值代表了该网络图

的代数连通度[２１].

２．３　几类复杂网络模型

２．３．１　全耦合网络和最近邻耦合网络

(１)全局耦合网络也称为完全图网络,即网络中任意两点

之间都有边,如图１所示.

图１　全局耦合网络(N＝６)

Fig．１　Globallycouplednetwork(N＝６)

(２)在最近邻耦合网络中每一个点先与相邻的节点连接,

它们围成一个环,然后每个节点再与它左右各 K/２个邻居节

点相连,这里的K 是一个偶数,如图２所示.

图２　最近邻耦合网络(N＝６,K＝４)

Fig．２　NearestＧneighborcouplednetwork(N＝６,K＝４)

２．３．２　NW 小世界网络

NW 小世界网络的模型构造算法如下[４]:

在确定的最近邻耦合网络的基础上以概率p 随机地选

取一对节点并在两节点间加上一条边,即将边的一个端点确

定下来,而另一个端点选取为网络中随机的一个节点.任意

两点之间至多有一条边,且不出现自边,如图３所示.

图３　NW 小世界网络 (N＝１０,K＝４,P＝０．２)

Fig．３　NWsmallＧworldnetwork(N＝１０,K＝４,P＝０．２)

２．３．３　Waxman随机图网络

Waxman随机图网络的构造算法如下[２]:
(１)在平面中选取m×n个网络节点,再从中均匀地选取

N 个节点.
(２)两个节点u和v 之间建立边的概率为:Π(u,v)＝

αe－d(u,v)
βL .其中,d(u,v)为节点u和节点v之间的欧几里得距

离,L为图中相距最远的两个节点间的欧几里得距离,α为平

均连接度(α＞０),β决定了边的平均长度(β≤１),如图４所示.

图４　Waxman随机图网络(L＝４ ２,m＝n＝５,α＝０．５,β＝０．５)

Fig．４　Waxmanrandomgraphnetwork(L＝４ ２,m＝n＝５,

α＝０．５,β＝０．５)
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３　仿真分析

本节通过改变最近邻耦合网络、NW 小世界网络、WaxＧ

man随机图网络中的各个参数,同时确保网络图是连通的,从

而分析拉普拉斯矩阵的特征值的变化情况.

情形１　在K＝４和K＝８的情况下,分别建立具有不同

网络节点数 N 的最近邻耦合网络模型,其中节点 N 从２０增

长到２００,步长为１０.求出每次 N 变化时对应图的拉普拉斯

矩阵的第二小特征值λ２,结果如图５所示.

(a)K＝４ (b)K＝８

图５　N 变化时的最近邻耦合网络

Fig．５　NearestＧneighborcouplednetworkwhenNchanges

由图５可看出,在K 值不同的情况下,λ２ 随 N 的增加而

减小,最后λ２ 趋于０,即在最近邻耦合网络中,在连接规则确

定的情况下,网络规模越大,网络的一致性收敛速度越慢.这

主要因为相连接节点间的距离随 N 的增加而增大.由此可

知,在K 值确定的最近邻耦合网络中,网络的规模越大,其到

达一致性状态的时间越长.

情形２　在 N＝２００和 N＝５００的情况下,分别建立具有

不同耦合数K 的最近邻耦合网络模型,其中节点 K 从１０增

长到２００,步长为１０(K≤N).求出每次 K 变化时对应图的

拉普拉斯矩阵的第二小特征值λ２,结果如图６所示.

(a)N＝２００ (b)N＝５００

图６　K 变化时的最近邻耦合网络

Fig．６　NearestＧneighborcouplednetworkwhenKchanges

由图６可看出,在 N 值不同的情况下,λ２ 随 N 的增加而

增大,最后在 K＝N 时最近邻耦合网络对应为全局耦合网

络,λ２ 达到最大值,即网络的一致性收敛速度达到最大值.

这主要因为当K 值增大时相连接的节点间的距离变小,从而

使得网络中节点间的边增多,进而增加网络的连通性.由此

可知,在节点数 N 确定的最近邻耦合网络中,网络中的 K 越

大,其到达一致性状态的时间越短.

情形３　在K＝４,N＝２００和 K＝４,N＝４００的情况下,

分别建立以不同概率p 进行随机化加边的 NW 小世界网络

模型.概率p从０增加到１,步长为０．０５,求出每次p变化时

对应图的拉普拉斯矩阵的第二小特征值λ２,结果如图７所示.

(a)K＝４,N＝２００ (b)K＝４,N＝４００

图７　p变化时的 NW 小世界网络

Fig．７　NWsmallＧworldnetworkwhenpchanges

由图７可看出,在 N 值不同的情况下,λ２ 随p的增加而

近似线性增加.当p＝０时,NW 小世界网络对应为 K＝４的

最近邻耦 合 网 络,此 时λ２ 近 似 为 ０,例 如 图 ７(a)中λ２ ＝

０．００４９,图７(b)中λ２＝０．００１２,网络的一致性收敛速度最慢.

p从０增加到１的过程中,即在最近邻耦合网络的基础上以

概率p不断地重新加入新边,当p增大时网络的连通度也在

增大,从而加快了收敛速度.从图７中看出λ２ 呈近似线性增

加.当p＝１时,NW 小世界网络对应为全局耦合网络,此时

λ２＝N,网络的一致性速度达到最大.由此可知,在固定的最

近邻耦合网络的基础上,随机化加边概率p正比于网络的一

致性收敛速度.

情形 ４　 当 K＝４ 时,在 随 机 化 加 边 概 率 p＝０．２,

p＝０．４和p＝０．６的情况下,分别建立具有不同网络节点数

N 的 NW 小世界网络模型.其中节点 N 从１００增长到５００,

步长为２０,求出每次节点数N 变化时对应图的拉普拉斯矩阵

的第二小特征值λ２,结果如图８所示.

(a)K＝４,p＝０．２ (b)K＝４,p＝０．４

(c)K＝４,p＝０．６

图８　N 变化时的 NW 小世界网络

Fig．８　NWsmallＧworldnetworkwhenNchanges

由图８可看出,在随机化加边概率p 相同的情况下,N
越大λ２ 越近似线性增加;并且从实验所得数据可以看出,N
和λ２ 之间的线性关系也随着p值的增加而越来越严格.由

此可知,在 NW 小世界网络中当 K 和p 固定时,网络的规模

越大其一致性收敛速度越快.

情形５　网络节点边长为１０,β＝０．３,在n＝m＝２０和
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n＝m＝３０的情况下,分别建立平均连接度α不同时的 WaxＧ

man随机图网络模型.其中α从０．３增长到１,步长为０．０５
(当α过小时,Waxman随机图可能不连通,因此其网络不能

达到一致),求出每次α变化时对应图的拉普拉斯矩阵的第二

小特征值λ２,结果如图９所示.

(a)N＝４００,β＝０．３ (b)N＝９００,β＝０．３

图９　α变化时的 Waxman随机图网络

Fig．９　Waxmanrandomgraphnetworkwhenαchanges

由图９可看出,α从０．３增加到１时对应的λ２ 也在增加.

由此可知,在 Waxman随机图模型中,当 N 和β相同且网络

节点边长相同时,网络的一致性收敛速度随α的增加而加快.

情形６　网络节点边长为１０,α＝０．３,在n＝m＝２０和

n＝m＝３０的情况下,分别建立β不同时的 Waxman随机图网

络模型.其中β从０．３增长到１,步长为０．０５(当β过小时,

Waxman随机图可能不连通,因此其网络不能达到一致),求

出每次β变化时对应图的拉普拉斯矩阵的第二小特征值λ２,

结果如图１０所示.

(a)N＝４００,α＝０．３ (b)N＝９００,α＝０．３

图１０　β变化时的 Waxman随机图网络

Fig．１０　Waxmanrandomgraphnetworkwhenβchangs

由图１０可看出,β从０．３增加到１时对应的λ２ 也在整体

增加.但是并不是当β＝１时,λ２ 的值到达最大.由此可知在

Waxman随机图模型中,当 N 和α相同且网络节点距离相同

时,整体上λ２ 随β的增加而增加,即其网络的一致性速度随β
的增加而变快.

情形７　网络节点边长为１０,在α＝０．３且β＝０．３;α＝

０．５且β＝０．３,及α＝０．５且β＝０．５的情况下,分别建立具有

不同网络节点数 N(N＝(m×n))的 Waxman随机图网络模

型.其中节点 N 从２５增长到２５００(图１１中 m＝n,步长为

５),求出每次 N 变化时对应图的拉普拉斯矩阵的第二小特征

值λ２,结果如图１１所示.

由图１１可看出,节点 N 从２５增加到２５００时,λ２ 也对应

地线性增加,节点数 N 正比于其对应的第二小特征值λ２.由

此可知在 Waxman随机图中,当α和β相同且网络节点距离

固定时,增加网络的节点数可以线性地提高该网络的收敛

速度.

(a)α＝０．３,β＝０．３ (b)α＝０．５,β＝０．３

(c)α＝０．５,β＝０．５

图１１　N 变化时的 Waxman随机图网络

Fig．１１　WaxmanrandomgraphnetworkwhenNchanges

实验中选取了大量的节点和参数进行比较,避免了较少

节点或特殊参数所带来的偶然性.表１对以上７种情况进行

了汇总.

表１　７种情形的汇总

Table１　Summaryofsevencases

最近邻耦合

网络

耦合数 K 固定时,增加节点数 N,网络收敛速度变慢,随
着 N 的增大,网络收敛速度的变化率也变小

节点数 N 固定时,增大耦合数 K,网络收敛速度变快,随
着 K 的增大,网络收敛速度的变化率也变大

NW 小世界

网络

节点数 N 固定时,增大概率p,网络收敛速度变快,二者

大致服从线性关系,且p越大线性关系越明显

概率p固定时,增加节点数 N,网络收敛速度变快

Waxman随机

图网络

节点数 N 和α固定时,增大β,网络收敛速度会变快

节点数 N 和β固定时,增大α,网络收敛速度会变快,并且

β较大时,α和收敛速度的线性关系会更加明显

α和β固定时,增加节点数 N,网络收敛速度会变快

结束语　本文分别研究了规则网络、随机网络、小世界网

络中的某一特定模型,主要考虑了网络拓扑结构变化对网络

收敛速度的影响,并且针对各个变量是如何影响其收敛速度

的这一问题给出了具体的结论.这些结论在我们设计多智能

体通信网络时能提供一定的帮助.在接下来的研究中还可以

考虑结合现实分析更加贴近现实的网络模型拓扑结构是如何

影响网络收敛速度的,并且观察它们的特征参数Ｇ度分布、聚

类系数等是如何变化的.
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