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Petri网弱公平性和公平性关系的进一步研究 

施洲琪 丁志军 陈闳中 

(同济大学计算机科学与技术系 上海200092) 

摘 要 在 Petri网中，公平性概念的引入是为了讨论网系统中两个变迁发生之间的相互关系。这种关系可以很好地 

反映出模拟系统的各个事件在资源竞争中的有无饥饿性问题 。文中基于弱公平性和公平性的定义与联 系，证明了对 

于有界 Petri网，满足弱公平性就满足公平性；同时证明了在两类无界 Petri网中，可由弱公平性推导出公平性。并进 
一 步证明其他类型的无界 Petri网是不满足公平性的，即无法从弱公平性直接推导出公平性。 
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Further Study of Relationship between Weak Fairness and Fairn ess of Petri Nets 
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Abstract In Petri net，the introduction of the concept fairness is to discuss the relationship of tWO transitions happened 

in net system．This relationship can well reflect whether each part of the concurrent system in the competition for re— 

source has starvation-free problem．According to the definition and the relation of the weak fairness and fairness，it was 

proved that fairness can be deduced by weak fairness for a bounded Petri net and for two classes unbounded Petri net． 

Fairness cannot be deduced by weak fairness for other unbounded Petri net． 
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1 引言 

Petri网是分布式系统的建模和分析工具，它特别适于描 

述系统中进程或部件的顺序、并发、冲突以及同步等关系[1]。 

有界性是 Petri网中一个重要的概念 ，它反映被模拟系统运行 

过程中对有关资源的容量要求。公平性也是 Petri网中一个 

重要的概念，它可以反映被模拟系统的无饥饿性，而无饥饿性 

是系统运行过程中的一个重要性质，因此有很多研究公平性 

的文章l_2_ 。弱公平性是对公平性概念的扩展，文献[5]提出 

了弱公平性的有关概念，并给出了判别一个网为弱公平网的 

充分必要条件。 

根据弱公平性和公平性的定义，发现弱公平性和公平性 

之间存在紧密的联系，文献[6]指出公平关系是弱公平关系的 

子集。本文对它们之间的子集关系进行进一步研究，论证得 

到 3个结论 ：(1)如果一个有界 Petri网是弱公平 Petri网，则 

这个 Petri网是一个公平 Petri网；(2)对于无界 Petri网，若无 

界库所受到有界库所的限制或无界库所没有后集 ，那么如果 

这个 Petri网是弱公平 Petri网，则这个 Petri网也是公平 Pe— 

t 网；(3)除了(2)中的两类无界 Petri网，对于其他的无界 

Petri网都不满足公平性，因此如果这个 Petri网是弱公平 Pe— 

tri网，不能得出这个 Petri网为公平 Petri网。 

2 基本概念、术语及有关结论 

这里只简述同本文相关的基本概念、术语及已有的结论 ， 

对有关的记号进行约定，以便于后面的讨论。 

Petri网是一种网状信息流模型，包括库所和变迁两类节 

点，同时在库所集上添加表示状态信息的托肯分布(标识)。 

库所表示条件、资源、等待队列和信道等。变迁表示事件、动 

作、语句执行和消息发送／接受等。一个变迁(事件)有一定数 

量的输入和输出库所，分别表示事件的前置条件和后置条件。 

库所中的托肯代表可以使用的资源数量或数据Ⅲ。 

定义 1[ 满足下列条件的三元组 N一(S，丁；F)称作一 

个网： 

1)SUTO-0 

2)SNT—O 

3)F (SX T)U(T×S) 

4)dom(F)Ucod(F)一SU丁 

其中 

dom(F)一{xESU丁l jyESUT：( ， )∈F) 

cod(F)一{xESUT J jyESU丁：( ， )∈F} 

定义 2[ 设 N=(S，T；F)为一个网。对于xESUT，记 
。  

： {y JyffSUT̂ ( ， )∈F} 
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一 { IyESUT八( ， )∈F} 

称‘ 为 的前集或输入集， 为 z的后集或输出集 。 

定义 3[ ] 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个 Petri网，SE S。 

若存在正整数B，使得V MER(Mo)：M(s)≤B，则称库所s为 

有界的，并称满足此条件的最小正整数 B为库所S的界 ，记为 

B(s)。即 

B( )一rain{Bl VM∈R(Mo)：M(s)≤B) 

定义4E ] 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个 Petri网，如果每 

个 sES都是有界的，则称 ∑为有界 Petri网。称 B(∑)一max 

{B(s)l sES}为 ∑的界。 

定理 1[ ] 设 ∑=(S，T；F，Mo)为一个 Petri网，R(Mo) 

为有限集当且仅当 ∑是有界的。 

定义 5llj 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个 Petri网，t1，t2 E 

丁。如果存在正整数 是，使得 VMER(Mo)和VaET ：MEa>， 

都有#(t )一。一#(tj )≤ ，其中i， ∈{1，2}且 ≠ ，则称 

t。和 tz处于公平关系。如果 ∑中任意两个变迁都处于公平 

关系，则称 ∑为公平 Petri网。#(f )表示序列 中变迁t出 

现的次数。 

定义 6[1] 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个 Petri网，t】，tz E 

T。如果对任意 MER(Mo)，都存在正整数 ，使得 V ∈T ： 

M >，都有#( )一。一 #(tj／a)≤ ，其中 i，JE{1，2}且 ≠ 

，则称 t 和 tz处于弱公平关系。如果 ∑中的任意两个变迁 

都处于弱公平关系，则称 ∑为一个弱公平 Petri网。 

3 有界 Petri网中弱公平性和公平性的关系 

定理 2 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个有界 Petri网，如果 

∑是一个弱公平 Petri网，则 是一个公平 Petri网。 

证明：根据条件 ∑一(S，T；F，Mo)为一个有界 Petri网， 

由定理 1可知R(Mo)为有限集，因此可以假设 R(％ )的个数 

为 。同样由条件可知，∑是一个弱公平 Petri网，由定义 6 

可知，对于任意 t ，t2ET，t1和 tz处于弱公平关系，即对于每 

一 个 MjER(Mo)，都存在正整数 ，，使得V ∈T ：Mj[ >，都 

有#(f )一O一 #(tH )≤ ，其 中，i一1，2’． 一1，2，⋯， 

 ̂。取 =max{k ， z，⋯，是 }，则对于每一个 M∈R(Mo)， 

使得 VaET ： )，都有#(f )一O一#(如一 )≤忌，i一1， 

2。由公平关系的定义(定义 5)可知，t 和 tz处于公平关系。 

又由 t 和 t2的任意性，可得 ∑为一个公平 Petri网。证毕。 

例 1 如图 1所示的Petri网 ∑l一(Sl，T ；Fl，M01)的每 

个库所都是有界的，因此这个 Petri网为有界 Petri网，根据定 

义 6，易知这个 Petri网为弱公平 Petri网。因此由定理 2，这 

个 Petri网一定是公平 Petri网。根据定义 5很容易验证这个 

Petri网确实满足公平性的条件 。 

图 1 Petri网模型∑l一(Sl，T1；F1，Mo1) 

4 无界 Petri网中弱公平性和公平性的关系 

对无界 Petri网进行深入的研究，发现了在两种类型的无 

界 Petri中，同样可以得出相同的结论 ，即：可以根据一个 Pe一 
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tri网为弱公平 Petri网推导得出这个 Petri网也是公平 Petri 

网。下面分别对这两个类型的无界 Petri网和其他无界 Petri 

网进行分析。 

定理 3 设 ∑=(S，T；F，Mo)为一个无界 Petri网，且对 

于所有无界库所 SES，都有 S。一D。如果 ∑是一个弱公平 

Petri网，则 ∑是一个公平 Petri网。 

证明：根据条件可知，∑是一个弱公平 Petri网，根据定义 

6，可知对于 V t ，t2 E T，t ，tz处于弱公平关系。又由条件可 

知 ，对于所有无界库所 sES，都有 s‘一 ，则无界库所中标识 

的数量不影响变迁序列 ，因此可以确定有界库所 中的标识个 

数确定，把无界库所中标识的个数任意的所有标识归为一类 ， 

记为 M『，设 ∑有 类这样的标识 ( 是有限的)，对于每一 

类 CR(Mo)，都存在正整数 忌，，使得 V E T ： >都有 

#(￡ )一O一 #(￡3一 )≤ ，，其中，i一1，2． 一1，2，⋯， 。 

取 k=max{k ，是z，⋯， Ⅳ_}，则对于每～个 MER(Mo)，使得 

V ∈T ：M )，都有 #(t )一O一 #(tH ／a)≤是，i一1，2。 

由公平关系的定义(定义 5)可知 ，t 和 tz处于公平关系。又 

由 t 和 tz的任意性，可得 ∑为一个公平 Petri网。证毕。 

例 2 如图 2所示的 Petri网∑2一(S2，T2；F2，Mo 2)的库 

所 S是无界的，其他库所的界都是 1，因此这个 Petri网是无界 

Petri网，且这个 Petri网的无界库所 5没有后集，而且根据定 

义 6容易判断，这个 Petri网是弱公平 Petri网，由定理 3可 

知，这个 Petri网是公平 Petri网。再根据定义 5进行验证 ，这 

个 Petri网是公平 Petri网。 

图 2 Petri网模型乏2一(Sz，Tz；F2，Moz) 

定理 4 设 ∑一(S，T；F，Mo)为一个无界 Petri网，且对 

于每个无界库所是E S的后集变迁t，都存在至少一个有界库 

所 sj ES，使得 ∈s 。如果 ∑是一个弱公平 Petri网，则 ∑是 

一 个公平 Petri网。 

证明：根据条件可知，∑是一个弱公平 Petri网，根据定义 

6，可知对于Vt ，tzET，t ，t2处于弱公平关系。又因为已知 

条件 ，对于所有无界库所 S 的后集变迁t，都存在至少一个有 

界库所 s ∈S，使得 tE s 即对于任意的 tE S ‘，有 tE s ，当 

M(s )>M( )时，无界库所 S 的托肯数对变迁t的使能没有 

影响。因此可令每一个时刻 M(s )一M(s，)，此时R(̂ )的个 

数是有界的，设有 个。因为t-，tz处于弱公平关系，对于每 

一 个 ER(Mo)，都存在正整数 ，，使得V ∈T ： [ )都 

有 #( )一O一 #(t )≤毛，其中，i一1，2，J一1，2，⋯， 

。 取 k=max{k1，惫2，⋯，愚NT}，则对于每一个 MER(Mo)， 

使得V ∈T ： d>，都有#(f ／ )一0一#(t一／a)≤忌， 一1， 

2。由公平关系的定义(定义 5)可知，t 和 tz处于公平关系。 

又由t 和 t2的任意性，可得 ∑为一个公平 Petri网。证毕。 

例 3 如图 3所示的 Petri网 一(S3，丁3；F3，Mo3)的库 

所S是无界的，其他库所的界都是 1，因此这个Petri网是无界 

Petri网。又因为存在一个库所 C，使得 s’ c‘，而且根据定 



义 6容易判断，这个 Petri网是弱公平 Petri网，根据定理 4可 

知，这个 Petri网一定是公平 Petri网。再根据定义 5进行验 

证 ，这个 Petri网是公平 Petri网。 

图 3 Petri网模型 E3一(S3，T3；F3，M03) 

定理 5 设 ∑一(S，丁；F，M0)为一个无界 Petri网，如果 

存在一个变迁 tffT，对于V sff‘t，s是无界的，则 ∑不是公平 

Petri网。 

证明：这里用反正法，假设 ∑是一个公平 Petri网，则 由 

定义 5可知，对于任意 t ，tz∈丁都是公平关系，即存在正整 

数 k，使得#(￡ ／a)一O一 #( ／a)≤k。根据条件可知存在一 

个变迁 tE丁，对于V sE‘t，s是无界的。因为 s是无界的，不 

妨取 M∈R(Mo)，其 中 M(s)一k+1，| 一t，t，⋯，t∈T ： 

／V／Ea>，其中有意+1个 t。即对于任意的变迁 ￡ vat，有#( ，t )一0 

一#(d， )一是+l>k，则 ￡，t 不是公平关系，出现矛盾。证毕。 

定理 5表明如果存在一个变迁 t∈T，使得对于V s∈。t， 

s是无界的，则不能由 ∑是一个弱公平 Petri网得出 ∑是一个 

公平 Petri网。 

例 4 如图 4所示的 Petri网 一(S4， ；F4，M04)的库 

所 s和 c是无界的，其他库所的界都是 1，因此这个 Petri网是 

无界 Petri网。又因为存在一个变迁 t∈丁，使得对于 V s∈。t， 

s是无界的，根据定义 6可以判断，这个 Petri网是弱公平 Pc- 

tri网。但根据定理 5可知，这个 Petri网不是公平 Petri网。 

再根据定义 5也易证这个 Petri网不是公平 Petri网。 

图4 Petri网模型∑4一(S4，T4；F4，M04) 

结束语 本文通过对 Petri网弱公平性和公平性的研究， 

得出两者之间的关系，提出了 4个定理。定理 1说明在有界 

Petri网中，可以由弱公平 Petri网推出公平 Petri网。定理 2 

和定理 3说明在无界 Petri网中，无界库所没有后集或者无界 

库所后集变迁受到有界库所的制约，在这种情况下 ，同样可以 

由弱公平 Petri网推出公平 Petri网。定理 4说 明，在除了定 

理 2、定理 3两种无界 Petri网的情况下，都不能由弱公平 Pe— 

tri网推出公平 Petri网。 
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